Problemas de Matematicas I1
Aplicadas a las Ciencias Sociales

Todas las comunidades autonomas

(Selectividad 2023-Ordinaria y Extraordinaria)

Prof; Isaac Musat Hervas
ultima actualizacion:

5 de noviembre de 2023






Cuando las leyes de la matemdtica
se refieren a la realidad,

no son ciertas;

cuando son ciertas,

no se refieren a la realidad.

Albert Finstein






Indice general




[11.Isalas Baleares|
O Ordinamial . - - - - o o oo e e
I11.2. BExtraordinarial . . . . . . . . ..
[12.1Islas Canarias|
M2 Ordinarial . . . . . . o oo
112.2. BExtraordinarial . . . . . . . .
13.La Riojal
BT Ordinarial . . . . . . o oo
113.2. BExtraordinarial . . . . . . . . .
[14.Madridi
CAT Modeld . . . . o o
A2 0rdinarial . . - . o o oo e
[14.3. Ordinaria-Coincidentel . . . . . . . . . . . . . .
144, BExtraordinarial . . . . . . . . e
14,5, BExtraordinaria-Coincidentel . . . . . . . . . . . o o
15.Murcial
oL Ordinarial . . -« o o o oo o e
[15.2, BExtraordinarial . . . . . . . . . e e e e e e e
[OLOrdinarial . . - - - o o oo e
116.2, BExtraordinarial . . . . . . . . . e e e e
17.Pais Vascol
L Ordimarial . . - - o o o oo e
7.2 Extraordinarial . . . . . . . . . . . .
|18.1. Aléebra ..........................................
OR2 ANATSIH .« - o o o o o e e
[18.3. Probabilidadl . . . . . . . . . . . ..
[18.4. Eistadistical . . . . . . . . .



Capitulo 1

Andalucia

1.1. Ordinaria

Instrucciones:
a) Duracién: 1 hora y 30 minutos

b) Elija cuatro de los ocho ejercicios propuestos de al menos tres bloques distintos. Se corregiran
los cuatro primeros ejercicios que aparezcan en el examen y que cumplan el requisito anterior.

¢) En cada ejercicio, parte o apartado se indica la puntuacién mdxima asignada.
d) Todos los resultados deben estar suficientemente justificados.
e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, gréficas ni con capacidad para

almacenar o transmitir datos. Si obtiene resultados directamente con la calculadora, explique
con detalle los pasos necesarios para su obtencién sin el uso de la misma.

Bloque A

Problema 1.1.1 (2,5 puntos) Sean la funcién F(z,y) = 5x — 3y y la regién del plano R definida
mediante las inecuaciones

20 —3y<1; dv+y<9 z+y<5 9r—y>0; y>0
a) (1,3 puntos) Dibuje la regién R y calcule sus vértices.

b) (0,5 puntos) Indique razonadamente si los puntos A(2,2) y B(1;3,5) pertenecen a la regién
R.

¢) (0,7 puntos) Obtenga los puntos de la regién R donde F' alcanza el méximo y el minimo y
calcule sus correspondientes valores.

Solucion:



a) El recinto R (regién factible):

20 —3y <1
dr+y <9
z+y <5
9r —y >0
y=>0

1 4 11 19
Los vértices a estudiar serdn: O(0,0), P <§,O>, Q(2,1),C (5’ §> y D (5, 5)
El punto A(2,2) ¢ Ry el B(1;3,5) € R, el punto A no cumple las condiciones para ser una
solucion, en cambio el punto B si las cumple aunque no sea la solucién 6ptima.

b) La funcién objetivo: F(z,y) = bz — 3y
F (Oio) =0 Solucién por solver :
F(7,0>:2,5 ) - ,
2
F(2,1) =7 Méximo
4 11
F (7, 7) — 4,33
373
F (1,9> = —11 Minimo
2°2 :
El maximo se encuentra en el punto @ (2,1) y vale 7.

19
El minimo se encuentra en el punto D (5, 5) y vale -11.

a 1 0
Problema 1.1.2 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = 0 a 2 |,B= (CQL :i) y C =
0 1 1
2 -1
1 -1
2 0

a) (1 punto) Calcule los valores del pardmetro a para los que tanto A como B admitan inversa.
b) (1,5 puntos) Para a = 1, halle una matriz X que satisfaga A- X -B =C
Solucién:

a) |[Al=a(a—2)=0= a=0ya=2=3JA ' Vac R~ {0,2}
|Bj]=-24+a=0= a=2= 3B Vac R~ {2}
Para que tengan inversa las dos matrices Va € R — {0, 2}.

b) Si a =1 las matrices A y B tienen inversa:

A- X -B=C= X=A1'.C-B'=

-1

110 2 -1 -1
0 1 2 1-1(?1):
01 1 2 0

11 -2 2 -1\ 4 3.5

0 -1 2 11(1_2)—4—5

0 1 -1 2 0 2 3



Bloque B
Problema 1.1.3 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(z) = 2® — 32% + 2z

a) (1 punto) Halle los puntos de corte con los ejes, los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
los extremos relativos de f y su curvatura.

b) (0,5 puntos) Represente graficamente la funcién f.
¢) (1 punto) Calcule el drea del recinto acotado, limitado por la gréfica de f y el eje de abscisas.
Solucién:

a) @ Punto de corte con OY: hacemos z =0 = (0,0)

Puntos de corte con OX: hacemos f(z) = 0 = 2% — 322 + 2z = 0 = (0,0), (1,0) y
(2,0)

& f()=322—6s+2=0= 2 =158y x=0,42

(—00;0,42) | (0,42;1,58) (1,58;00)
f'(z) + +
f(xz) | creciente /| decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo;0,42) U (1, 58; 00)
La funcién es decreciente en el intervalo (0,42;1,58).

Tiene un méximo relativo en (0, 42;0, 38).

Tiene un minimo relativo en (1, 58; —0, 38).

o ffz)=6r—6=0=—= =1

(=00, 1) (1,00)
f'(x) — +

f(z) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa — en el intervalo (—oo, 1)
La funcién es céncava — en el (1, 00).
La funcién tiene un punto de inflexién en (1,0)

b) Representacion gréfica:

Mix(0,42;0,38) /

7N
/ X /
/ G /
/ \ /
/ \
2,0)
Jowo P10 \ &

/ N\ /
/ X
/ Min(1,58;-0,38)

/
/

c¢) Tenemos dos dreas Sy : [0,1] y S2 : [1, 2]

4
F(x):/($3—3$2—|—23;)dg;:%_134_3:2

51:/1(x3—3x2+2x)dx:F(l)—F(O):
0
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Sy = /12 (2% — 322 + 2z)dx = F(2) — F(1) = —i

1
S:|Sl|+\52|:§:0,5u2

/
/
/

g
Mx(0,42;0,38)

Nowo — PI1LO) 2,0)

4 Min(1,58;-0,38)

Problema 1.1.4 (2,5 puntos) Se desea analizar el valor de las acciones de una empresa en un dfa,
La funcién v(t) nos indica el valor, en euros, de cada accién de la empresa en funcién del tiempo
t, medido en horas, a partir de la hora de apertura del mercado. De la funcién v(t) se conoce que
su variacion instantanea es

V(t)=t*—5t+6, tecl0,6]
a) (0,75 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién v.

b) (0,75 puntos) Si en el momento de la apertura del mercado se conoce que v(0) = 10, halle la
funcién v.

¢) (0,5 puntos) Si un inversor compré 3000 de estas acciones en el instante ¢t = 2y posteriormente
las vendi6 en el instante ¢ = 4, indique a cuanto ascendié la ganancia o la pérdida que obtuvo
el inversor con esta gestién.

d) (0,5 puntos) {En qué momentos deberia haber realizado este inversor las gestiones de compra
y de venta para que la ganancia hubiese sido méaxima? Justifique su respuesta.

Solucion:

a) V() =t* —5t+6=0=t=2yt=3

0,2 2.3) (5.6
T+ - -
f(xz) | creciente /| decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,2) U (3,6)
La funcién es decreciente en el intervalo (2, 3).
Tiene un maximo relativo en z = 2.

Tiene un minimo relativo en z = 3.

3 12
b) u(t):/(t2—5t+6)dt=§—55+6t+0, como (0) = 10 —> C = 10, luego

3 52
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44
¢) 3000v(2) = 3000 - 3= 44000€
46
3000v(4) = 3000 - 3= 46000€
Hay una ganancia de 46000 — 44000 = 2000€

d) Hemos calculado los mdximos y minimos relativos, hay que analizar si son absolutos. v(0) =
44 29
10, v(6) = 28, v(2) = 3 v(3) = 5 El maximo absoluto se encuentra en t = 6, v(6) = 28€
es el mayor valor que ha tenido cada accién en este periodo. El minimo absoluto es en t =0
con ¥(0) = 10€. Luego el inversor debia comprar en ¢ = 0 y vender en ¢ = 6 con un beneficio
por accién de 18€.

Bloque C

Problema 1.1.5 (2,5 puntos) Disponemos de una moneda trucada en la que la probabilidad de
obtener cara, al lanzarla, es el doble de la de obtener cruz.

a) (0,5 puntos) Halle la probabilidad de que, al lanzar la moneda, se obtenga cara.

b) (0,75 puntos) Halle la probabilidad de que, al lanzar dos veces la moneda, se obtenga una
cara y una cruz sin importar el orden.

¢) (0,5 puntos) Halle la probabilidad de que, al lanzar dos veces la moneda, se obtenga al menos
una cara.

d) (0,75 puntos) Si al lanzar la moneda dos veces observamos que ha salido al menos una cara,
halle la probabilidad de que se obtengan dos caras.

Solucién:
Sean C cara y X cruz.

2
a) Cada tres casos posibles dos son favorables: P(C) = -

3
21 1 2 4
b) P X)+ P(X —Z.-42.2_2
) P(CNX)+P(XNC) 53733 %
1\* 8
¢) P(al menos una cara) =1—P(XNX)=1-— 3) =%

d) Sea A :“al menos una cara” y B: CNC:
_P(AnB) _P(B) _3% 1
P(Bl4) = P(A) P4 3 2

Problema 1.1.6 (2,5 puntos) En una base de datos de correos electrénicos se ha observado que
el 20% de los correos recibidos son spam. Ademaés, se ha observado que la palabra “lottery” ha
aparecido en el 40 % de los correos que son spam y en el 0,6 % de los correos que no lo son.

a) (1,25 puntos) Halle la probabilidad de que en un correo elegido al azar en el que aparezca la
palabra “lottery” sea spam.

b) (0,5 puntos) Halle la probabilidad de que un correo elegido al azar en el que no aparezca la
palabra “lottery” no sea spam.
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c¢) (0,75 puntos) Si un correo se etiqueta como spam si aparece la palabra “lottery” y como
no spam si esta palabra no aparece, calcule la probabilidad de que un correo se etiquete
incorrectamente.

Solucién:
Sean L “lottery” y S spam.
P(S)=0,2, P(L|S) =0,4y P(L|S) = 0, 006.
P(S)=0,8, P(LNS) = P(L|S)P(S) =0,4-0,2 = 0,08y P(LNS) = P(L|S)P(S) =0,006-0,8 =
0,0048

L L | Total L L Total
S 0,08 0,2 |=— S 0,08 0,12 0,2
S 0,0048 0,8 S 0,0048 | 0,7952 | 0,8
Total | 0,0848 1 Total | 0,0848 | 0,9152 1

P(SNL) 0,08
P(S|L) = - —0,9434
®) P(SIL) = =5y~ = 50813~ 0943

~— _ P(SNT) 0,7952

b) P(S|L) = —2=" = = 0,8689
) PGSIL) P(I) 09152

¢) P(SNL)+P(SNT)=0,0048 40,12 = 0, 1248

Bloque D

Problema 1.1.7 (2,5 puntos) Se pide:

a) (1,25 puntos) Una poblacién estd dividida en cuatro estratos de 250, 300, 400 y 350 individuos.
Realizado un muestreo aleatorio estratificado con afijacién proporcional se han seleccionado
20 individuos del primer estrato. Determine el tamano de la poblacién, el tamano de la
muestra y el nimero de individuos seleccionados de los tres restantes estratos.

b) (1,25 puntos) En un centro de ensenanza la calificacién media de los estudiantes fue de 6,4
puntos con una desviacién tipica de 0,7 puntos. Se seleccioné aleatoriamente una muestra de
49 estudiantes.
bl) (0,25 puntos) Indique la distribucién que sigue la media de las muestras de tamafo 49.
b2) (1 punto) Calcula la probabilidad de que la media de las calificaciones de los estudiantes
de una de esas muestras esté comprendida entre 6,3 y 6,8 puntos.

Solucion:

a) n = 250 + 300 + 400 + 350 = 1300

20-1
% = 104 de toda la poblacién.
20 - 300
2025200 = 24 del segundo estrato.
. = 32 del tercer estrato.
250
20 - 350

950 = 28 del cuarto estrato.
24 4+ 32428 =104
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b) N(6,4;0,7)
_ 0,7
b1 X%(6,4; : ) N(6,4:0,1
) SL) - N0
b2)P(6,3§Y§6,8):P<%_Z %) P(-1<7<4)=
P(Z<4)—P(Z<-1)=P(Z<4)—(1—-P(Z<1))=0,99997 — (1 — 0,8413) = 0, 84127

Problema 1.1.8 Se desea estimar la proporcién de donantes de sangre en una universidad. Para
ello se toma una muestra aleatoria de 400 personas de esa universidad, resultando que 64 son
donantes de sangre.

a) (1.25 puntos) Calcule un intervalo de confianza, con un nivel del 98 %, para estimar la pro-
porcién poblacional de donantes de sangre.

b) (1.25 puntos) Si el nivel de confianza es del 95 %, calcule el error méximo cometido. Razone
si este error serd mayor o menor al disminuir el nivel de confianza.

Solucion:

a) NC=98%=0,98=1—a= a=0,02= %:0,01

P(Z < 20)0) = 1—%:0,99: Zaj2 = 2,325

ba 0, 16 0 84
= z(,/g\/ = 2,325/ ————2" = 0,0426

IC = (p—E,p+E) = (0,16—0,0426;0, 1640, 0426) = (0, 1174; 0, 2026) = (11,74 %, 20, 26 %)

b) NC=95%=0,95=1—a=> a=0,05— %:0,025

P(Z < zap3) = 1—%:0,975:> Zaj2 = 1,96

[pg /0,16 - 0,84
E:ZQ/Q 321796 T:O70360

El error ha disminuido al disminuir el nivel de confianza.

1.2. Extraordinaria

Instrucciones:
a) Duracién: 1 hora y 30 minutos

b) Elija cuatro de los ocho ejercicios propuestos de al menos tres bloques distintos. Se corregiran
los cuatro primeros ejercicios que aparezcan en el examen y que cumplan el requisito anterior.

¢) En cada ejercicio, parte o apartado se indica la puntuacién maxima asignada.
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d) Todos los resultados deben estar suficientemente justificados.

e) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, gréficas ni con capacidad para
almacenar o transmitir datos. Si obtiene resultados directamente con la calculadora, explique
con detalle los pasos necesarios para su obtencién sin el uso de la misma.

Bloque A

Problema 1.2.1 (1,5 puntos) Se considera la matriz

A=

o O =
_= N O
_ o O

1
a) (1,5 puntos) Pruebe que se verifica que A™! = S (A* —4A+513).

b) (1 punto) Dada la ecuacién matricial X*A = ( ; _? (1) ), determine la dimensién de X

y resuelva la ecuacion.

Soluciodn:
1 00
a) [Aj]=2#0= 34" = 0 1/2 0
0 1/2 1
) ) 1 0 0\° 1 00 10 0
5(A?—4A+513)=§ 0 20 ) -4 0 20 |+5( 0 1 0 =
0 -1 1 0 -1 1 00 1
1 1 00 4 0 0 5 0 0 L[ 2 00
E040—080+050—5010:
0 -3 1 0 —4 4 00 5 01 2
1 00
0 1/2 0 |=A""
0 1/2 1
b) Xt~A—<1 2 0>:>n 2ym=3—= X! = X
nxm 3x3 \ 3 —1 1 Teym= 2%3 3x2
2x3
1 00
XtA:<§_?(1)):>Xt—<é ??)A‘l_(é_%?> 0 1/2 0
0 1/2 1
1 3
Xt:<:1))él):>Xf 10
0 1

Problema 1.2.2 (2,5 puntos) Un artesano decide montar dos tipos de anillos utilizando dos tipos
de piedras semipreciosas, una de mayor calidad que otra. Para montar uno de los anillos tarda 20
minutos y utiliza 1 de las piedras de mayor calidad y 2 de las de menor calidad. Para el otro tarda
50 minutos y utiliza 3 piedras de mayor calidad y 1 de menor calidad.

Semanalmente, el artesano dispone de 200 piedras de mayor calidad y 150 de menor calidad.
Ademas, quiere trabajar al menos 1900 minutos a la semana.
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Sabiendo que el primer tipo de anillo se vende a 21€, el segundo a 50€ y que deben fabricarse
al menos 20 anillos del primer tipo a la semana, determine cudntos anillos de cada tipo deben
montarse para maximizar el valor de la venta. ;A cudnto asciende dicho valor?

Solucién:

Sea x anillos A e y anillos B.

tiempo | mayor calidad | menor calidad | precio de venta
A 20 1 2 21
B 50 3 1 50
> 1900 <200 <150
20z + 50y > 1900 2z + 5y > 190 4 e
z + 3y < 200 z + 3y < 200 -
S:{ 2z 4y <150 — { 20 4+y <150 -
x> 20 x> 20
y=0 y=>0 Solucién por solver :
Los vértices a estudiar serdn: A(20,30), B(70,10), C(50,50) y
D(20,60). e e
fx,y) = 21z + 50y i i =
£(20,30) = 1920 == =
#(70,10) = 1970 =
£(50,50) = 3550 <= Méaximo |
£(20,60) = 3420 e

(A) y a 50 del segundo (B).

Bloque B

Problema 1.2.3 (2,5 puntos) El drea quemada de la regién plana de la cubierta de pléstico de un
invernadero, coincide con el drea de la regién acotada delimitada por las graficas de las funciones
f(z) = (x —1)? y g(x) =5 — 22 donde = estd expresado en metros.

a) (1 punto) Represente graficamente la zona deteriorada.

b) (1,5 puntos) Para reparar la regiéon quemada, se ha de utilizar pldstico cuyo coste es de 15
euros por metro cuadrado. Si en el trabajo de reparacién se desperdicia la tercera parte del
pléastico adquirido, ; Cuanto costaré el plastico comprado?

Solucion:

a) flr)=(z -1 = f(x)=2@-1)=0= =1
/() =2= f"(1) =2 > 0= (1,0) es un minimo relativo. La funcién corta al eje de
ordenadas en (0, 1).
g(x) es una recta que corta a f(z) en f(x) = g(z) = =
0= z=%2
Los puntos de corte entre las dos curvas son (—2,9) y (2,1).

2 _2x4+1=5-2r=— 2> —4=

15



(1 @21
0(0,0) Min(1,0) =

2

2 2 23 32
b)S:/ (g(x)ff(z))d:c:/ (22 +4)de = - +4z| =m?
L L 3 N
. . (o A 32 9
Si A es el drea del plastico comprado A — 353 — A = 16 m* lo que supone un coste
de 16 - 15€ = 240€
., 12t — 24
Problema 1.2.4 (2,5 puntos) Sea la funcién f(t) = 13 t>0

a) (1,5 puntos) Represente graficamente la funcién f, determinando los puntos de corte con los

ejes coordenados y las ecuaciones de las asintotas, y estudiando la monotonia y la curvatura
de f.

b) Sila funcién f representa los beneficios de una empresa, en millones de euros, donde ¢ indica
los anos de vida de la empresa

bl) (0,5 puntos) ;A partir de qué ano la empresa deja de tener pérdidas? Justifique la
respuesta.
b2) (0,5 puntos) A medida que pasan los anos, jestdn limitados los beneficios? En caso
afirmativo, jcudl es su limite y por qué?
Solucién:
12t — 24 60 120

a) f(t):ﬁ: fit)= o3 = fﬁ(t):_(t+3)3

@ Dom(f) = [0, 00)
@ Puntos de Corte:

e Con OY hacemos t =0 = f(0) = -8 = (0,—8)

12t — 24
e Con OX hacemos f(t) =0 = 13

@ Monotonia: f'(t) > 0, la funcién no tiene extremos relativos y es creciente en todo el
dominio de la funcién.

)=0= t=2= (2,0)

@ Curvatura: f(t) < 0 = f no tiene puntos de inflexién y es convexa (—~) en todo el
dominio de la funcién.

@ Asintotas:

e Verticales: No tiene, t = —3 no pertenece al dominio de la funcién.
e Horizontales: y = 12
12t — 24
im — =12
t—woo t4+3

e Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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@ Representacion:

y=12

0(0,0) (2,00

(0,-8)

b) bl) Como puede verse en la grifica la empresa deja de tener pérdidas a partir del segundo
ano. (Punto de corte con el eje de abscisas y la funcién es siempre creciente)

b2) Los beneficios estan limitados a medida que pasan los anos por 12 millones de euros.
(Hay una asintota horizontal en y = 12)

Bloque C

Problema 1.2.5 (2,5 puntos) Una caja contiene 3 fichas verdes, 2 fichas azules y 4 fichas rojas.
Un juego consiste en realizar dos extracciones, sin reemplazamiento, de tal manera que el jugador
que saque dos fichas azules gana el primer premio, el jugador que saque dos fichas verdes gana el
segundo premio y el jugador que, de las dos fichas, una sea azul y otra de color diferente gana el
tercer premio.

a) (0,75 puntos) Calcule la probabilidad de que un jugador consiga el primer o segundo premio.
b) (0,75 puntos) Calcule la probabilidad de que un jugador gane el tercer premio.

¢) (1 punto) Sabiendo que un jugador ha obtenido premio, ;Cudl es la probabilidad de que haya
ganado el tercer premio?

Solucién:

Sean Vj verde en la primera extraccién, A; azul en la primera extraccién, R; rojo en la primera
extraccién, V5 verde en la segunda extraccién, A, azul en la segunda extracciéon y Rg rojo en la
segunda extraccién.

a) P(primero o segundo premio) = P(A;
P(A3|A1)P(Ay) + P(Vo| V1) P(V1) =

b) P(tercer premio) = P(A; N5

)
3 2 4 2 2 3
P(RyNA)=2.242.24,2.72
FinA)=5-5+5 5% 8 9 18
¢) Sean A ha obtenido el primer premio, B ha obtenido el segundo
y C ha obtenido el tercero.

_ P(CN(AUBUQ)) P(C) B
PICAVBUO) = =53 0BG ~ PCUAUE)

5 5 _ 1.
P¢U+PMUBﬁ<HCﬂUMMﬂ):A%+%—O_-§_

0, 7778

Problema 1.2.6 (2,5 puntos) Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, se sabe que
P(A)=0,6, P(B)=0,3y P(A|B) =0,6. Se pide:
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a) (0,5 puntos) P(AU B)

b) (0,75 puntos) P(A — B) + P(B — A)

c¢) (0,75 puntos) P(B|A°)
) (0,5 puntos) Razone si los sucesos A y B son independientes, jSon incompatibles?
Solucién:

Por comodidad y costumbre utilizo A° = A

(A|B) = P(If(;)B) P(ANB) = P(A|B)P(B)=0,6-0,3=0,18

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0,6+ 0,3 — 0,18 = 0, 72

b) P(A— B)+ P(B—A) = P(ANB) + P(ANB) = P(A) — P(ANB) + P(B) — P(AN B) =
P(A)+ P(B)—2P(ANB)=0,6+0,3—2-0,18 = 0,54
— P(BNA) P(B)-P(AnB) 0,3-0,18

) PO =—pa==—1—p@y 106 3

d) PANB)=0,18y P(A)-P(B)=0,6-0,3=0,18=— P(ANB)=P(A)-P(B) = Ay
B son independientes.
Para que sean incompatibles tienen que ser AN B = @ = P(AN B) = 0, luego no son
incompatibles.

Bloque D

Problema 1.2.7 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Un gimnasio establece sus tarifas por grupos de edad: juvenil, adulto y senior.
Tiene matriculados 25 juveniles, 75 adultos y 50 seniors. Se quiere seleccionar una muestra
de 30 personas del gimnasio utilizando un muestreo con afijacién proporcional. ; Cual sera la
composicion que debe tener dicha muestra?

b) (1,5 puntos) Dada la poblacién {9, 11, 13, 18, 20}, calcule la varianza de la distribucién
de las medias muestrales de tamafio 2 obtenidas mediante muestreo aleatorio simple.

Solucion:

a) n =254 75+ 50 = 150

25
Juveniles= 50 30 = 5 plazas.

75
Adultos= 150 30 = 15 plazas.

50
Seniors= 150 30 = 10 plazas.

b) Muestras de tamano 2:
My = {9,11}, My = {9,13}, M3 = {9,18}, My = {9,20}, M5 = {11,13}, M, = {11,18},
My = {11,20}, Mg = {13,18}, My = {13,20} y My, = {18,20}.
Sus medias:
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X =10, X5 = 11, X3 = 13,5, X4 = 14,5, X5 = 12, Xg = 14,5, X7 = 15,5, X5 = 15,5,
X9—165yX1()—19

10 10 ,
2% 142 2 (%= %) 65,1
X = lzln =90 = 14,2; Varianza = =1 " = 16 = 06,51

Problema 1.2.8 (2,5 puntos) En el otofio de 2021, el municipio de El Paso en la Isla de La Palma
sufrié la erupcién del volcan Cumbre Vieja. Al finalizar la erupcién, se escogié una muestra de 500
casas resultando que 325 de ellas estaban afectadas por la erupcion.

a) (1,25 puntos) Calcule un intervalo de confianza, con un nivel de confianza del 97 %, para esti-
mar la proporcién de casas afectadas por la erupcion del volcan. Segin el resultado obtenido,
.se puede admitir que el porcentaje de casas afectadas por el volcdn es del 64 %?

b) (1,25 puntos) Para un nivel de confianza del 92 % y manteniendo la proporcién muestral, jcudl
debe ser el tamano minimo de una nueva muestra para que el error maximo de estimacién

sea del 2 %7

Solucion:

a) NC=97%=0,97T=1—a=— a=0,03—= %:0,015

P(Z < 2ap0) = 1—%:0,985:> Zajp = 2,17

P 0,65 - o 35
—za/g\/ = 2,17/ == " = 0,0463

IC = (p—E,p+E) = (0,65—0,0463; 0, 65-+0,0463) = (0,6037; 0, 6963) = (60,37 %, 69, 63 %)

como 64 % € (60,37 %, 69,63 %) = podemos aceptar que el porcentaje de casas afectadas
es del 64 %.

b) E=0,02, NC=0,92=1—a= a=0,08— %:0,04
P(Zgzm):1-%:1-0,04:0,96: Zoyy = 1,75

. 1 2
0,02 = 1,75\/0’65n¢ — n> <Ogg) (0,65 - 0,35) = 1741, 796875 —>

n = 1742
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Capitulo 2

Aragoén

2.1. Ordinaria

El estudiante responderd, como maximo, a tres de las seis preguntas propuestas.
Si se realizan mas de tres ejercicios sélo se corregiran los tres primeros que aparezcan
en el triptico y, para evitar confusiones, se recomienda numerarlo. La nota final sera
el resultado de sumar las puntuaciones obtenidas en las preguntas realizadas y dividir
dicha suma por tres.

Problema 2.1.1 (10 puntos) Responda a las siguientes cuestiones:

a) (5 puntos) Determine el orden (dimensién) de la matriz X para que la ecuacién matricial
2 -1
1 0 1
12 -8 1) yB=| -3 2 |].Calcule

) esté bien planteada, siendo A = (
1 6

2
ABX = (_4

X.

b) (5 puntos) Determine el valor(es) del pardmetro m para que el sistema sea compatible y
calcule la solucién del mismo para m = 3.

20 —dy+32=0
r—y+z=0 (S)
3r+my+2=0

Solucion:

a) A-B- X = 01:>m:2yn:1:> X

2X3 3X2 mXn 2X 2x1
a 1 0 1 SR 2

3a+5b) (2 a=24 (24
<a+2b) - (—4) — { b=-14 X7 (—14)
b) Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, siempre tiene solucién ¥m € R.
Sim=3:
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20 —by+32=0 2 -5 3
r—y+2z=0 ()= 1|1 -1 1| = 0= sistema compatible indeterminado
3z4+3y+2=0 3 3 1

ix—_y5ij32020:{x_y+zzo — y:A
w43y 42 =0 3z +3y+2z=0

Problema 2.1.2 (10 puntos) Un comerciante dispone de 120 jamones, 390 botellas de vino y 240
botellas de cava para elaborar dos tipos de lotes navidetios. El lote (A) consta de un jamén y dos
botellas de vino y el lote (B) consta de un jamon, cinco botellas de vino y cuatro botellas de cava.
Si el ingreso por la venta de cada lote (A) es de 90€ y por cada lote (B) es de 180€, se pide:

a) (8 puntos) Plantee y resuelva un problema de programacién lineal que permita calcular el
nimero de lotes de cada tipo que maximiza el ingreso obtenido. ;A cudnto asciende dicho
ingreso maximo?

b) (2 puntos) En la solucién 6ptima, jse agotan todas las existencias de jamones, botellas de
vino y botellas de cava? Razone la respuesta.

Solucién:
Sea z el n° de lotes A e y el n° de lotes B.

jamones | vino | cava | ingreso
A 1 2 0 90
B 1 ) 4 180
<120 | £390 | <240

a) f(z,y) = 90x + 180y en el recinto S:

24y <120 4y <120 N
922 + 5y < 390 22 + 5y < 390 Nenin
4y < 240 =\ y<60 \ .
- = e
z,y>0 z,y >0 .
Los vértices a estudiar serén: 0(0,0), A(120,0), B(70,50), \\
C(45,60) y D(0,60). oy
b) f(z,y) =90z + 180y
£(0,0) = Solucién por solver :
(120, ) — 10800 L
£(70,50) = 15300 —> ——
£(45,60) = 14850

£(0,60) = 10800

El valor méaximo sera de 15300€ y se alcanza con 70 lotes
Ay 50 lotes B. :
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jamones vino cava,
A 1-70=7012-70=140| 0-70=0
B 1-50=50|5-50=2501|4-50=200
suma, 120 390 200
Existencias 120 390 240
Sobran 0 0 40

Queda un sobrante de 40 botellas de cava.

Problema 2.1.3 (10 puntos) Sea P(t) = 1000 (15 + una funcién que representa el

)
100 + ¢2
numero de habitantes de cierta poblacion, siendo ¢ el nimero de anos transcurridos desde el ano
2000. Se pide:

a) (2 puntos) Calcule el tamano de la poblacién en un horizonte infinito de tiempo.

b) (5 puntos) Estudie el crecimiento y decrecimiento de la poblacién. (En qué momento la
poblacion es maxima? y jcuantos habitantes tiene la poblacién en ese momento?

¢) (3 puntos) ;Cudnto tiempo tiene que pasar para obtener una poblacién de 15040 individuos?

Solucion:

t
a) tlggo 1000 (15 + m) = 15000 habitantes.

~1000(100 — ¢2)

b) P'(t) = (12 + 100)2 = 0= t = +£10, la solucién negativa no es relevante.

(0,10) (10, 00)
P'(t) + -
P(t) | creciente | decreciente N\

La poblacién crece en el intervalo de tiempo (0,10) y decrece en el intervalo de tiempo
(10, 00).

En (10,15050) hay un méximo relativo, que también seria absoluto. El afio 2010 habria una
poblaciéon maxima de 15050 habitantes.

c) P(t) = 1000 <15 + m) =15040 = t =5y t = 20.
Los anos 2005 y 2020 habria una poblacién de 15040 habitantes.

24z —2

1\3
Problema 2.1.4 (10 puntos) Sean las funciones g(z) = a (1 - fx)  h(z) = —
22—z

2

a) (3 puntos) Calcule h’m1 h(x)
r—r

() si z<1

g = . .
h(m) si r>1 sea continua

b) (4 puntos) Determine el valor de a € R para que f(x) = {

en r = 3.

2
¢) (3 puntos) Calcule / (1—2x)%dx
0
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Solucion:

, 2?4 -2 {0 vu . 2r+1
a) lim h(z) = lim —5——=[g] = lm o — =

b) Las ramas de las funciones son continuas, hay que estudiar la continuidad en z = 1:

. . 1Y a
lim g(z)= lim a 1—§x ==

z—s1- r—s1- ) 8 .
-2 . _
lim h(z) = lim %:3 = g=3=a=24
x—>1+a z— 1t X4 —T
="
9() =g
t=1-2x . .
_ 1 t 1—-2
1 8 8
dr = ——=dt
2
? 3 81 1
(1—2x) dx:F(Q)—F(O):—§+§:_10
0

Problema 2.1.5 (10 puntos) En cierta Facultad de Economia se oferta una misma asignatura en
tres grupos, que denotaremos por G1, G2, G3. Los grupos representan el 40%, el 35% y el 25%
de los estudiantes, respectivamente. Superan la asignatura el 80 % del grupo G1, el 60 % del grupo
G2y el 92% del grupo G3. Calcule la probabilidad de que al escoger un estudiante al azar:

2)
b

2 puntos) Haya superado la asignatura y sea del grupo G3.

2 puntos) No haya superado la asignatura.

)
c)
d)

)

( )

( )

(2 puntos) Haya superado la asignatura.

(2 puntos) Ni haya superado la asignatura ni sea del grupo G1.
( )

e) (2 puntos) Si el estudiante elegido al azar ha superado la asignatura, calcule la probabilidad

de ser del grupo G3.
Solucién:

Sean los grupos G1, G2, G3, S supera la asignatura y S no supera la asignatura.
a) P(G3nS) = P(S|G3)P(G3) =0,92-0,25=0,23.

b) P(S) = P(S|G1)P(G1) + P(S|G2)P(G2) + P(5|G3)P(G3) =
0,2-0,4+0,4-0,35+0,08-0,25 =0, 24

¢) P(§)=1-P(S)=1-10,24=0,76
d) P(SNG1)=P(SUGI) =1—-P(SUGI) =
1—(P(8)+ P(G1) — P(SNG1)) =1— (0,76 + 0,4 —0,8-0,4) = 0,16

P(S|G3)P(G3)  0,92-0,25
P(S) 0,76

e) P(G3|S) =

=0,3026

Problema 2.1.6 (10 puntos) Se sabe que el tiempo dedicado semanalmente a las tareas del hogar
se distribuye segiin una normal con desviacién tipica 2 horas.
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a) (4 puntos) Para una muestra aleatoria de 64 hogares, el tiempo medio semanal dedicado a las
tareas del hogar es de 10 horas. Determine un intervalo de confianza al 95 % para la media
de horas dedicadas semanalmente a las tareas del hogar.

b) (4 puntos) Determine el tamafo muestral minimo necesario para que el error que se cometa
al estimar la media de la poblaciéon por un intervalo de confianza sea, como maximo de 0,75
horas, con un nivel de confianza del 95 %.

¢) (2 puntos) A partir de una muestra de 81 hogares se ha obtenido el siguiente intervalo de
confianza (9,8444; 10,7555) para la media de la poblacién. Determine el nivel de confianza
con el que se ha construido dicho intervalo.

Solucion:
N(p;2)

a) n=064 X=10y NC=95%=0,95=1—a=> a=0,05=—> %:0,025

P(Z < 20)5) = 1—%:0,975: Zaj2 = 1,96

2
VR
IC=(X - E,X +E)=(10-0,49;10 + 0,49) = (9,51; 10, 49)

E=z245—~=1,9 = 0,49

2

b) 0,75 =1,96—= => n > 27,31804444 = n = 28

NG

10, 7555 — 9, 8444
2

2
0,45555 = 2, [ = a2 = 2,049975

P(Z§2,05)=0,9798=1—%:> a=0,00= NC=0,96=96%

c) E=

=0, 45555

2.2. Extraordinaria

El estudiante responderd, como maximo, a tres de las seis preguntas propuestas.
Si se realizan mas de tres ejercicios sélo se corregiran los tres primeros que aparezcan
en el triptico y, para evitar confusiones, se recomienda numerarlo. La nota final sera
el resultado de sumar las puntuaciones obtenidas en las preguntas realizadas y dividir
dicha suma por tres.

Problema 2.2.1 (10 puntos) Responda a las siguientes cuestiones:

1 2 0
a) (5 puntos) Dadas las matrices A = (_2 0 1), B=1|2 -1 1]),C= (1 0 2)
5 -1 1 0 1 0 4 -1 3

y la ecuacién matricial XB + A = C, determine razonadamente el orden (dimensién) de la
matriz X para que la ecuacion matricial esté bien planteada. Despeje la matriz X y resuelva
dicha ecuacién matricial.

25



b) (5 puntos) Calcule, utilizando técnicas matriciales, la solucién del sistema de ecuaciones

lineales:
20 -5y +3z=1
r—y+z=1
3x+3y+z2=>5
Solucion:

a) X B+ A=C =m=2yn=3= dim(X)=2x3
mxn 3%X3 2x3 2x3

1 0 -2
XB+A=0C= X=(C—-A)B ' como|B|=-1£40= 3IB'=( 0 0 1
-2 1 5
10 2 —2
=1 G- S Do n)=(F 0 ) (00 1=
-2 1 5 -2 1 5
(1 1 —1)
-5 2 12
b) Resolvemos por Gauss:
1 -1 1]1 Fy 1 -1 1 1 F
= 2 =5 3|1 = | F» -2F = 0 -3 1-1 = | K =
3 3 5 Fs — 3F, 0 6 2| 2 Fy + 25,

=22\
== y=A

A
1
1 -1 1 1
0 -3 1]-1 — sistema compatible indeterminado
0
{ z=-14+3X

Problema 2.2.2 (10 puntos) Emilia quiere fertilizar sus campos de cultivo utilizando sacos de
fertilizantes de dos marcas comerciales, A y B. Por cuestiones medioambientales debe comprar
como maximo 100 sacos. Un saco del fertilizante A cuesta 4€ y uno del B cuesta 6€. Un saco del
fertilizante A contiene 3 unidades de nitrégeno, 5 de fésforo y 1 de potasio, mientras que un saco
del B contiene 2 unidades de cada nutriente. Los terrenos estaran bien fertilizados con al menos
180 unidades de nitrégeno, al menos 200 de fésforo y, al menos, 80 de potasio. ;Cudl es el gasto
minimo que tiene que hacer Emilia y qué debe comprar para satisfacer las necesidades nutricionales
de los cultivos?

Solucién:

Sea x sacos de A e y sacos de B.

N P K coste
A 3 5 1 4
B 2 2 2 6
> 180 | > 200 | > 80




s f(z,y) = 4x + 6y en el recinto S:
z +y <100
3x + 2y > 180
5z + 2y > 200
z+ 2y >80
x>0 S
y>0 P Ty ,o)
Los vértices a estudiar serdan: A(80,0), B(100,0),
C(0,100), D(10,75) y E(50,15).

Solucién por solver :

[z, y) =4z + 6y e
£(80,0) = 320 -~
£(100,0) = 400
£(0,100) = 600 —>
£(10,75) = 490
£(50,15) = 290

El minimo coste serd de 290€ y se alcanza con 50 sacos
de Ay 15 de B.

Problema 2.2.3 (10 puntos) El coste total de fabricacién, en euros, de cierto producto viene dado
por la funcién C(z) = 22 4 80x + 10000, donde z representa el niimero de unidades producidas y
vendidas.

2)

b)

(5 puntos) Si cada producto se vende a 400 euros, plantee la funcién beneficio (ingresos menos
costes) en funcién del nimero de unidades producidas y vendidas. Determine el nimero de
unidades del producto que deben venderse para que el beneficio sea méximo (justificando
que lo es). {A cuanto asciende dicho beneficio méximo?

(5 puntos) ;En qué nivel de produccién se minimiza el coste medio por unidad CM(x) =
C(x)

T

?

Solucion:

a)

B(z) = I(z) — C(z) = 400z — (2* + 80z + 10000) = —x? + 320z — 10000

B'(z) = —2x+320=0= z =160

B"(z) = -2 = B"(160) = —2 < 0 = 2 = 160 es un mdximo relativo, en nuestro caso
también es absoluto.

El méximo beneficio de obtiene con la produccién de 160 unidades y asciende a B(160) =
15600€.

2 1 2_1
CM(z) = Ci”“") _ +8OZ+ 0000 . car'(a) = xxw —0— 2 =+100, la
solucién negativa es irrelevante.
(0,100) (100, c0)

CM'(z) - +
CM (x) | decreciente \, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (0, 100) y creciente en el (100, o). Tiene un minimo
relativo en el punto (100,280), en nuestro caso también es absoluto.

El coste minimo por unidad se obtiene con la produccién de 100 unidades y es de CM (100) =
280€.
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ma® — 1
Problema 2.2.4 (10 puntos) Dada f(z) = —a

a) (6 puntos) Determine el valor del parametro m para que la funcién tenga un extremo relativo
en © = —1. Razone si se trata de un maximo o un minimo relativo.

2
b) (4 puntos) Calcule el valor de m para que / f(z)dz = 4.
1

Solucién:
3
, mx° + 2 B , B B 7
a) flla) = ——5—=0= f(-))=m-2=0= m=2
22° + 2 6
f(z) = ’ ;_ = f'(z) = ——5 = f'(-1) = =6 < 0 = = = —1 es un méximo
x x
relativo
2 2 3 2 2 2
-1 1
b) f(a:)dx: mo:2 d :/ (mx—xiZ)dz:mx - _2m+,7T71:
1 1 x 1 2 xly 2 2
3m 1
2 2 "

Problema 2.2.5 (10 puntos) Responda a las siguientes cuestiones:

a) (6 puntos) La probabilidad de que un autobus escolar llegue con retraso en un dfa nublado
es de 0,08 y en un dia despejado 0,004. Durante un periodo de 20 dias ha habido 8 dias

nublados y 12 dias despejados. Para un dia elegido al azar, jcudl serd la probabilidad de que
el autobus llegue con retraso?

b) (4 puntos) De los sucesos A y B de un mismo experimento aleatorio se sabe que: P(A) = 3/8,
P(B)=5/8y P(AUB) = 3/4. Calcule P(AN B), P(A|B), P(AN B). Justifique si Ay B
son dos sucesos independientes.

Solucion:

a) Sean N dia nublado, D dia despejado, R llega con retraso y R no llega con retraso.

0,08
N
8720 0,92

P(R) = P(R|N)P(N) + P(R|D)P(D) = R

R

12
0,08 - 8 +0,004 - — =0,0344
20 20 R
12720 0,00
D
0,99 7
b) @ P(AUB)= P(A)+ P(B)—-P(ANnB) = P(ANB) = P(A) + P(B) - P(AUB) =

3.0 3 1 40

8 '8 4 4 7



15

_3 15
64

e P(A)-P(B) = g g = — # P(ANB) = Ay B no son independientes.

Problema 2.2.6 (10 puntos) Se pretende analizar el consumo anual en alimentacién y bebidas
en los hogares espanoles. Dicha variable sigue una distribucién normal con una desviacién tipica
de 3000 euros.

a) (5 puntos) Si deseamos obtener un intervalo de confianza al 96 % para la media de dicha
variable ;jcuantas familias tenemos que encuestar para que la amplitud del intervalo no sea
superior de 2000 euros?

b) (4 puntos) En una muestra de 60 hogares se obtuvo un consumo medio anual en alimentacién y
bebidas de 17000 euros, halle el intervalo de confianza al 96 % para la media de dicha variable.

¢) (1 punto) Si desde una asociacién de consumidores se afirma <el consumo anual medio en
alimentacién y bebidas en hogares es de 20000 euros al ano>. Razone, a la vista del apartado
b) si hay motivos para dudar de su afirmacién.

Solucion:
N (15 3000)

a) 2 = 2000 = E = 1000
NC:9W%=0£6:1—a=¢a=OﬁL=>%:0@2

ngzwgzl—%:098=>%ﬂ=2m%

3000
E:%Wé%::1%022%&752$n23&mm%=$n:39

b) n =60, X = 17000 y NC = 96% = 24/2 = 2,055

3000
E?zzza/Q;;% = 2,055" == = 795, 8951

IC = (X - E,X +FE) = (17000 — 795,8981; 17000 + 795,8981) = (16204, 10192; 17795, 8981)

¢) El consumo medio anual de 20000€ no se encuentra dentro del intervalo de confianza, lo que
es un motivo suficiente para dudar de esta afirmacién con una confianza del 96 %.
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Capitulo 3

Asturias

3.1. Ordinaria

281125638355

@ Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un méaximo de 2,5 puntos.

@ Indica en el pliego del examen la agrupaciéon de preguntas que responderds: agrupaciones de
preguntas que sumen més de 10 puntos conllevaran la anulacién de la(s) dltima(s) pregunta(s)
seleccionada(s) y/o respondida(s)

. 3 1 —-m -1
Problema 3.1.1 (2,5 puntos) Sean las matrices A = <_1 _1), B = (1 4 4m 4+m),C =

()o=()

1
a) (1 punto) Si 3" A% . B.C = D, plantea un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas
(representadas por z e y) en funcién del pardmetro m.

b) (1,5 puntos) ;Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucién? En caso de existir
solucién, jes unica? Resuelve el sistema para m = —2.

Solucién:
2
1, 13 1 -m -1 AN a:+my>
a) 54 'B'C_§<—1 71) <1+4m 4+m> <y>_<mx+y
T+ my\ 1) {x+my:1
<mx+y>_<1 = mx+y=1

b)Z:( L ml):>A|:1—m2:0:>m::|:1
m 11

e Sime R—{£1} = |A| # 0 = Rango(A) = 2 =Rango(A) = ntumero de incdgnitas
y el sistema es compatible determinado (solucién tnica)
1—11)7{1?1 }—(1_11):»5'%&
1 1|1) T Il m+r ] " \o of2 1hent
incompatible (el sistema no tiene solucién)

O‘Sim:—l:Z:(
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1 1)1 Fy +Fy 0 0
indeterminado (el sistema tiene infinitas soluciones)

{x—2y:1 :{x:—l

—2z+y=1 y=-—1

Problema 3.1.2 (2,5 puntos) Los medios utilizados para realizar la publicidad al lanzar un nuevo
producto, asi como los costes y la audiencia estimada por anuncio se muestran a continuacién:

(tSim:LZ:(l ll)z{Fl }:<1 1(1)):>sistemacompatible

c) Sim=—-2:

TELEVISION | RADIO
Audiencia por anuncio 100000 18000
Coste por anuncio 2100€ 300€

Para lograr un uso balanceado de los medios, los anuncios en radio deben ser al menos el 50 % de
los anuncios totales y los anuncios en televisiéon deben ser al menos el 10 % de los anuncios totales.
Por otro lado se tiene que el presupuesto total para anuncios se ha limitado a 24000€.

a) (1,75 puntos) ;Cudntos anuncios de cada tipo se pueden hacer? Plantea el problema y re-
presenta graficamente el conjunto de soluciones. ;jPodrian hacerse 10 anuncios en televisién
v 20 en radio?

b) (0,75 puntos) Si el objetivo es maximizar la audiencia total, jcudntos anuncios de cada tipo
se deben hacer? ;Cuédnta audiencia total habria en ese caso?

Solucién:
Sea z el n® de anuncios en TV e y el n® de anuncios en la RADIO.

a) Dibujamos la regién factible:

r—y<0 o
y>0,5(x+1y) N >
z>0,1(zx+y) = ¥ b

< A0,
2100z + 300y < 24000 ;x;oy < 80 P/ R
> -_
ny=0 y>0

Los vértices a estudiar serdn: O(0,0), A(10,10) y B(5,45).
El punto P(10,20) se encuentra fuera de la regién factible. Luego no se trata de una solucién
posible.

b) f(z,y) = 100000z + 18000y
Solucién por solver :

f(0,0)=0 =
£(10,10) = 1180000 —> e
f(5,45) = 1310000 . =
Se deberan poner 5 anuncios de TV y 45 de:
RADIO y llegarfa a 1310000 personas. '
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Problema 3.1.3 (2,5 puntos) La produccién diaria de una determinada empresa oscila entre 1 y
10 toneladas. El beneficio diario (f), en miles de euros, depende de la produccién (z) y su relacién
puede expresarse como sigue:

f()7{22+a:17 si 1<x<3
=1 100410z +b22 si 3< <10

a) (0,75 puntos) Determina las constantes a y b si se sabe que los dias en los que se producen
3 toneladas el beneficio es de 112 miles de euros y que la funcién f es continua en todo su
dominio.

b) (1,75 puntos) Considerando los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, estudia
y representa graficamente la funcién f en el intervalo [1,10]. Si un dia el beneficio ha sido
de 100 miles de euros, jcudnto se ha producido ese dia? ;Cudl es el beneficio minimo un dia
cualquiera? ;Y el beneficio maximo?

Solucion:

a) @ Lasramas son polinomios y son continuas en el dominio de la funcién. Hay que estudiar
la continuidad en x = 3:

lim f(z) = lim (22+az) = 22+ 3a
T—3~ T—3~
lim f(z) = lim (100 + 10z + ba?) = 130 + 9b = 22+3a = 130+9b => a—3b = 36
r—3t r—3t
f(38)=22+3a

@ En f(3) =22 +3a = 112 = a = 30.
-
{a—3b=36 N { a=30
a=30

f()_{22+30x si 1<xz<3
=0 100410z —222 si 3< <10

Se hace una tabla de valores f(1) = 52 = (1,52), f(3) = 112 =
(3,112), f(4) = 108 = (4,108), f(6) = 88 = (6,88) y f(10) =
0 = (10,0).

Si el beneficio ha sido de 100 euros f(z) = 100 y pueden ser dos
valores:

@ 224+ 30z = 100 = z = 2,6 = (2,6;100) El beneficio de
100000€ se produce con la produccién de 2,6 toneladas. I1<x<10

@ 100 + 10z — 222 = 100 = z = 0 (no relevante) y = = 5 = Loty
(5,100) El beneficio de 100000€ se produce con la produccién

de 5 toneladas. | » .
El beneficio minimo serd de 0€ cuando la produccién sea de 10 toneladas y serd méximo con

112000€ cuando la produccion sea de 3 toneladas.
Problema 3.1.4 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = —x? + 4z, se pide:

a) (0,5 puntos) Encontrar la primitiva F' de f verificando que F(1) = 2.
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b) (2 puntos) Estudiar y representar graficamente la funcién f en todo su dominio y calcular el
area limitada por la curva f y el eje X entre x = -1y = 3.

Solucion:

x? 1

b) La funcién es una pardbola y Dom(f) = R con puntos de corte en:

@ Con OY: hacemos z = 0= (0,0)

@ Con OX: hacemos f(z) =0 = —2*+4z =0= (0,0) y (4,0)
fll@)=-2244=0= 2=2, f'(a) = 2= f'(2) = -2< 0= (2,4) esun
maximo relativo (el vértice de la pardbola)

Con estos datos la representacion grafica serfa la siguiente:

Mix(2,4)

Tendriamos dos recintos: Sy en [—1,0] y S2 en [0, 3] con S = |Sy| + |S2]

23

Tenemos: F(z) = -3 + 222

0 . :
Sy = | fla)dz=F(0)—F(-1)=0—+=—=

—1 3 3

3
So= | f(z)dz=F(@3)—F0)=9-0=09

0

4

Problema 3.1.5 (2,5 puntos) Segiin cierto estudio, se sabe que el 80% de los hogares de un
determinado pafs tiene contratado el acceso a internet y que el 40 % tiene contratado algiin canal
de televisién de pago. Ademads se sabe que el 25% de los hogares disponen de ambos servicios. Si
se selecciona un hogar al azar:

a) (1,25 puntos) {Cudl es la probabilidad de que tenga contratada televisién de pago, pero no
internet?

b) (1,25 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servi-
cios?

Solucién:
Sean [ tiene internet y T tiene TV de pago.
P(I)=0,8, P(T)=0,4y P(INT) =0,25.

a) P(TNT)=P(T)—P(TNI)=0,4-0,25=0,15
b) P(TNI)=P(TUI)=1-P(TUIl)=1—(P(T)+P(I)—P(TNI)) =1—(0,4+0,8—0,25) =
0,05
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Problema 3.1.6 (2,5 puntos) En una determinada poblacién, el 5% de los individuos han con-
traido un virus. Para estudiar dicha enfermedad se somete a los individuos a un cribado consistente
en una prueba que determina que tiene virus el 90 % de las veces si el individuo estd infectado y
determina que no tiene virus el 95% de las veces si no est4 infectado. Se pide:

a) (1,25 puntos) Si la prueba determina que un individuo tiene el virus, jcudl es la probabilidad
de que realmente no lo tenga?

b) (1,25 puntos) Si la prueba determina que un individuo no tiene el virus, ;jcudl es la probabi-
lidad de que realmente lo tenga?

Solucién:
Sean [ infectado por el virus y P la prueba da infectado.

a) P(P)= P(P|I)P(I)+ P(P|T)P(T) =0,9-0,05+ 0,05 - 0,95 = 0,0925

_ P(PD)PT) 0,05-0,95
P(I|P) = = - 1
(I1P) P(P) 00025 o1
b) PP) = DDLU 0,1-0,05 o 0s

P(P)  1-0,0925

Problema 3.1.7 (2,5 puntos) Se supone que la duracién de un aparato electrénico, en afios, sigue
aproximadamente una distribucién normal con desviaciéon tipica 0,5 anos.

a) (1,5 puntos) Para estimar la duracién media, se considera una muestra aleatoria de 150
aparatos, los cuales han durado, en media, 1,8 anos. Construye, a partir de estos datos, un
intervalo de confianza para la duracién media, al 95 % de confianza.

b) (1 punto) ;Cudl es el tamano muestral minimo necesario para estimar la verdadera duracién
media a partir de la media muestral con un error de estimacién maximo de 0,2 anos y un
nivel de confianza del 99 %?

Nota: Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y
desviacién tipica 1: F(1,28) = 0,90; F(1,64) = 0,95; F(1,96) = 0,975; F'(2,33) = 0,99 y
F(2,58) = 0,995.

Solucion:
N(;0,5)

a) NC=95%=0,95=1—a=> a=0,05=—> 3:0,025

P(ZSZQ/Q):l—

| R

= 0,975 = 2,/ = 1,96

0,5
E:zm% :1,96\/iﬁ

IC=(X-E,X+E)=(1,8-0,08;1,8+0,08) = (1,72;1,88)

=0,08

b) NC=99%=0,99=1—a = a=0,01 = %:0,005

P(Z< 20p)=1— % = 0,995 = 2,5 = 2,58

0,5

0,2=2,58
’ ) \/ﬁ

= n > 41,6025 = n =42
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Problema 3.1.8 (2,5 puntos) Una empresa hace un estudio de mercado antes de lanzar un nuevo
producto. Para ello selecciona al azar a 200 personas a las que proporciona su producto durante
4 semanas para que indiquen al final de ese periodo si les ha gustado o no. A 150 de ellas les ha
gustado y al resto no.

a) (1,5 puntos) Construye, a partir de estos datos, un intervalo de confianza para la proporcién
poblacional de personas a las que les gustard el producto, al 99 % de confianza.

b) (1 punto) En el intervalo anterior, jcudnto vale el error de estimacién? ;Qué le ocurriria
al error de estimacién si, manteniendo el mismo nivel de confianza y la misma proporcién
muestral, hubiese disminuido el tamano de la muestra?

Nota: Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y
desviacién tipica 1: F(1,28) = 0,90; F(1,64) = 0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) = 0,99 y
F(2,58) =0,995.

Solucion:

a) NC=99%=0,99=1-a=> a=0,01=—> %:0,005

P(Z < 2ap0) =1— % — 0,995 = 2,5 = 2,58

150
p= =0,75, G=1-p=0,25

200 ’
b4 0, 75 o 25
—za/g\/ = 2,58/ 22 — 0,079

IC=(p—E,p+E)=(0,75— 0079075+0079) (0,671;0,829) = (67,1 %;82,9%)

b) Resuelto en el apartado anterior tenemos E = 0,079. Tenemos la féormula E = z,/, be

si se mantiene el nivel de confianza y la proporcién, al disminuir el tamafio muestral (estd
dividiendo) el error aumenta.

3.2. Extraordinaria

@ Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un méximo de 2,5 puntos.

@ Indica en el pliego del examen la agrupaciéon de preguntas que responderas: agrupaciones de
preguntas que sumen mas de 10 puntos conllevaran la anulacién de la(s) ultima(s) pregunta(s)
seleccionada(s) y/o respondida(s)

Problema 3.2.1 (2,5 puntos) En una fiesta se bebieron m copas de vino tinto por cada una de
vino blanco. Cada copa (sea de vino tinto o blanco) contiene 0,15 litros y en total se tomaron 3m
litros de vino.

a) (0,5 puntos) Plantea un sistema de dos ecuaciones en funcién del pardmetro m donde las
incognitas x e y sean el nimero de copas de vino tinto y blanco, respectivamente.
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b) (2 puntos) ;Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucién? En caso de existir solu-
cién, ;es siempre unica? ;Cudntas copas se tomaron de cada tipo si en total se consumieron
9 litros de vino?

Solucion:

a) Sea x el nimero de copas de vino tinto e y del blanco.

:I:_
m Y {x—myzO
3m T+y=20
- y = 20m
TYY= 015

— 1 —m 0
b)Af(1 1 2Om)conA|1+mO:>m1

@& Sim # -1 = |A| # 0 = Rango(4) = 2 =Rango(A4) =n® de incognitas y el sistema
es compatible determinado (solucién tnica)
.= (110 _[R (11
'Slm__l'A_(1 1 720) = {FrFJ N (0 0

incompatible y no tiene solucién.

0

720) —> sistema

@& Sidm=9=— m=23:

{ x—3y=0 { x = 45 copas de vino tinto
4y =60 y = 15 copas de vino blanco

Problema 3.2.2 (2,5 puntos) Una empresa que usa dos tamafios de vehiculos debe renovar su
flota. Cada vehiculo grande le costara 30000 euros; cada vehiculo pequeno, 20000 euros y dispone
de un presupuesto total de 500000 euros para comprar vehiculos. Debe comprar a lo sumo el doble
de vehiculos grandes que pequenos. El mantenimiento anual de cada vehiculo pequeno lo calcula
en 300 euros; el de cada uno grande, en 600 euros y dispone de un presupuesto anual total de 9000
euros para mantenimiento.

a) (1,75 puntos) ;Cudntos vehiculos de cada tipo puede comprar? Plantea el problema y repre-
senta graficamente el conjunto de soluciones. ;Se podrian comprar 8 vehiculos grandes y 20
pequenos?

b) (0,75 puntos) El beneficio esperado por cada vehiculo grande es de 10000 euros y por cada
uno pequeno, de 6000 euros. ;Cuantos vehiculos debe comprar de cada tipo para maximizar
el beneficio esperado? ;Cudl seria ese beneficio esperado?

Solucién:
Sea z el n° de vehiculos grandes e y el n® de vehiculos pequerios.

a) La region factible es

0,29
300002 + 20000y < 500000 32 + 2y < 50 N
T <2y x—2y<0 W
600z 4 300y < 9000 BN 22 4+ 1y < 30 \QQ::’
y=0 y>0 - SeR
x Z O X Z O /(////Trzj/ca K\t
000
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Los vértices a estudiar seran: O(0,0), A(12,6), B(10,10) y C(0, 25).
El punto P(8,20) se encuentra fuera de la regién factible. Luego no se trata de una solucién
posible. No debe comprar 8 vehiculos grandes y 20 pequenos.

b) f(x,y) = 10000z + 6000y

Solucién por solver :

£(0,0)=0 e
f(12,6) = 156000 —
£(10,10) = 160000

£(0,25) = 150000 :
Se deberan comprar 10 vehiculos grandes y 10 pequenos ;
con un beneficio maximo esperado de 160000€.

Problema 3.2.3 (2,5 puntos) El consumo energético de una comunidad de vecinos durante una

mafnana se ajusta aproximadamente a la siguiente funcién donde x representa las horas transcu-
rridas desde las 6:00 de la manana:

a(x +2) si 0<x<2
fx)=< 3(@*—6x+12) si 2<ax<4
—2?+1lr—16 si 4<x<8

a) (0,75 puntos) Estudia la continuidad de la funcién. Determina el valor de a para que dicha
funcién sea continua en todo su dominio.

b) (1,75 puntos) Considerando el valor de a obtenido en el apartado anterior, estudia y representa
graficamente f en todo su dominio. ;En qué momento el consumo es maximo? ;Y minimo?

Solucion:

a) Continuidad de f:
@ Las tres ramas son polinomios y, por tanto, son continuas. Hay que estudiar la conti-
nuidadenz=2yenx =4

@ Continuidad en z = 2:
lim f(z) = h’rg alx +2) =4a
r—2"

T—2~
lm f(z) = lim 3(z* —6x +12) =12 = 4a=12= a=3.
r—2+ r—2t

f(2) =12

La funcién es continua en z = 2 siempre que a = 3

@ (Continuidad en = = 4:
lim f(z) = lim 3(z? — 62 +12) = 12
r—4—

r—4—
1 = lim (—2®+ 11z -16) =12 = Ii = I = f(4) — .
Jlim f(z) = lim (-2 +1lz - 16) i f(z) = lim f(z) = f(4)

f4) =12

La funcién es continua en x = 4.

@ La funcién es continua en Dom(f) = [0, 8] siempre que ¢ = 3. Si a # 3 la funcién seria
continua en [0,3) U (3, §]
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3(x+2) si 0<xz<2
b) Sia=3: f(z) =< 3(a®—62+12) si 2<x<4
—2?+1lz—16 si 4<z<8

@ Larama 0 <z <2 es una recta que une los puntos (0,6) y (2,12)

@ Larama 2 < x < 4 es una parabola entre (2,12) y (4,12), con un punto intermedio en
(3,9). Ademés f'(z) =3(2x —6)=0= 2 =3 como f"(z) =6es f'(3) =6 >0=
(3,9) es un minimo relativo, pero no absoluto.

@ La rama 4 < x < 8 es una pardbola entre (4,12) y (8,8), con un punto intermedio
en (11/2,57/4). Ademés f'(z) = -2z +11 = 0 = x = 11/2 como f’(z) = —2 es
f'(11/2) = =2 < 0 = (11/2,57/4) = (5,5;14,25) es un méximo relativo y también
absoluto. El consumo es maximo a las 11:30 con 14,25 y minimo a las 6:00 y valdra 6.

@ Con estos datos dibujamos:

y
a= 3 MixAbs(11/2,57/4)

I(2,12) (4,12),

MinRel(3,9) 3

[MinAbs(0,6)
0sx<2 2<x4 4<x<8

0(0,0)

Problema 3.2.4 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = e® + 2, se pide:

a) (0,5 puntos) Encontrar la primitiva F' de f verificando F(0) = 3.

b) (2 puntos) Estudiar y representar gréficamente la funcién f en todo su dominio y calcular el
area limitada por la curva y el eje X entre x = -1y = = 2.

Solucién:
a) F(x) z/(ez+2)dx=ex+2x+0
F0)=14C=3= C=2= F(z)=¢"42z+2
b) La funcién tiene Dom(f) = R con puntos de corte en:

@ Con OY: hacemos z =0 = (0,3)

@ Con OX: hacemos f(z) = 0= e” + 2 = 0 no tiene solucion—> f No corta al eje de
abscisas.

f'(xz) = €* > 0= No tiene extremos y es siempre creciente.
f"(x) = €* > 0 = — la funcién es céncava en todo el dominio y no tiene puntos de inflexién.

Asintotas:

@& Verticales: no hay
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@ Horizontales: y = 2 cuando x — —o0

lim (e +2) =2, lim ("4 2) =400

r—r—00 T—>00

Con estos datos la representacion grafica serfa la siguiente:

2

0(0,0)

La funcién es positiva y estd por encima del eje de abscisas. Sélo habria un recinto de
integracién S : [—1, 2]

0(0,0)

2 3
6e — 1
S:/ (€ +2)de= ¢+ 222, = (2 +4) — (e —2) = 27 L 13 0212 o2
1 (&

Problema 3.2.5 (2,5 puntos) El1 80 % de los empleados de una empresa hablan inglés y el 25 % de
todos los empleados hablan alemén. Ademds el 20 % de los empleados que hablan inglés, también
hablan aleman.

a) (1,25 puntos) Elegido un empleado al azar, jcudl es la probabilidad de que hable inglés pero
no aleman?

b) (1,25 puntos) Elegido al azar un empleado entre los que hablan alemdn, ;cudl es la probabi-
lidad de que no hable inglés?

Solucién: 3 B
Sean I habla inglés, I no habla inglés, A habla aleman, A no habla aleman.

P(ANI
P(I)=0,8, P(A)=0,25y P(A|I)=0,2 = (P(I)) = P(ANI)=0,2-0,8=0,16.

a) PINA)=P(I)—P(ANI)=0,8—0,16 = 0,64
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P(INA)  P(A)—P(ANI) 0,25—0,16

b PUA) === =By~ o0

=0,36

Problema 3.2.6 (2,5 puntos) El 30% de los pasajeros que volaron con una compaiifa aérea el
mes pasado lo hicieron por trabajo. De ellos, el 80 % tienen tarjeta de fidelidad. Entre los pasajeros
que volaron por causas diferentes al trabajo, el 40 % tienen tarjeta de fidelidad.

a) (1,25 puntos) Elegido un pasajero del mes pasado al azar, jcuél es la probabilidad de que
tenga tarjeta de fidelidad?

b) (1,25 puntos) Entre los pasajeros con tarjeta de fidelidad del mes pasado se eligi6é uno al azar,
jcudl es la probabilidad de que volase por trabajo?

Solucién: - -
Sean T volaron por trabajo, T' no volaron por trabajo, F' con tarjeta de fidelidad y F sin tarjeta
de fidelidad.

0,8 F
o o :
a) P(F) = P(F|T)P(T)+ P(F|T)P(T) = 0,8-0,3+0,4-0,7 = 0,52 03 0 ~T
P(F|T)P(T) 0,8-0,3
b) P(T|F) = = = 0,461
) ( | ) P(F) 0’52 07 615 0,7 T{F
0,6 F

Problema 3.2.7 (2,5 puntos) En una regién se realiza un estudio sobre jévenes (menores de 25
anos) con carné de conducir.

a) (1 punto) Se quiere estimar el verdadero porcentaje de jévenes que tienen carné de conducir
con un nivel de confianza del 95 %, ;cuédl es el nlimero minimo de jévenes que deberfan ser
entrevistados para que el error de estimacién fuese menor o igual de 0,17

b) (1,5 puntos) Finalmente, se tomé una muestra de 140 jévenes y se observé que 120 tenfan
carné de conducir. Halla, con un nivel de confianza del 99 %, un intervalo para estimar la
proporcién de jovenes que tienen carné de conducir en esa region.

Nota: Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y
desviacién tipica 1: F(1,28) = 0,90; F(1,64) = 0,95; F(1,96) = 0,975; F'(2,33) = 0,99 y
F(2,58) = 0,995.

Solucion:

a) NC=95%=0,95=1—a = a=0,05=> %:0,025

P(Zgza/z)zl—%:o,975:> Zaj2 = 1,96
ﬁ:0a57 q:]-*f):ov
5 0,505
E:za/gx/%:l,%\/%zo,lz n> 96,04 — n =97
120 120 20
b) n=140y p= = 0,857l = G=1— —— = =" =0,1428

140 140 ;140
NC=99%=0,9=1—a= a=0,01 = 5:0,005

P(Z < 2ap2) = 1*%:07995:‘ Zajp = 2,58
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i 120 | 20
_ _ 140 140 __
E =240\ - =2,58) [ M0 = 0,0763

IC = (p— E,p+ E) = (0,8571 — 0,0763;0,8571 + 0,0763) =
(0,7808; 0,9334) = (78, 08 %; 93, 34 %)

Problema 3.2.8 (2,5 puntos) Un local que vende comida a domicilio trata de estimar el tiempo
medio que sus repartidores tardan en entregar el pedido desde que lo recogen en el local. En una
muestra de 200 pedidos se obtuvo un tiempo medio de 17,5 minutos. Se supone que el tiempo de
reparto de un pedido, en minutos, se puede aproximar por una distribucién normal con desviacién
tipica 4 minutos.

a) (1,5 puntos) Construye un intervalo de confianza, con un nivel de confianza del 99 %, para el
tiempo medio de entrega de esos repartidores.

b) (1 punto) ;Cuél es el error de estimacién en el intervalo anterior? Si, basdndonos en la misma
muestra, quisiésemos obtener un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 99,5 %,
el error serfa mayor o menor que el obtenido en el apartado anterior?

Nota: Algunos valores de la funcién de distribuciéon de la distribucién normal de media 0 y
desviacién tipica 1: F(1,28) = 0,90; F(1,64) = 0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) = 0,99 y
F(2,58) = 0,995.

Solucion:
N(p;4)

a) n=200, X =17,5 y NC =99% =0,99 =1 — o => o = 0,01 => %:0,005

P(Z < 20p) =1 % = 0,995 = 2,5 = 2,58

4
E= za/Q% = 2,58 s = 07207

IC=(X-E,X+E)=(17,5-0,7297;17,5 + 0,7297) = (16, 7703; 18, 2297)
b) El error de estimacién del intervalo anterior era de 0,7297, como se vi6 en el aprtado anterior.

El error es directamente proporcional al nivel de confianza por lo que si aumentamos este
nivel el error aumentara.
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Capitulo 4

Cantabria

4.1. Ordinaria

INDICACIONES

a) El examen consta de seis ejercicios, de los cuales se resolverdn tnicamente tres (cualesquiera).

b) En caso de intentar resolver més de tres ejercicios, se corregirdn unicamente los tres primeros
que aparezcan en el cuadernillo del examen.

¢) La puntuacién méxima de cada ejercicio es de 2,5 puntos (dentro de cada ejercicio, la pun-
tuacién mdxima de cada apartado se indica entre corchetes). La nota del examen serd el
resultado de dividir por 0,75 la suma de la puntuacién obtenida en los tres ejercicios.

d) Se valorard positivamente la explicacién de los diferentes pasos seguidos en la resolucién de
cada ejercicio, asi como la claridad de exposicién. No se admitird ningiin resultado que no
esté debidamente justificado.

e) Queda prohibido el uso de calculadoras graficas y/o programables, asi como el de cualquier
dispositivo con capacidad de almacenar y/o transmitir datos.

Problema 4.1.1 (2,5 puntos)En un almacén de construccién venden sacos de cemento de 25 kg,
50 kg y 100 kg. Cierto dia se vendié un total de 180 sacos por un importe de 29200€. Se sabe que
el precio del kg de cemento es de 4€ y que ese dia se vendieron el doble de sacos de 25 kg que la
suma de los sacos de 50 kg mas los de 100 kg.

a) (1,25 puntos) Plantee un sistema de ecuaciones que permita calcular cudntos sacos de cada
tamano se vendieron ese dia.

b) (1,25 puntos) Resuélvalo.
Solucién:

a) Sean x sacos de 25 kg a 4€ = 100€,
y sacos de 50 kg a 4€ = 200€ y
z sacos de 100 kg a 4€ = 400€.

rz+y+2=180 r+y+2z=180
100z + 200y + 400z = 29200 — T+ 2y +4z =292
x=2(y+z) x—2y—22=0
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1 1 1] 180 m 1 1 1 180

by A= 1 2 4]292 |=|FRKR-F |[=(0 1 3] 112 |=
L -2 -2 0 F3 — Fy 0 -3 -3|-180
x =180 — y — z = 120 sacos
Fy 1 1 1] 180 —68
Fy =1 0 13|12 |=(¥= 5= 34 sacos
F3 + Fy 0 —2 0] —68 112 —y
Z = 3 = 26 sacos

sistema compatible determinado. Solucién tnica.

Problema 4.1.2 (2,5 puntos) El ayuntamiento dispone de 48000€ para la puesta en marcha
de huertas ecoldgicas en un viejo terreno municipal abandonado. Se destinard un méaximo de 50
hectareas al cultivo de hortalizas y un minimo de 10 al de arboles frutales. Se dispone de un tanque
de agua con una capacidad de 480 m® anuales para riego. Se sabe que cada hectarea dedicada al
cultivo de hortalizas necesita 8 m® de agua anuales, cantidad que disminuye hasta los 4 m® anuales
en el caso de las hectareas dedicadas al cultivo de arboles frutales. Se sabe también que cada
hectarea dedicada al cultivo de hortalizas requiere una inversiéon por parte del ayuntamiento de
400€, siendo esta cantidad de 800€ para cada hectarea dedicada al cultivo de arboles frutales. Se
sabe ademas que la produccién anual de cada hectirea de hortalizas es de 450 kg y la de cada
hectarea de arboles frutales es de 600 kg. El objetivo que persigue el ayuntamiento es maximizar
la produccién anual total.

a) (0,75 puntos) Plantee la funcién objetivo y el conjunto de restricciones que describen el
problema.

b) (1 punto) Dibuje la regién factible en el plano, identificando claramente sus vértices.

c) (0,5 puntos) ;Cudntas hectdreas se deben dedicar al cultivo de hortalizas y cuédntas al de
arboles frutales para maximizar la produccién anual total?

d) (0,25 puntos) jA cudnto asciende dicha produccién?

Solucién:
Sea x Ha para hortalizas e y Ha para arboles frutales.

a) f(x,y) =450z + 600y sujeto a

x <50 2¢ +y < 120
y > 10 x4+ 2y <120
8x 4+ 4y < 480 == x <50
4002 + 800y < 48000 y > 10
z,y >0 x>0

b) Representacion:
—[E@o0) e
LT k=120 N
| NG YY)
x=0 e

~[c(50,20)

| 50
\4(0,1 0) y=10 5150,141)‘ S
low.0) |

Los vértices a estudiar seran:
A(0,10), B(50,10), C(50,20), D(40,40), y E(0,60)
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¢) Sustituyendo en la funcién objetivo f(z,y) = 4502 4+ 600y:

Solucién por solver :

£(0,10) = 6000 g

£(50,10) = 28500 B
(50, 20) = 34500 — o

£(40,40) = 42000 <= Mximo - 2 = %

£(0,60) = 36000 :
deben de dedicar 40 Ha al cultivo de hortalizas
y 40 Ha al de arboles frutales con una produc- Qe —
cién maxima de 42000 kg. :

d) La produccién méxima es de 42000 kg.

Problema 4.1.3 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) ;Cudles son las asintotas (horizontales, verticales y/u oblicuas) de la siguiente
funcién?
222 — 1

fla) ===

b) (1,25 puntos) Dada la siguiente funcién definida a trozos:

1
nﬂ si 0,5<z<1

» x —
fx) = arx?+b si 1<z<?2

e"+1 si 2<x<2,5
Determine los pardmetros a y b para que f sea continua en el intervalo [0, 5; 2, 5].
Solucién:

a) Asintotas:

222 — 1 1 222 — 1 1
@ Verticales: z =1 lim z :{—}:fooy lim x :{ }

+00
z—1- x—1 0~ z—1+t x—1 0+
222 — 1 222 — 1
@ Horizontales: No hay lim < =—o00y lim x =+00
r——00 I — 1 r—+oc0 T — 1
@ Oblicuas: y = mx +n
2z% — 1
m=im 18 g 2Ly
Tr—r00 e r—o0 T — X

y=x+2

b) Las ramas son continuas, hay que estudiar la continuidad en x =1y en z = 2:
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& FEnz=1:

1

1 ’
lim f(z) = lim ——b = H H 4 = =1
z—1- z—1- ¢ —1 0 z—1- T
im f(z) = lim (az®+b) =a+b = a+b=1
r—1+ rz—1—
f)y=a+d
@ Enx =2
lim f(z) = lim (az® +b) =4a +b
r—2~ r—2~
Im f(z)= lim (e*+1)=e?>+1 = da+b=¢e*+1
z—2+ T2~
f2)=e*+1
o2
a=— =2,463018699
- { a + b = 1 —t 3
da+b=e’+1 3_ 2
b= = —1,463018699

Problema 4.1.4 (2,5 puntos)

a)

(1,25 puntos) Un hospital ha determinado que el ntimero de pacientes que hay en urgencias a
lo largo de un turno de 36 horas viene dado por la funcién P(t), donde ¢ € [0, 36] se expresa
en horas. Se sabe que P'(t) = t* — 40t 4 231 es la derivada de P(t) y que al finalizar el
turno quedan en urgencias 448 pacientes. ; En qué momento del turno hay menos pacientes
en urgencias? jCuantos pacientes hay en ese momento?

(1,25 puntos) En una panaderia el coste de produccién de una hogaza es de 2€, y el precio
de venta de = hogazas, en €, viene dado por la funcién P(z) = x(122 — x). Ademds, esta
panaderia tiene unos gastos fijos mensuales de 500€. Suponiendo que todas las hogazas que se
producen se venden, ;cudntas hogazas deberia producir la panaderia al mes para maximizar
sus ganancias mensuales? ;A cudnto ascenderian esas ganancias?

Solucion:

t3
t) = /(t2 — 40t +231) = = — 20t% 4 231t + C

(

(36) = 72052 + C = 448 = C = 2500
(t) = — — 20> + 231t + 2500
(
/

!

P

T

P(0) = 5500 y P(36) = 448
(t) =t 40t +231 =0= t =Tyt =33
P"(7) = =26 < 0 = t = 7 Méximo relativo
1\ _ op L
Pty =2t-40= { P"(33) = 26 > 0 = ¢ = 33 Minimo relativo
La funcién es creciente en el intervalo (0,7) U (33,36) y es decreciente en el (7,33).
Cuando ¢ = 33 horas hay P(33) = 322 pacientes y este minimo es absoluto.

=

B(z) = P(x) — C(z) — 500 = (122 — 2) — 2z — 500 = —z% + 1202 — 500
B'(r)=—-22+120=0 = x =60

B"(z) = -2 = B"(60) = —2 < 0 = (60, 3100) es un méximo relativo.
Deberia producir 60 hogazas con un beneficio de 3100€
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Problema 4.1.5 (2,5 puntos) El precio de las lavadoras que se venden en una gran superficie es
una variable que sigue una distribucién normal de desviacién tipica 235€. Para una muestra de 50
lavadoras, escogidas al azar, se obtiene un precio medio de 405€.

a) (1,25 puntos) Obtenga el intervalo de confianza del 95 % para el precio medio de una lavadora.

b) (1,25 puntos) {Cudl es el niimero minimo de lavadoras que habria que considerar para que

el error cometido al estimar el precio medio por lavadora con un nivel de confianza del 97 %
fuese de 50€7

Solucion:
N (p;235)
a) n=50,X=405y NC=95%=0,95=1—a = a=0,05 = %:0,025

P(Z < zaps) =1— 2 = 0,975 = 2,5 = 1,96

| R

235
E= za/Q% = 1,96

IC = (X — E,X + E) = (405 — 65, 1387; 405 + 65, 1387) = (339, 8613; 470, 1387)

= 65, 1387

b) NC=97%=0,97=1-a=> a=0,03 = %:0,015

P(Z < za2) :1—%:0,985: Zajp = 2,17

2,17 - 235

E:50:>50:2,17@:>n2( )

N

Problema 4.1.6 (2,5 puntos) Se tiene una urna que contiene 5 bolas blancas, 3 negras y 2 rojas.
Si se extraen al azar dos bolas de forma consecutiva y sin reemplazamiento:

2
) = 104,0196009 = n = 105

a) (0,25 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean rojas?
b) (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color?

c¢) (0,75 puntos) ¢Cudl es la probabilidad de que al menos una de las dos bolas extraidas sea
negra?

d) (0,75 puntos) Si la segunda bola que se extrae es roja, jcudl es la probabilidad de que la
primera haya sido blanca?

Solucién:
Sean B bola blanca, N bola negra y R bola roja. Urna= {5B,3N, 2R}
2 1 1
P = — - = — 222
@) P(RR) =155 = 35 =00
5 4 3 2 2 1 14
b) P(BB)+ P(NN)+ P(RR) = — -~ + — . = 4 == ~0,3111

109710910 9 45
c) P(alguna negra) = 1 — P(ninguna negra) = 1 — (P(BR) + P(RB) + P(BB) + P(RR)) =

5 2 2 5 5 4 2 1) 8
1— o2 222 o) =2~
(10 0 10 0 w0 9t 0 9) T 1T
P(BR) P(BR) I 5 5
d) P(B|R) = = — [ — 2 ~0,5556
P(R) ~ P(BR)+P(NR)+P(RR) &.2+3.212. 179
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4.2. Extraordinaria
INDICACIONES

a) El examen consta de seis ejercicios, de los cuales se resolverdn tinicamente tres (cualesquiera).

b) En caso de intentar resolver més de tres ejercicios, se corregirdn unicamente los tres primeros
que aparezcan en el cuadernillo del examen.

c¢) La puntuacién méxima de cada ejercicio es de 2,5 puntos (dentro de cada ejercicio, la pun-
tuacién médxima de cada apartado se indica entre corchetes). La nota del examen serd el
resultado de dividir por 0,75 la suma de la puntuacién obtenida en los tres ejercicios.

d) Se valorard positivamente la explicacién de los diferentes pasos seguidos en la resolucién de
cada ejercicio, asi como la claridad de exposicién. No se admitirda ningin resultado que no
esté debidamente justificado.

e) Queda prohibido el uso de calculadoras graficas y/o programables, asi como el de cualquier
dispositivo con capacidad de almacenar y/o transmitir datos.

Problema 4.2.1 (2,5 puntos) Una empresa de 244 trabajadores se compone de operarios, super-
visores y gerentes; siendo el niimero de operarios ocho veces el de gerentes. Ademas, se sabe que un
dia en el que faltaron la mitad de los supervisores y el 60 % de los gerentes, el niimero de operarios
fue cuatro veces la suma de los supervisores y los gerentes que se quedaron.

a) (1,25 puntos) Plantee un sistema de ecuaciones que permita calcular cudntos operarios,
cudntos supervisores y cuantos gerentes componen la empresa.

b) (1,25 puntos) Resuélvalo.
Solucién:

a) Sea x el nimero de operarios, y el nimero de supervisores y z el nimero de gerentes.

TH+y+z=244 TH+y+z=244 z = 160
T =8z == z—8z=0 == y =64
x =4(0,5y + 0,4z2) 52— 10y — 8z =0 z=20
1 1 1244 " 1 1 1 244
b) A= 1 0 8| 0 |=| R-FK |=[0 -1 -9| —244 |=
5 —10 -8 0 F5; —5F; 0 —15 —-13| —1220
2440
z = 122 = 20 gerentes
g; _ (1) _1 —El) _gjﬁ — y = 244 — 9z = 64 supervisores
F3 — 15F, 0 0 122 | 2440 r = 244 — y — z = 160 operarios

Problema 4.2.2 (2,5 puntos) Una empresa de alquiler de vehiculos necesita ampliar su flota con
el objetivo de maximizar beneficios, para lo cual adquiere nuevos utilitarios y deportivos. Como
maximo, tiene planeado adquirir un total de 120 vehiculos. Tiene claro que no comprara mas de 90
utilitarios ni menos de 10 deportivos. Ademds, quiere que el niimero de utilitarios sea, al menos,
el doble del de deportivos. Teniendo en cuenta que al final de su vida ttil espera haber obtenido
un beneficio de 25000€ por cada utilitario y de 40000€ por cada deportivo:
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a) (0,75 puntos) Plantee la funcién objetivo y el conjunto de restricciones que describen el
problema.

b) (1 punto) Dibuje la regién factible en el plano, identificando claramente sus vértices.

¢) (0,5 puntos) ;Cuéntos utilitarios y cudntos deportivos debe adquirir la empresa para maxi-
mizar el beneficio?

d) (0,25 puntos) ;A cudnto asciende dicho beneficio?

Solucién:
Sea x el n° de utilitarios e y el n® de deportivos.

a) f(z,y) = 25000z + 40000y sujeto a

rz+y <120 rz+y <120
<90 z—2y>0
y > 10 = x <90
T > 2y y > 10
x>0 x>0

b) Representacion:

1)180,10) |
L \ep=120

/ 0,30

%
=80
\
A

/ \

‘A(20,10)  y=10 [B(90,1
/ 0&\
V. (0,0)

Los vértices a estudiar serdn:
A(20,10), B(90,10), C(90,30) y D(80,40)

¢) Sustituyendo en la funcién objetivo f(z,y) = 25000z + 40000y

Solucién por solver :

£(20,10) = 900000 5 portes s - H

£(90,10) = 2650000 e

£(90,30) = 3450000 =
£(80,40) = 3600000 <= méximo

debe comprar 80 utilitarios y 40 deportivos pa- -

ra obtener el maximo beneficio. :

d) El beneficio maximo es de 3600000€.

Problema 4.2.3 (2,5 puntos) Dadas las funciones f(z) = —2? + 6z y g(z) = 2% — 2=
a) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de ambas funciones.

b) ;Cudles y de qué tipo (maximo/minimo relativo/absoluto) son los extremos de ambas fun-
ciones?
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c¢) Dibuje la grifica de ambas funciones, indicando claramente sus puntos de corte con los ejes
OX y OY, asi como los puntos de corte entre f y g.

d) Calcule el drea de la regién que queda encerrada entre las funciones f y g.
Solucién:
a) Monotonia:

&« f(z)= -2’ +6r= fl(2)=220+6=0= =3

(_007 3) (37 +OO)
f(x) + -
f(z) | creciente | decreciente N\

La funcién es decreciente en el intervalo (3,+00) y creciente en (—o0,3). Tiene un
méximo relativo en el punto (3,9)

« gz)=2-20 = ¢ (r)=20-2=0= 2 =1

(—o0,1) (1,400)
g (@) S +
g(x) | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (1,4+00) y decreciente en (—oo,1). Tiene un
minimo relativo en el punto (1, —1)
b) @ El miximo relativo de f(z) es absoluto en el punto (3,9)

@ El minimo relativo de g(x) es absoluto en el punto (1, —1)
c¢) Puntos de corte:

&« f(z)=—2+62

e Con OY hacemos z =0 = (0,0)

e Con OX hacemos f(z) =0 = —z?+6z=0= (0,0) y (6,0)
® g(x) =22

e Con OY hacemos z =0 = (0,0)

e Con OX hacemos g(z) = 0= 2> -2z =0= (0,0) y (2,0)

¥

Mix(3,9)

S
(%)

ooy 2,0 (6,0)
Min(1,-1)
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d) Entre las dos curvas:
fl)=g(r) = —2*+6zx =220 = 20" +8=0=2=0yz=4
Los puntos de corte serfan (0,0) y (4, 8)

4 4 93 4
e) S= / (f(x) —g(z))dx| = / (=222 + 8z) dx| = —3 +4x2}
0 0 0
64 64
—| =5 ~21,333 u?
‘ 3|73 oo
Mix(3,9)
4,8)
Sx)
2(x) =4
oy 20 )

Min(1,-1)

Problema 4.2.4 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Una fruteria ha conseguido determinar que el peso total de la fruta que guarda
en el almacén, expresado en kilogramos, viene dado por la funcién P(t) = 30t — 240t + 3000,
donde t € [0, 6] representa las horas transcurridas desde el momento de la apertura. {En qué
momento hay menos fruta en el almacén? ;Cuantos kilogramos hay en ese momento?

b) (1,25 puntos) En una sastrerfa familiar, el coste total que supone producir 2 pantalones, en
€, viene dado por la funcién C(z) = 120z + 700. Por otro lado, el precio de venta de esos
2 pantalones, en €, viene dado por la funcién P(z) = x(200 — x). Suponiendo que todos los
pantalones que se producen se venden, jcudntos pantalones habria que producir para que el
beneficio obtenido sea méaximo?

Solucion:

a) P'(t)=60t —240=0= t =4

(0,4) (4,6)
P'(t) - +
P(t) | decreciente N | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (0,4) y creciente en el (4,6). Presenta un minimo
relativo que también es absoluto en el punto (4, 2520).

El momento en el que hay menos fruta en el almacén es cuando han transcurrido 4 horas y
hay 2520 kg.

b) El beneficio B(x) = P(z) — C(x) = 2(200 — x) — (120x + 700) = —2? + 80z — 700
B'(z) = -2z +80 =0 = z = 40.
B'(z) = =2 = B"(40) = =2 < 0 = 1z = 40 es un méiximo relativo que también es
absoluto.
El beneficio es maximo con la produccién de 40 pantalones y es de B(40) = 900€.
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Problema 4.2.5 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Con un nivel de confianza del 95 % se ha determinado que el intervalo de con-
fianza para el tiempo medio de vida 1til de los microondas que fabrica una cierta marca de
electrodomésticos es (8,2 anos;9,4 afios). Sabiendo que el tiempo de vida 1til de estos micro-
ondas es una variable que sigue una distribucién normal de desviacién tipica 3,2 anos, halle
el tamano minimo que debe presentar una muestra de microondas, escogidos aleatoriamente,
que permita obtener el intervalo de confianza indicado.

b) (1,25 puntos) En un aeropuerto, el tiempo que tarda un viajero en llegar al avién desde
que atraviesa el control de seguridad sigue una distribucién normal de media desconocida y
desviacion tipica de 2 minutos. A partir de una muestra de 125 viajeros, escogidos al azar, se
determiné que el tiempo medio para llegar al avion tras atravesar el control de seguridad es
de 16 minutos. Halle el intervalo de confianza para la media de la distribucién con un nivel
de confianza del 97,5 %.

Solucion:

a) NC=95%=0,95=1—a= a=0,05 = %:0,025

P(Z < 2a)2) = 1—%:0,975: Zaj2 = 1,96

_9,4-82
==

E 0,6

3,2
E:zaﬂ% — 0,6 = 1,96\}5

— n >109,2722 = n = 110

b) NC=97,5%=0,975=1—a = a = 0,025 = %:0,0125

P(Z < 20p0) = 1— % = 0,9875 = 2,5 = 2,24

n=125X=16y o =2

P
E= ZQ/Q% = 2,24 = 0,4007

IC =(X — E,X + E) = (16 — 0,4007; 16 + 0,4007) = (15,5993; 16, 4007)

Problema 4.2.6 (2,5 puntos) El 55 % de los articulos que fabrica una empresa de iluminacién son
bombillas, el 30 % fluorescentes y el resto halégenos. Tras un andlisis en el departamento de calidad
se encuentra que el 2% de las bombillas, el 1% de los fluorescentes y el 3% de los halégenos que
se producen presenta algun tipo de defecto de fabrica. Si se escoge un producto al azar de los que
se producen:

a) (0,5 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que sea un fluorescente y no presente ningtin defecto
de fabrica?

b) (0,5 puntos) {Cudl es la probabilidad de que sea una bombilla y presente algin defecto de
fabrica?
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¢) (0,75 puntos) ¢ Cudl es la probabilidad de que presente algun defecto de fibrica?

d) (0,75 puntos) Si no presenta ningun defecto de fébrica, jcudl es la probabilidad de que sea
un halégeno?

Solucion:

Sean B bombillas, F fluorescentes, H halégenos, D tiene defectos y D no tiene defectos.

a) P(FND)=P(D|F)P(F)=0,99-0,30 = 0,297 =
b) P(BN D)= P(D|B)P(B)=0,02-0,55=0,011 z
¢) P(D) = P(D|B)P(B) + P(D|F)P(F) + P(D|H)P(H) = -
0,02-0,55+0,01-0,30 40,03 -0,15 = 0,0185 D
D

— P(D/H)P(H 0,1
d) P(HD) = (DIE)PH) _ 0,970,151 45 0,97
P(D) 1-0,0185 9D
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Capitulo 5

Castilla-La Mancha

5.1. Ordinaria

El examen esta compuesto de tres secciones de dos bloques cada una. A su vez
cada bloque tiene dos ejercicios. El alumno debera elegir un bloque de cada una de
las tres secciones. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora. Es necesario detallar
el proceso de resolucion de los ejercicios.

Seccién 1 (3 puntos) Bloque 1

Problema 5.1.1 (1,5 puntos) En el siguiente problema de programacién lineal optimiza la funcién
f(x,y) = —x — 5y + 10 sujeta a las siguientes restricciones:

r—y>0
—4<xr<4
-1<y<1
a) Dibuja la region factible y determina sus vértices. (1.25 puntos)
b) Indica los puntos éptimos (miximo y minimo) y sus respectivos valores. (0.25 puntos)
Solucién:

a) Tenemos:

D(1,1) =1 C(4,1)

flz,y) = —x — 5y + 10 sujeto a

v=0 =
T—y>0 °
—4<zx<4 AT D) Seg B-1)
—l<y<l1

b) Los vértices a estudiar serdn: A(—1,—1), B(4,-1), C(4,1) y D(1,1).
Sustituyendo en f(z,y) = —z — 5y + 10
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f(=1,-1) = 16
f4,-1) =11
I

4,1) =1 =
f(1,1) =4
El maximo se encuentra en el punto A(—1,—1) y vale 16 y el minimo en el punto C(4,1) y
vale 1.

Solucién por solver :

——————————————————

Problema 5.1.2 (1,5 puntos) La discografia de un legendario grupo de rock se reedita en tres
discos (I, IT y III) y las ventas totales ascienden a 70000 unidades. Sabemos que del disco III se
vendieron las mismas unidades que entre los otros dos discos juntos y que la diferencia entre las
unidades vendidas del III y las del II equivalen al triple de la diferencia entre las unidades vendidas
del IT y las del 1.

a) Plantea el sistema de ecuaciones para calcular qué cantidad de unidades de cada disco se
vendieron. (0,75 puntos)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0,75 puntos)
Solucién:

a) Sean x unidades vendidas del disco I, y unidades vendidas del disco II y z unidades vendidas
del disco III.

x4+ y+ 2z = 70000 x4+ y+ 2z = 70000
z=x+y = r+y—z2=0
z—y=3(y—x) 3r—4y+z2=0

B 1 1 1| 70000 i 1 1 1 70000

b) A= 1 1 -1 0 =\ Ih—F = 0 0 —2| —=70000 ==
3 —4 1 0 F3—3F) 0 —7 —2| —210000
Sistema compatible determinado. Solucién tnica:
2= 21000 a5

—Ty — ;0000 = —210000 = y = 20000
z + 20000 4 35000 = 70000 = = = 15000
Se venden 15000 discos I, 20000 discos II y 35000 discos III.

Bloque 2

222 4+ tr — 1 i r<1

Problema 5.1.3 (1,5 puntos) Se considera la funcién f(x) = { I S 21

a) jPara qué valor de ¢ la funcién f(z) es continua en z = 1?7 (0,5 puntos)
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b) Para t = 2, calcula los extremos relativos de la funcién f(z) en el intervalo (—oo,1). (0,5
puntos)

c) Para t = 2, calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) en
(—o0,1). (0,5 puntos)

Solucion:

a) lim f(x) = lim 22° +tx—1)=t+1=f(1)y lim f(z)= lim (x+t) =1+t = la
z—1- z—1- z—1t z—1t

funcién es continua V¢t € R. (Los limites laterales son iguales y coinciden con el valor de la
funcién en el punto.

1
b) Sit=2yxc(-00,1)= f(x)=22>+22-1= fl(x)=42+2=0= z=—7
1 1
f(x)=4= f" (—5) =4>0= (—5,—g> es un minimo.

c) Sit=2yx e (—o0,1):

1
(=3
f(x) - ks
f(z) | decreciente N, | creciente

1 1
La funcion es decreciente en el intervalo (—oo7 —§> y creciente en el (—5, 1).

¥

Con =2 @3

(1,37:0) 0(0,0) (0.37:0)

0,-1)
Min(-1/2,-3/2)

Problema 5.1.4 (1,5 puntos) La funcién f(x) = az® + ba? + ¢ tiene un punto de inflexién en
(2, —5) y la pendiente de la recta tangente en ese mismo punto es —12: Calcula razonadamente los
valores de los parametros a, b, y c.

Solucién:

f(2) = az® + ba® + c = f'(x) = 3az® + 2bx = f"(x) = Gaz + 2b

f2)=-5= 8a+4b+c=-5 a=1
f2)=-12= 12a+4b=-12 = { b= -6
F'2) =0 = 12a+2b=0 c=11

flx) =2® —62® + 11

Seccién 2 (3,5 puntos) Bloque 1
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Problema 5.1.5 (1,5 puntos) En un determinado instituto el 50 % de los estudiantes prefiere como
red social Facebook, pero un 30 % de estos no publica habitualmente nada. El 35 % prefiere Ins-
tagram, pero solo el 30 % de los que prefieren esta plataforma hacen publicaciones habitualmente.
Finalmente, el resto de los estudiantes prefiere TikTok y un 60 % de estos no publica habitualmente.

a) Elegido un estudiante al azar, jcuél es la probabilidad de que no publique habitualmente
nada en su red social preferida? (0,75 puntos)

b) Si se sabe que un estudiante publica habitualmente, jcudl es la probabilidad de que su red
social preferida sea Instagram? (0,75 puntos)

Solucién:
Sean F prefiere facebook, I prefiere Instagram, T prefiere TikTok, P publica habitualmente y P
no publica habitualmente.

a) P(P) = P(P|F)P(F)+ P(P|I)P(I) + P(P|T)P(T) =
0,3-0,5+0,7-0,35+0,6-0,15 = 0,485

PI)P(I)  0,3-0,35

P(P)  1-0,485

b) P(I|P) = il = 0,2039

Problema 5.1.6 (2 puntos) Una asociacién benéfica ha tomado una muestra de 9 personas y ha
registrado las cantidades donadas por estas personas, obteniendo 60, 40, 55, 35, 20, 25, 50, 45 y 30
euros. Si el dinero donado sigue una distribucién normal de media desconocida y varianza o = 100
euros.
a) Calcula el intervalo de confianza para la media poblacional del dinero donado con un nivel
de confianza del 97 %. (1 punto)

b) Calcula el tamano minimo de la muestra elegida para que, con el mismo nivel de confianza,
el error méximo admisible sea menor que 2 euros. (1 punto)

Solucion:

N (p;10)

60 440 + 554+ 35+ 204+ 25 4+ 50 + 45 4 30

=9 X =
a)n =9, .

=40y NC = 97% = 0,97 =

l—a— a=0,03 — %:0,015

P(Z < 20p) =1 % — 0,985 = 245 = 2,17

10
E= za/Q% = 2,175 = 7,2333

IC=(X — E, X + E) = (40 — 7,2333; 40 + 7,2333) = (32, 7667; 47, 2333)

10
b) 2=2,17"= = n > 117,7225 = n = 118

N
Bloque 2
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Problema 5.1.7 (1,5 puntos) Un teatro ha vendido las 660 entradas disponibles que tenia para
un espectaculo. El niimero de entradas que se han vendido para jubilados es la cuarta parte de las
entradas que se han vendido para adultos. Ademds, las entradas para ninos equivalen al 10 % de
las que se han vendido entre adultos y jubilados.

a) Plantea el sistema de ecuaciones para calcular como se han repartido las entradas entre
adultos, jubilados y nifios. (0,75 puntos)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0,75 puntos)
Solucién:

a) Sea z numero de entradas de jubilados, y nimero de entradas de adultos y z nimero de
entradas de ninos.

:C+1,§J+2’:660 T+y+ 2z =660
T = 1 — dr—y=0
2=0,1(z+7y) z+y—102=0
B 1 1 1| 660 I3 1 1 1 660
b) A= 4 -1 0 0 = | F,—4F, | = 0 -5 —4|—-2640 —
1 1 -10 0 F5—F 0 0 —11| —660
sistema compatible determinado. Solucion unica:

—660
z:71:60, —oy —240 = 2640 = y =480y x + 480 4+ 60 = 660 = = = 120

Se ha;l vendido 120 entradas de jubilados 480 de adultos y 60 de ninos.
1 2 3
Problema 5.1.8 (2 puntos) Dadas las matrices A = (0 1 2 |, B = 0 -1 —-1]vy
0 0 1
c=(0 2 2),
a) Calcula A - B-CT (0,75 puntos)
1
b) Calcula gBQ — I, donde I es la matriz identidad de orden 3. (0,75 puntos)

¢) Razona si se puede calcular (A — B) — C'y B - C (No es necesario realizar las operaciones).
(0,5 puntos)

Solucion:
123\ /-1 0 1 0 0
a) A-B-CT=(0 1 2 0 -1 —-1])(2]=|(0
00 1 1 1 0 2 2

? ~1/3 1/3 -—1/3

) 1 00
b) §BQ—I:f 0o -1 -1} -0 1o0})=-1/3 -1 1/3
00 1 -1/3 -1/3 -1

¢) A — B = A — B se puede realizar esta resta pero no es posible restar 16’3 por tener distinta
3 X

3x3  3x3 3%

dimensién.

333 . 103 no se puede hacer ya que el nimero de columnas de B es distinto del niimero de
X X

filas de C.
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Seccién 3 (3.5 puntos) Bloque 1

Problema 5.1.9 (1,5 puntos) De los 80 estudiantes solicitantes de una beca Erasmus en Italia,
50 son mujeres. Se seleccionan al azar y sin reposicion a 3 estudiantes que seran los que disfruten
de la beca Erasmus en ese destino. Calcular la probabilidad de que:

a) Los tres seleccionados sean mujeres. (0,5 puntos)

b) Los tres seleccionados sean del mismo sexo. (0,5 puntos)

c) Al menos dos de los seleccionados sean hombres. (0,5 puntos)
Solucidn:
Sean H hombre y M mujer.

50 49 48 245
P(MMM)=2.22.22_ 22 _qo

a) P ) =% 7 78 1027 - 20

245 30 29 28 245 203 91

P(MMM)+P(HHH) = — 4 = 22,22 _ =29 2% _ 22 .2
b) P )+ P )= 7027 " 50 79 78 ~ 1027 " 1108 316~ 28

203 725 2581
¢) P(HHH) + P(HHM) + P(HMH) + P(MHH) = o0 +3+ oo = oo = 0,3141

30 29 50 725

P(HHM) == .2.2 = =2
80 79 78 8216
Py = 2090 29 _ 15
80 79 T8 8216
P(MHH):5O-3O-29— 725

80 79 78 8216

Problema 5.1.10 (2 puntos) Un fabricante de motores para coches de Férmula 1 ha tomado una
muestra aleatoria de 81 motores para examinar su peso, proporcionando una media de 153 kg. Si se
sabe que el peso de los motores sigue una distribucién normal de media desconocida y desviacién
tipica o = 30 kg,

a) Calcula el intervalo de confianza para la media poblacional del peso de los motores con un
nivel de confianza del 95%. (1 punto)

b) (Cudl serfa el error maximo admisible si se hubiera utilizado una muestra de tamafio 100 y
un nivel de confianza del 93,12 %? (0,5 puntos)

c) El fabricante afirma que el peso medio de los motores es de 145 kg. ;Se puede aceptar la
afirmacién del fabricante con un nivel de confianza del 92 %? Justificar la respuesta. (0,5
puntos)

Solucion:

N (13 30)
a) n=81, X =153y NC=95%=0,95=1—a— a=0,05=— %:0,025
P(Z < 2ap0) =1— % — 0,975 —> 200 = 1,96
o 30
E =25 =1,96-— = 6,5333
04/2\/ﬁ \/871
IC=(X - B, X +E) = (153 — 6,5333; 153 + 6,5333) = (146, 4667; 159, 5333)
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b) NC =93,12% =0,9312=1—a = a = 0,0688 = %:0,0344

(67

P(Z < z0p2) = 1= 5 = 0,9656 = za/2 = 1,82
o 30
E =2y —1,82——— — 546
o2 m V100

c) 145 € ICy59, = 145 & ICgs o, ya que si se disminuye el nivel de confianza también disminuye
la amplitud del intervalo. No se acepta la afirmacién del fabricante.

Bloque 2

—(x+t)>+2 si < -2
Problema 5.1.11 (1,5 puntos) Se considera la funcién f(z) = t—2 si —2<2<2
—(t+3)x+9 si x> 2

a) (Existe un valor de ¢ para el que la funcién f(x) es continua en z = —2 y en x = 2?7 (0,75
puntos)

b) Representa gréficamente la funcién f(x) para t = 3. (0,75 puntos)
Solucién:

a) lim f(z)= lim (—(z+t)°+2)=—t*+4—-2y lim f(z)= lim (t-2)=t-2=
T——2" T——2" z——2+ rz——21
244t —2=t—-2=t>-3t=0=t=0yt=3.
hm f(z) = 11’m(—2):—2
Sit=0: hm fz) = hm(x 35 49)=7 — [ discontinua en z = 2

r—2+1

hm flz) = (1) =1
Sit=3: hm flz) = hm (x2 —6z+9)=1 = f continua en x =2
z—21
f2)=1

Luego si t = 3 la funcién es continua en R, dado que las ramas son continuas.

—(r+3)2+2 si < -2
b) Sit=3— 1 si —2<a<2

22 —6x+9 si x> 2
Dos ramas parabdlicas y una rama horizontal en el intervalo (—2, 2]
Ramaz < -2 = f(z)=—(z+3)?+2=0= (—V2-3,0)y f'(z) = -2z +3) =0 =
x = -3, como f'(z) = -2= f"(-3)=-2< 0= (—3,2) es un méximo.
Ramaz > 2= f(z) =2 —62+9=0= (3,0) y f'(z) =22 -6 =0 = z =3, como
f'(x)=2= f"(3)=2>0= (3,0) es un minimo.
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Mix(-3,2)

-2,1) 2.1)

(N2-3,0) 0(0,0) Min(3,0)

Problema 5.1.12 (2 puntos) La altura, medida en metros, que alcanza una pelota lanzada verti-
calmente hacia arriba viene expresada en funcién del tiempo por H(z) = 202 — 222 con = = tiempo
en segundos y (0 < x < 10).

a) {Qué altura habrd alcanzado la pelota a los 3 segundos? (0,5 puntos)

b) (En qué momentos la pelota se encuentra a 32 metros de altura? (0,5 puntos)

¢) ;Cudl es la altura méxima que alcanza la pelota? ;En qué momento? (1 punto)
Solucién:

a) H(3) = 42 metros,

b) H(x) =20z — 22> = 32 = 2° — 102 + 16 = 0 = 2 = 2 segundos y = = 8 segundos.

¢c) H(x)=20—4x =0= z =5y H'(r) = -4 = H(5) = —4 < 0 = hay un méaximo
relativo (en este caso absoluto: H(0) = H(10) = 0) a los 5 segundos con una altura H(5) = 50
metros.

5.2. Extraordinaria

El examen estid compuesto de tres secciones de dos bloques cada una. A su vez
cada bloque tiene dos ejercicios. El alumno debera elegir un bloque de cada una de
las tres secciones. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora. Es necesario detallar
el proceso de resolucién de los ejercicios.

Seccién 1 (3 puntos) Bloque 1

Problema 5.2.1 (1,5 puntos) En el siguiente problema de programacion lineal optimiza la funcién
f(z,y) = 4x 4+ 5y — 3 sujeta a las siguientes restricciones:

rT+y<?2
r—2y<5H
y<0
r>1

a) Dibuja la regién factible y determina sus vértices. (1,25 puntos)
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b) Indica los puntos éptimos (maximo y minimo) y sus respectivos valores. (0,25 puntos)

Solucion:

a) Tenemos:
flz,y) =4z + 5y — 3 sujeto a

) B(2,0)
r+y<2 R iy
x—2y<5 — =
y<0 -
rz>1
Los vértices a estudiar seran: A(1,0), B(2,0), C(3,—1) y D(1,-2).
f(1,0)=1
: _ _ o) f(2,0)=
b) Sustituyendo en f(z,y) =4z + 5y — 3 : F(3—1) = N
f(la *2) =-9

El méximo se encuentra en el punto B(2,0) con un valor de 5 unidades. El minimo se
encuentra en el punto D(1, —2) con un valor de -9 unidades.

Soluciones por solver :

E ¢ D E F G H A [ c D E F G H

Objetivo -9

Numero de

arsmetros de Solver X

14 Establecer objetivo: sFs1dl B

O Valor de: L i Para: (O mix @ Min O valor de:

Cambiando las celdas de variables:
SHS4iSHSS |

Problema 5.2.2 (1,5 puntos) En una galerfa de arte disponen de cuadros de tres artistas: uno
realiza arte urbano, otro se dedica al arte abstracto y el tercero al grafiti. El 40 % de la suma de
los cuadros pintados por el primero y el segundo es 28. El doble de los cuadros del que realiza arte

abstracto equivale al triple de los cuadros del que hace grafiti. En total, en la galeria disponen de
110 cuadros.

a) Plantea el sistema de ecuaciones para determinar cudntos cuadros tiene cada artista en la
galeria. (0,75 puntos)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0,75 puntos)

Solucion:

a) Sean z el nimero de cuadros con arte urbano, y el niimero de cuadros con arte abstracto y
z el numero de cuadros con grafiti.

z+y+2=110 z+y+2z=110
0,4z +y) =28 = x+y="70
2y =3z 20 —32=0
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11 1110 Py 11 1| 110

b) A= 1 1 0| 70 =| Fh-—F | = 0 0 —1]-40 =
0 2 -3 0 3 0 2 -3 0
sistema compatible determinado. Solucién tnicas:
z =40

2y —120=0=> y =60
z4+60+40=110= =z =10
En la galeria hay 10 cuadros de arte urbano, 60 cuadros abstractos y 40 de grafiti.

Bloque 2

Problema 5.2.3 (1,5 puntos) Se considera la funcién

(@) { |z + 1|+ ¢ sioz<0
= —2® 422 4 (t+2)z+3 si x>0

a) jPara qué valor de ¢ la funcién f(z) es continua en z = 0?7 (0,5 puntos)

b) Para t = 2, calcula los extremos relativos de la funcién f(x) en el intervalo (0,00). (0,5
puntos)

c) Para t = 2, calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) en el
intervalo (0, 00). (0,5 puntos)

Solucién:
, 1 . , (.3 2 _

a) xlirglif(x) —il_}H%)(|x+1|+t)—1+t, Il;r&f(x)—ili%( 0 422"+ (t+2)x+3) =3y
fO)=14+t= 14+t=3=t=2.

b) Sit=2yx € (0,00) = f(z) = —23+20*+424+3 = f'(2) = -3’ +4da+4=0= 2 =2
y = —3 no valida por no estar en la rama.

f"(z)=—-6z+4= f"(2) = -8 < 0= x =2 es un maximo relativo.

(0,2) (2,00)
c) | f'(z) + -
f(x) | creciente /| decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (0,2) y decreciente en el (2,00) Presenta un méximo
relativo en el punto (2,11)

¥

Mix(2,11)

3

(3,4241;0)

0(0,0)
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Problema 5.2.4 (1,5 puntos) Halla razonadamente los pardmetros a y b de la funcién f(z) =
az? + bx — 20, sabiendo que dicha funcién tiene un méximo en el punto (6,16).
Solucién:
f(z) = ax® +bx — 20 = f'(x) = 2ax + b
{f(6)216:>36a+6b—20216 {a:—l
F(6)=0= 12a+b=0 T lb=12

flz) = —2% + 122 —20
Comprobamos que z = 6 es un méaximo: f'(z) = -2z + 12 = f"(z) = -2 = f"(6) = -2 <
0 = (6, 16) es un maximo relativo.
Seccién 2 (3,5 puntos) Bloque 1

Problema 5.2.5 (1,5 puntos) Un estudio sobre ingredientes de pizza indica que solo al 30 % de
la poblacién le gusta la pifia en la pizza y de estos, a un 60 % le gustan las anchoas. Sin embargo,
de los que no les gusta la pinia, el 75 % afirman que no les gustan las anchoas en la pizza.

a) Elegido un individuo al azar, jcudl es la probabilidad de que le gusten las anchoas en la
pizza? (0,75 puntos)
b) Si se sabe que a una persona no le gustan las anchoas en la pizza, ;cudl es la probabilidad

de que le guste la pina? (0,75 puntos)

Solucién: - B
Sean P les gusta la pina, P no les gusta la pina, A les gusta las anchoas y A no les gusta las anchoas.
A

0,6
_ _ P
a) P(A) = P(A|P)P(P)+ P(A|P)P(P) =0,6-0,3+0,25-0,7=0,355 g3 0,4<j

__ PAP)P(P) _ 0,4-0,3 :

b) P(P|A — = = 0,1860
) P(PI4) P(A) 10,355 Y Fg
0,75

A

Problema 5.2.6 (2 puntos) Una marca de productos de reposteria ha tomado una muestra aleato-
ria de 36 bizcochos y ha medido su contenido caldrico, proporcionando una media de 223 calorias. Si
se sabe que el contenido calérico sigue una distribucién normal de media desconocida y desviacion

tipica o = 51 calorias,

a) Calcula el intervalo de confianza para la media poblacional del contenido calérico de los
bizcochos con un nivel de confianza del 95 %. (1 punto)

b) Calcula el tamano minimo de la muestra elegida para que, con un nivel de confianza del
94,64 %, el error méximo admisible sea menor que 10 calorfas. (1 punto)

Solucién:
N (p;51)
a) n =236, X =223 calorfas y NOC =95%=0,95=1—a = a=0,05 = %:0,025

P(Z < 2ap2) = 1*%:07975:‘ Zaj2 = 1,96
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51
FE = Za/Q% = 1,96@

IC = (X — E, X + E) = (223 — 16,66;223 + 16, 66) = (206, 34; 239, 66)

= 16,66 calorias

b) NC =94,64% = 0,9464 =1 — @ = a = 0,0536 = %:0,0268

P(Z < zapp) =1— 5 =0,9732 = 2,5 = 1,93

a
2
1 1,93 51
i:n2<ﬂ

2
= 96,8846 — n = 97 bizcochos.
= ) =

10=1,93

Bloque 2

Problema 5.2.7 (1,5 puntos) Una cooperativa manchega que distribuye tres tipos de vino, blanco,
rosado y tinto, ha recibido un pedido de 50 botellas. Se sabe que el doble de botellas de vino blanco,
por una parte, excede en una unidad al de botellas de vino rosado y, por otra parte, coincide con
el quintuplo del nimero de botellas de vino tinto.

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar cudntas botellas de vino blanco, rosado y
tinto se pidieron. (0,75 puntos)

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior. (0.75 puntos)

Solucion:

a) Sea x nimero de botellas de blanco, y ntimero de botellas de rosado y z ntimero de botellas

de tinto.
r+y+2z=>50 z+y+2z=250
20 =y +1 == 2r —y=1
20 =5z 2¢ —5z=0
1 1 1150 Fy 1 1 1 50
b) A= 2 -1 0| 1 =| F,—-2F | = 0 -3 -2 —99 =
2 0 -5 0 F5;—2F 0 -2 —-71]-100
F 1 1 1 50
Fy =1 0 -3 -=2| —-99 =
3F; —2F, 0 0 —-17| -102
Sistemal%%mpatible determinado. Solucién tnica:
z2=—=6

17
—3y—12=-99= y=29
z4+294+6=50= =15
El pedido es de 15 botellas de vino blanco, 29 de rosado y 6 de tinto.

Problema 5.2.8 (1,5 puntos)

a) Dadas las matrices M = (11 g), N = (712 34> y P= <f3 13) demuestra que M y N
conmutan. (0,5 puntos)

b) Resuelve la ecuacién matricial M - P- X = N7 — M (1 punto)
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¢) Calcula la matriz que sumada con la matriz (N + I)? da como resultado la matriz nula,
siendo I la matriz identidad de orden 2. (0,5 puntos)

4 -
4=

Solucion:
4 9\ (-2 9
2) MN_(l 2)(1 —4)
-2 9\ (4 9
vi=( 2)( 2)
Luego MN =NM =1
b) MPX =N' - M = X = (MP)""(NT - M) =

GO DI 2D-C -6 2 2)-
()6 D=2
¢) X+(N+1)?=0= X2:O—(N+I)2:—(N+I)2:
G256 -0 %)
Seccién 3 (3,5 puntos) Bloque 1

Problema 5.2.9 (1,5 puntos) En una empresa de reparto el 9% de los paquetes llega con retraso,
el 14 % llega defectuoso y 19 % llega con retraso o defectuoso o ambos.

a) Elegido un paquete al azar, jcudl es la probabilidad de que llegue defectuoso y con retraso?
(0,75 puntos)

b) Si se sabe que un paquete llega con retraso, jcuél es la probabilidad de que llegue defectuoso?
(0,75 puntos)

Solucién: o o
Sean R llega con retraso, R no llega con retraso, D es defectuoso y D no es defectuoso. P(R) = 0,09,
P(D)=0,14y P(RUD)=0,19
a) P(RUD)= P(R)+P(D)—-P(RND) = 0,19=0,09+0,14— P(RND) = P(RND) =
0,23 -0,19=0,04
(RND) 0,04
P(R) 0,09

P
b) P(D|R) = =0,4444
Problema 5.2.10 (2 puntos) La distancia alcanzada en el lanzamiento de jabalina por los inte-
grantes de un equipo de atletismo infantil sigue una distribucién normal de media desconocida

y varianza o? = 81 metros®. Se ha tomado una muestra de 9 atletas del equipo y las distancias
alcanzadas han sido 16, 21, 15, 17, 16, 19, 14, 14 y 19 metros.

a) Calcula el intervalo de confianza para la media poblacional de la distancia de lanzamiento de
jabalina con un nivel de confianza del 97 %. (1 punto)

b) Explica, justificando la respuesta, qué se podria hacer para conseguir un intervalo de confianza
con mayor amplitud para el mismo nivel de confianza. (0,5 puntos)

c¢) ;Cudl serfa el error maximo admisible si se hubiera utilizado una muestra de tamano 49
atletas y un nivel de confianza del 95,96 %7 (0,5 puntos)
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Solucion:
N(p; v81)
a) n=29,X=16,7778 metrosy NC =97% =0,97=1—a = a = 0,03 = %20,015

P(Z < zp5) = 1 — % — 0,985 —> 200 = 2,17

N
E= za/g% =2, 17% = 6,51 metros
n

IC=(X —E,X +E) = (16,7778 — 6,51; 16, 7778 + 6, 51) = (10, 2678; 23, 2878)

b) Si se disminuye el tamafio de la muestra el error se hace méds grande y la amplitud del
intervalo de confianza aumenta.

¢) NC =95,96%=0,9596 =1 — a => o = 0,0404 => %:0,0202

P(Z < 20p) =1 — % = 10,9798 = 2,5 = 2,05

o 9
E=2z2,/0—=2,00— = 2,6357 metros
a/2\/ﬁ ,749
Bloque 2

(x+2)? si z<c

Problema 5.2.11 (1,5 puntos) Se considera la funcién f(x) = { 6r+3 s z>c

a) jPara qué valor de ¢ la funcién f(x) es continua en z = ¢? (0,75 puntos)

b) Representa graficamente la funcién f(x) para ¢ = 0. (0,75 puntos)
Solucién:

a) Enz=c
Im f(z) = lim(z+2)? = (c+2)?y lim f(z) = lim(62+3) =6c+3y f(c) = (c+2)* =
r—c— T—cC r—ct T—cC
(c+2)2=6c+3= c*—2c+1=0= c=1.

3 (@ +2)?* si <0
b)e=0= f(x)_{ 60+3 si x>0

oy [2x+2)=0=2=-2 si <0
f(x)—{ 6>0 si >0
La rama z < 0 tiene un punto de corte con el eje OX en (z 4 2)* = 0 = (—2,0) y con
el eje OY en (0,4). Tiene un extremo relativo en f'(z) = 2(z +2) = 0 = (—2,0) y como
(@) =2= f"(-2) =2 > 0 es un minimo relativo.
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La rama x > 0 es una recta creciente que pasa por los puntos: (0,3) y (1,9).
Y 9
x<0 x>0

0.4

(0,3)

Min(-2,0) 0(0,0)

Problema 5.2.12 (2 puntos) El consumo de agua, en dm?®, de una urbanizacién durante 6 horas
viene reflejado por la funcién C(z) = 23 — 1222 4 45z siendo z el tiempo medido en horas y
0<x<6.

a) (En qué momentos se produjo el mayor consumo y a cudnto ascendié? (1,25 puntos)
b) (En qué intervalo de tiempo disminuy6 el consumo de agua? (0,75 puntos)
Solucién:

a) C'(x) =322 — 242 +45=0= =3 yz =5

(0,3) (3,5) (5,6)
C'(x) + - +
C(zx) | creciente ' | decreciente \ | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (3,5) y creciente en el (0,3) U (5,6). Presenta un
minimo relativo en el punto (5,50) y un maximo relativo en el (3,54)

Tenemos: C(0) = 0y C(6) = 54. Luego el minimo absoluto estarfa en la hora cero con un
consumo de 0 dm?; el consumo maximo serfa en la hora 3 y en la hora 6, serfan el méximos
absolutos con un consumo de 54 dm?.

b) El consumo decrece en el intervalo de 3 a 5 horas (C’(z) < 0).
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Capitulo 6

Castilla-Leon

6.1. Ordinaria

OPTATIVIDAD: CADA ESTUDIANTE DEBERA ESCOGER TRES PROBLEMAS Y
UNA CUESTION Y DESARROLLARLOS COMPLETOS.
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION Cada problema se puntuard sobre un méxi-
mo de 3 puntos. Cada cuestién se puntuara sobre un maximo de 1 punto. Salvo que se especifique lo
contrario, los apartados que figuran en los distintos problemas son equipuntuables. La calificacién
final se obtiene sumando las puntuaciones de los tres problemas y la cuestién realizados. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumen-
tacién légica y los calculos efectuados.
CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto ni para resolucién de ecuaciones, ni para resolucion de integrales, ni para representaciones
graficas.

Problemas a elegir tres
(Ntmeros y algebra)

Problema 6.1.1 (3 puntos) Compramos tres entradas para tres actividades: una para el teatro,
otra para un partido de baloncesto y otra para un concierto. Tras descontarnos el 10 % del precio
total, hemos pagado 117 euros por todas las entradas. Sabiendo que el precio de la entrada al
concierto es el doble que el precio de la entrada al teatro y que la entrada al concierto es 20
euros mas cara que la entrada del partido de baloncesto, determinar el precio de la entrada a cada
actividad.

Solucién:

Sean z € entrada al teatro, y € entrada al partido y z € entrada al concierto.

0,9z + 0,9y + 0,9z = 117 r+y+2=130 r = 30€
z =2z = 20 —2=0 = y = 40€
z=1y+ 20 y—z=-20 z = 60€
11 1] 130 P 1 1 1] 130 Py
A= 2 0 -1 0 =\ Fb—-2F | = 0 -2 —-3|-260 |=| F» =
0 1 —-1|-20 F3 0 1 —-1] —20 2F3 + F»
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1 1 1| 130
0 —2 —-3|-260 | = Sistema compatible determinado (solucién tnica)

0 0 —5|-300
-5z =-300 = 2z =60
—2y — 180 = —260 = y =40
x+404+60 =130 = 2z =30
La entrada al teatro cuesta 30€, al partido cuesta 40€ y al concierto cuesta 60€
(Ntmeros y algebra)

Problema 6.1.2 (3 puntos) Se consideran las matrices
1 b
A:( ZGO),B: 4 9 7C:<—2 2)
-1 1 a 1 3 2 -3

a) Hallar los valores de a y b para que se cumpla la igualdad A- B = C.

b) Para a =2y b =4, resolver la ecuacién matricial X = AB + 3C

Solucién:
2 a4 0 1 2 4a +2 2a + 2b 2 2
a)A'B:(fl 1 a) ‘11 g :< a+3 3a—b+52>:< 2 —3):>
4a+2=—-2
2a 4+ 2b =2 :>{a:—1
a+3=2 b=2
3a—b+52=-3
b) Sia=2yb=4
1 4
2 2 0 2 2
as(220) mo( 40 ) eo( 2 2)
1 1 2 | 3 2 -3
1 4
2 2 0 2 2 4 18
X_AB+3C_(—1 1 2) 42 +3< 2 —3)‘(11 —5)

—_
w

(Analisis)

Problema 6.1.3 (3 puntos) Tras una etapa de seis horas, un ciclista publica los datos sobre la
potencia desarrollada en funcién del tiempo. Para la segunda parte de la etapa, dicha potencia (en
vatios) viene dada por la funcién f(t) = —32t* + 352t — 568 para 3 < t < 6, donde ¢ es el tiempo

(en horas).

a) {Qué potencia alcanzé en el momento de iniciar la segunda parte de la etapa? jEn qué
intervalo de esa segunda parte alcanzé una potencia inferior a 272 vatios?

b) jAl cabo de cudntas horas alcanzé la méxima potencia? Calcular esa potencia méxima.

Solucion:
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a) f(3) = 200 vatios.
flit)y= —32t2 4352t — 568 < 272 —> (—00;3,5)U(7,5;00), como tiene que ser en el intervalo
[3,6] = (3;3,5) es donde f(t) < 272 vatios

11
b) f/(t)=—64t+352=0= t = —
2 11 11
['(t)=-64= f"(5,5)=—-64<0= t = 5 horas es un méximo relativo con f (?> =
400 vatios.
Tenemos f(3) =200 y f(6) = 392, luego el méximo calculado es absoluto.
(Analisis)
z? s1 z<1
Problema 6.1.4 (3 puntos) Consideremos la funcién f(z) = 1
1
w1 7
a) Estudiar la continuidad de f(x) en todo su dominio. Calcular, si los tiene, los puntos de

discontinuidad.

b) Determinar el drea encerrada entre f(z) y el eje OX en el intervalo [0, 1], dibujando el recinto

correspondiente.
Solucién:
a) Dom(f) =R

En la rama x < 1 la funcién es un polinomio y, por tanto, continua en toda la rama.

1
En la rama x > 1 el denominador de la funcién se anula en z = 3 ¢ {x > 1} = continua

en toda la rama.
Continuidad en x = 1:

lim f(z) = lim 2% =1

r—1— r—1—
I = If —1 = fcontinuaenx =1
f)=1

Luego f continua en Dom(f) = R

b) En [0,1] = f(2) = 2? la funcién no tiene punto de corte con el eje OX en el interior del
intervalo, luego el drea de integracién es S : [0, 1]

1 371
1
si= [ Par=2| -2
0 3 0 3

1
S =|54| =3=0,333 u?

(0,0)
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(Estadistica y probabilidad)

Problema 6.1.5 (3 puntos) El precio del litro de gasolina en una provincia sigue una distribucién
normal con media desconocida p y desviacién tipica 0,05 euros. Un dia cualquiera se toma una
muestra de 10 estaciones de servicio, elegidas al azar en dicha provincia, registrando los siguientes
precios del litro de gasolina (en euros):

1,612 1,739 1,625 1,771 1,642 1,713 1,705 1,654 1,632 1,647

a) Con esta muestra, determinar un intervalo de confianza, al nivel del 95%, para la media
poblacional u (en euros) del precio del litro de gasolina en esa provincia.

b) Para un nivel de confianza del 99 %, jcudl es el tamafio minimo de muestra que hay que
tomar en esa provincia para que el error cometido al estimar la media poblacional u (en
euros) sea inferior a 2 céntimos de euro?

Solucion:

a) N(p;0,05),n =10, X =1,674y NC=0,95=1—-a = a=0,05= %:0,025

P(Z < Zopy)=1— % — 0,975 = Zoyp = 1,96
o 0,05

— =1,96
ViV V10
IC=(X-E, X +E)=(1,674—0,031;1,674 + 0,031) = (1,643;1,705)

E= Za/2

= 0,031

b) E=0,02y NC=0,99=1—a= a=0,01 = %:0,005

P(Z < Za)2) :1—%:0,995:s Zo2 = 2,575
o 0,05
E =750 = 0,02 =2,575-
*n Jn

(Estadistica y probabilidad)

= n > 41,44140625 = n =42

Problema 6.1.6 (3 puntos) En el pasado mundial de fitbol, el 78 % de los penaltis fueron lanzados
por un jugador diestro mientras que el resto de penaltis fueron lanzados por un jugador zurdo.
Ademas, se marco gol en el 82 % de los penaltis lanzados por jugadores diestros y en el 88 % de
los penaltis lanzados por jugadores zurdos. Si se elige al azar un jugador para lanzar un penalti:

a) {Qué probabilidad hay de que marque gol?

b) Si al lanzar el penalti no se marcé gol, jcudl es la probabilidad de que el jugador que lanzé
el penalti sea zurdo?

Solucién: -
Sean D jugador diestro, Z jugador zurdo, G marca gol y G no marca gol.

082 — C

D
a) P(G) = P(G|D)P(D)+ P(G|Z)P(Z) = 0,78, 0,1 e

0,82-0,7840,88-0,22 = 0,8332
—. P(G|2)P(Z) 0,12-0,22 0,22 088 — G
b) P(Z|G) = = = =0, 1583 ’

) P(Z]6) P(G) 1-0,8332 ’ Z

0,II~7
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Cuestiones a elegir una
(Nimeros y algebra)

r+y+2=0

Problema 6.1.7 (1 puntos) Dado el sistema r—y—2=0  justifica que es un sistema

3xr—3y—32=0
compatible e indeterminado.
Solucién:
Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, siempre tiene solucién (la trivial z = y = z = 0),
luego siempre es compatible. En nuestro caso la tercera ecuacion es el triple de la segunda, luego
es un sistema compatible indeterminado.

(Analisis)
Problema 6.1.8 ;Cudl es el dominio de definicién de la funcién f(x) = /22 — 17 Justifica la
respuesta.
Solucién :

Tiene que cumplirse: 22 —1 > 0

(—o0,—1) | (=1,1) | (1,00)

P-1l=0= r=41—=
f(z) + - +

= Dom(f) = (—o0, —1]U[1,00)

(Estadistica y probabilidad)

Problema 6.1.9 (1 puntos) ;Qué probabilidad hay de que coincida algun dia de cumpleafios en
un grupo de tres amigas que no son hermanas? Considerar afios no bisiestos para el calculo.

Solucién: 365 364 363
P(coincide algt leafios) = 1 — P incide ningt leanos) =1 — oon - oo - oo =
. (OCO();;CI € algun cump eanos) (IIO comclde ningun cump eanos) 365 365 365

6.2. Extraordinaria

OPTATIVIDAD: CADA ESTUDIANTE DEBERA ESCOGER TRES PROBLEMAS Y
UNA CUESTION Y DESARROLLARLOS COMPLETOS.
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION Cada problema se puntuard sobre un maxi-
mo de 3 puntos. Cada cuestién se puntuara sobre un maximo de 1 punto. Salvo que se especifique lo
contrario, los apartados que figuran en los distintos problemas son equipuntuables. La calificacién
final se obtiene sumando las puntuaciones de los tres problemas y la cuestién realizados. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumen-
tacién légica y los calculos efectuados.
CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucion de integrales, ni para representaciones
graficas.

Problemas a elegir tres
(Nimeros y algebra)

Problema 6.2.1 (3 puntos) Un centro logistico estd planificando el reparto de dos formatos de
un producto, Sy L, a una de sus tiendas. Debido a sus caracteristicas, la cantidad total maxima
que se puede transportar de ambos formatos a la vez es 70 unidades, pero la tienda necesita recibir
del formato L, al menos, un quinto del total de unidades totales. En este momento, sélo estan

75



disponibles para enviar a la tienda un maximo de 40 unidades del formato L. Ademsds, la tienda
consigue un beneficio de 3000 euros por cada unidad vendida del formato S y de 2500 euros por
cada unidad vendida del formato L. Calcular, utilizando técnicas de programacién lineal, cuantas
unidades hay que repartir a la tienda de cada formato para que se pueda maximizar el beneficio.
LA cudnto ascenderd ese beneficio méximo?

Solucién:

Sean z : n° articulos en formato S e y : n° articulos en formato L.

@ La region factible es:

Ty < 70 x4y <70 P —
ng(aH—y) x—4y <0

x>0 x>0 0(0.0)

y>0 y=0

@ Los vértices son: 0(0,0), A(56,14), B(30,40) y C(0,40).

@ La funcién objetivo: f(x,y) = 3000z + 2500y

Solucién por solver :

f(oa O) =0 :mw i zuawom : = —
f(56,14) = 203000 Méximo R o s
£(30,40) = 190000 ! ===

£(0,40) = 100000

Se deben repartir 56 articulos de formato S y
14 del L con un beneficio maximo de 203000 €. 7|  cmmmosscmsomins

(Ntmeros y algebra)

r+z=1
Problema 6.2.2 (3 puntos) Dado el sistema con el pardmetro a: r—y+2=0
rz+y+az=0

a) (1,5 puntos) Clasificar el sistema en funcién de los distintos valores del pardmetro a.

b) (1,5 puntos) Resolver el sistema para a = —1.
Solucién:
/1 0 11
a) A= 1 -1 1|0 JylAl=1-a=0=a=1
1 1 a|0

@ Sia#1= |A] # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas= sistema
compatible determinado (solucién tnica)
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1 0 1|1 10 1)1 Fy
A= 1 -1 1]0 =1 0 -1 0-1 By =
1 1 110 F3—F1 0 1 0|-1 s+ F
10 1|1
0 -1 0|—-1 | = sistema incompatible (no tiene solucién)
0 0 0|-2
b) Sia=-1
1 0 11 Fy 10 1)1
A= 1 -1 1|0 |=| Kh-F 0 -1 0|-1 | =
11 -11]0 Fs—F 0 1 —-2|-1
y=1 z=0
1-2z=-1—= 2=1 — y=1
z+l=1= 2=0 z=1
(Ana4lisis)

Problema 6.2.3 (3 puntos) En una factoria los costes variables (miles de euros) vienen dados por
la funcién:

80000
(@) = 20+ 720 + ——

siendo z > 0 el ntimero de toneladas producidas.

a) (1,5 puntos) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de los costes variables
en esa factoria.

b) (1,5 puntos) Calcular el coste variable minimo y el nimero de toneladas que se han de
producir para alcanzar dicho coste minimo.

Solucion:

80000  2x2 + 720 80000 2(x% — 40000
c(x) = 2x + 720 + . i Vascha ﬁc'(m)zu

x 2

a) d(z) = 0 = x = £200, la solucién negativa esté fuera del dominio de la funcién y es
irrelevante.

(0, 200 (200, o0)
c(z) - +
c(x) | decreciente \ | creciente

Los costes son decrecientes hasta las 200 Tm, el intervalo (0,200). Los costes son crecientes
a partir de las 200 Tm, el intervalo (200, c0).

b) Hay un minimo relativo en x = 200 Tm y es de ¢(200) = 1520000€. Tenemos c(0") =
- 2¢% 4+ 7202 4 80000  [80000 222 + 720z + 80000

| =00y lim = 00, luego el minimo
z—0+ T 0

T—00 T
anterior es absoluto.

(Analisis)
Problema 6.2.4 (3 puntos) Consideremos la funcién

6r—1 si <0
f(z) = 1

- si x>0
x
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a) (1,5 puntos) Estudiar la continuidad de la funcién f(x) en todo su dominio. Calcular, si los
tiene, los puntos de discontinuidad.

b) (1,5 puntos) Calcular el drea limitada por la funcién f(z) y el eje de abscisas en el intervalo
[1,10], dibujando el recinto correspondiente.

Solucién:
a) Las dos ramas son continuas, hay que imponer la continuidad en z = 0:

lim f(z) = lim (6z—1)=-1

r—0~ r—0~

1 1 3 ,
{ — lim - = — = 1 1 =
wh_glJrf(:E)—wh_%lJrI = L)*} =00 xifg_f(x)#zg{){rf(x)
7(0) =11

f es discontinua no evitable en z = 0, donde hay un salto infinito entre las dos ramas.
La funcién es continua en R — {0}

b) En el recinto indicado es f(z) = —, funcién siempre positiva sin corte con el eje de abscisas,
x
con una asintota vertical en = 0 y una horizontal en y = 0.

1
lim f(z)= lim — =0
T—>00 rT—00 I

1 . . . .
Como f’(x) =-—— < 0 = f no tiene extremos y es siempre decreciente. El recinto en
T
cuestién serfa:

y

x=0| \ =t x=10

00,0/ =0

|
/

!

10
1
g— / —dz = Infal]}° = In10 = 2,3026 u”
1

(Estadistica y probabilidad)

Problema 6.2.5 (3 puntos) La recaudacién diaria de una tienda de deportes de determinada
marca es una variable aleatoria que sigue una distribuciéon normal de media p euros y desviacién
tipica de 328 euros. Se elige una muestra de 100 tiendas de dicha marca y se obtiene una recaudacién

diaria media de 1248 euros.

a) (1,5 puntos) Calcular el intervalo de confianza para la media p al nivel de confianza del 99 %.

b) (1,5 puntos) ;Qué tamarno minimo deberfa tener otra muestra de tiendas de dicha marca para
alcanzar, con un nivel de confianza del 95 %, un error maximo de 127 euros en la estimacién
de pu.

Solucion:
N(p,328)
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a) n=100, X =128y NC=99% =0,99 =1—a = a = 0,01 = %:0,005

P(Z< Zop)=1- % = 0,995 = Z,/5 = 2,575

328
E= ZQ/Q% = 2,575 s = 84,40

IC = (X - E,X + E) = (1248 — 84, 46; 1248 + 84, 46) = (1163, 54; 1332, 46)

b) E=12Ty NC=95%=0,95=1-a= a=0,00 = g=0,025

2

P(Z < Zyp) = 1—%:0,975:> Zoya = 1,9

127 = 1,962 = n >

NG
(Estadistica y probabilidad)

328 (1, 96 - 328
127

2
) = 25,62432230 = n = 26

Problema 6.2.6 (3 puntos) En los estudios realizados sobre un tipo de test de antigenos para
detectar el SARS-COV-2 en cierta poblacidn, la probabilidad de que una persona enferma obtenga
un resultado positivo es de 0,97, mientras que la probabilidad de que una persona sana obtenga un
resultado negativo es 0,90. En el momento de probar este tipo de test de antigenos, la probabilidad
de que una persona esté enferma en esa poblacién es 0,04. Si se elige una persona al azar de esa
poblacion y se le realiza este tipo de test de antigenos,

a) (1,5 puntos) Calcular la probabilidad de que la persona elegida obtenga un resultado positivo.

b) (1,5 puntos) Si el resultado del test es positivo, jcudl es la probabilidad de que la persona

elegida esté enferma con SARS-COV-2?7

Solucion:

Sean E enferma , E sana, P test positivo, y P test negativo.

a) P(P) = P(P|E)P(E) + P(P|E)P(E)

0,97-0,04+0,1-0,96 = 0, 1348

P|E)P(E) _ 0,97-0,04

by P(E|P) = £

Cuestiones a elegir una
(Ntdmeros y algebra)

Problema 6.2.7 (1 punto) Dada la matriz A = <

que el rango de la matriz A sea 1.
Solucién:

P(P) - 0,1348

0,1
= 0,2878 i E<
09~~TF

092—F

E
0,04 0,03~ 5
P

a 4
b

9 i) hallar los valores a, b y ¢ para

1
4

Para que el rango de la matriz sea uno las dos filas tienen que ser proporcionales Fy = mFy:

a=—-2m
4=mb
1=4m
8 =mec

1
2
b=16 1
=39 :>F2:§F1
1
m=
2
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(Analisis)

Problema 6.2.8 (1 punto) Dada la funcién f(x) = In(z?—4), determinar su dominio de definicién.
Solucién :

Hay que resolver la inecuacién: 22 — 4 > 0:

2’ —4=0= v =142

(—00,—-2) | (—2,2) | (2,00)
signo + - +

= Dom(f) = (—o00, —2) U (2, 0)

(Estadistica y probabilidad)

Problema 6.2.9 (1 punto) Para realizar un rescate, la probabilidad de llegar antes del anochecer
desde el centro de emergencias situado en la localidad A es de 0,7 y 0,4 desde el situado en la
localidad B. Se decide enviar a equipos desde ambas localidades. Si los equipos actiian de manera
independiente, ;cudl es la probabilidad de que al menos uno llegue antes del anochecer?
Solucién:

Sea A, llega antes del anochecer en la localidad A y A, llega antes del anochecer en la localidad B
Tenemos P(A,) = 0,3y P(A) = 0,6:

P(A,UA) =1-PA,UA,)=1-PA,NA,)=1-0,3-0,6=1-0,18=0,82
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Capitulo 7

Cataluna

7.1. Ordinaria

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.
Puede utilizar las paginas en blanco (pdginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder a alguna cuestién si necesita mas espacio. En este tultimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pdgina de la cuestién correspondiente.

Problema 7.1.1 (2,5 puntos) El precio de un vuelo entre Barcelona e Islandia es de 500€. Una
compania aérea tiene capacidad para 300 pasajeros diarios, pero existe una determinada época del
ano en la que sélo vende 180 billetes. Después de realizar un estudio de mercado, la compania se
da cuenta de que la relacién entre el precio del billete y el ntimero de pasajeros es lineal, por lo
que por cada 5€ de descuento en el precio del billete consigue dos pasajeros maés.

a) (1 punto) Si llamamos x el nimero de veces que se aplica el descuento, escriba la funcién que
da los ingresos diarios de la compania por la venta de billetes en funcién de x.

b) (1,5 puntos) ;A qué precio es necesario vender cada billete para obtener el méximo de ingre-
sos? ;Qué ingresos se obtendran con ese precio?

Solucion:

a) Si aplicamos el descuento x veces los ingresos serdn:

I(z) = (500 — 52)(180 + 2z) = —1022 + 100z + 90000, 0 < z < 60

b) I'(z) = 202+ 100 =0 = 2 =5y I"(x) = -20 = I"(5) = -20< 0 = x =5 es un
maximo relativo.
El precio del billete serfa 500 — 5 - 5 = 475€ con unos ingresos de I(5) = 90250€

Problema 7.1.2 (2,5 puntos) Un centro civico ofrece cursos de francés de nivel principiante,
intermedio y avanzado. Los alumnos inscritos, si lo desean, tienen garantizada una plaza para el
siguiente curso. Es por eso que, antes de terminar el curso, se hacen las reservas de plaza para el
préximo curso. Del alumnado de nivel principiante, un 15 % quiere repetir el mismo curso, un 50 %
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quiere realizar el curso intermedio y un 5% quiere pasar directamente al curso de nivel avanzado.
En cuanto al alumnado de nivel intermedio, un 10 % quiere repetir el curso y un 60 % quiere realizar
el curso de nivel avanzado. Por tltimo, del alumnado de nivel avanzado, un 20 % quiere repetir el
curso. Ningtin alumno pide reserva de plaza para un curso de nivel inferior y el resto de alumnos
no quieren continuar en el centro el proximo curso. Este ano ha habido 100 alumnos matriculados
de nivel novato, 90 de nivel intermedio y 60 de nivel avanzado.

a) (1,25 puntos) Calcule el nimero de plazas que hay que reservar de cada nivel para el curso
siguiente mediante un producto de matrices.

b) (1,25 puntos) El mismo centro civico ofrece dos horarios de yoga, uno por la manana y uno
por la tarde. Para el préximo curso, el 50 % de los alumnos que actualmente hacen yoga por
la manana quieren continuar con el mismo horario, mientras que un 30 % quieren pasar al
horario de tarde. El resto de alumnos por la manana no continuardn. En cuanto a los alumnos
que actualmente realizan yoga por la tarde, un 40 % quieren pasar al horario de mafiana y un
60 % quieren continuar haciendo el horario de tarde. Si sabemos que para el curso siguiente es
necesario reservar 49 plazas para el horario de manana y 51 plazas para el horario de tarde,
jcudntos alumnos estdn matriculados actualmente en cada horario?

Solucion:

a) Sean P actualmente principiante, I actualmente intermedio, A actualmente avanzado, PP
préoximo curso principiante, PI préximo curso intermedio y PA préximo curso avanzado.

P I A

PP|0,15]| O 0

Pr| 0,5 0,10 0

PA|0,05] 0,6 | 0,20

0,15 0 0
0,05 0,6 0,20

plazas 100
PP | 100
N=rpri o |7 V= 28
PA 60
0,15 0 0 100 15
M-N={ 05 0,10 0 90 | =1 59
0,06 0,6 0,20 60 71

15 para nivel principiante, 59 para nivel intermedio y 71 para nivel avanzado.

b) Sean M actualmente turno de manana, T" actualmente turno de mafiana, PM préximo curso
- (i (i . -
turno de manana, PT proximo curso turno de tarde y PN proximo curso no continuaran

M| T
PM |0,5]0,4 (0,5 0,4 .
PT10.310.6 == Q= (07 3 0,6)’ NC es irrelevante.
NC [0,2] 0

plazas
PM | 19 |= S:(é?) yX:<x>
PT | 51 Y

Tenemos el sistema QX = S:

(0’5 0’4) <x> = (49) resolvemos por Gauss: ( 0,5 0,449 > = { £ =
0,3 0,6/ \y/  \b51)’ P "\ 0,3 06|51,/ | 0,56F—-03F]

( 0,5 0,4| 49

0 0.18|10.8 ) = sistema compatible determinado (solucién tnica):
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10,8

y =
0,18
En el turno de manana hay 50 alumnos y 60 en el de tarde.

=60 = 0,50 +0,4-60 =49 = z = 50

Problema 7.1.3 (2,5 puntos) Robert ha realizado tres pruebas de una asignatura. Haciendo la
media aritmética de las notas obtenidas en cada una de las tres pruebas le ha quedado una nota
global de 6. Robert sabe que la nota de la tercera prueba ha sido igual que la media aritmética de
las notas de las otras dos pruebas.

a) (1,25 puntos) Con esta informacién, jpuede saber alguna de las tres notas? En caso afirmativo,
;de qué prueba y cudl seria la nota obtenida?

b) (1,25 puntos) La profesora le dice que ha sido muy irregular y que si sélo se tuvieran en
cuenta las notas de las dos ultimas pruebas habria obtenido una media de 7. ;Qué nota ha
obtenido en cada prueba?

Solucién:
Sean z nota del primer examen, y nota del segundo examen y z nota del tercer examen.

r+y+z =

) TS :{x—l—y—&-z:lS S
LTty z+y—22=0 y
= z2=26

No se puede saber la nota de los tres examenes, pero si de la ultima que fue un 6.
x+y+z_6
3 r+y+z2=18 rx=4

by =Y ) eyt = y=38
y—|—z27 y+z=14 z=26
2

En el primer examen sacé un 4, en el segundo 8 y en el tercero un 6.

Problema 7.1.4 (2,5 puntos) Una empresa de Menorca quiere ofrecer dos tipos de actividades:
bautizos de submarinismo desde una barca y excursiones en barca por la costa para banarse en
calas. El bautizo de submarinismo tiene un precio de 60 euros por persona y en cada embarcacién
irdn 10 participantes y 5 instructores. La excursién por la costa tiene un precio de 18 euros por
persona y en cada embarcacién irdn 25 participantes y 2 instructores. La empresa dispone de
30 embarcaciones iguales y de 75 instructores que pueden realizar salidas de submarinismo o
excursiones en barca por las calas indistintamente. Su intencién es obtener el méximo de ingresos
suponiendo que llenaréd todas las embarcaciones.

a) (1,25 puntos) Determine la funcién objetivo y las restricciones. Dibuje la regién factible.

b) (1,25 puntos) ;Cudntas salidas de cada tipo debe ofrecer la empresa todos los dias para
obtener el maximo de ingresos? ;Cudnto dinero ingresara a diario?

Solucién:
Sean x submarinismo e y : excursiones.

embarcaciones | instructores | precio
submarinismo 1 5 60
excursiones 1 2 18
<30 <75
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a) f(x,y) =60- 10z + 25 - 18y = 600z + 450y sujeto a:

z+y <30
Sx 42y <75
x 2 O x=0
y=>0
Los vértices son: O(0,0), A(15,0), B(5,25) y
(0, 30).

0(0,0) =0

b) f(z,y) = 600z + 450y

R3 R4 Fixy) Numero de

8
@

f(0,0) =0

£(15,0) = 9000

£(5,25) = 14250 Médximo B
£(0,30) = 13500 Wi

;
Se deberfan emplear 5 embarcaciones para el i
bautizo de submarinismo y 25 embarcaciones E
para excursiones, con unos ingresos maximos *
diarios de 14250€. o [Essk

23 SHS5 =0 Cambiar

©oN e oA W -
B

Sueto alas restriccones:

Problema 7.1.5 (2,5 puntos) El nimero de kilogramos de comida que han gastado en un al-

bergue de animales durante una semana concreta se puede calcular mediante la funcién f(t) =
3 3t2 9t

10 <—§ + - 5 + 10)7 en el que ¢ es el tiempo en dfas y va desde el dia ¢ = 1 (lunes) hasta el

dia t = 8 (lunes de la semana siguiente).

a) (1 punto) Calcule cudntos kilogramos de comida se gastaron el primer lunes y el lunes si-
guiente. Encuentre qué dia de esa semana se gastaron 100 kg de comida.

b) (1,5 puntos) Determine los dias de la semana en que el gasto en comida fue mayor y los dias
en que fue menor. ;Cuédntos kilogramos de comida se gastaron estos dias?

Solucion:
a) f(1) =68,75 kg y f(8) = 60 kg.
3 32 9t
f(t) =100 = 10 f§+775+10 =100= t=0yt=06.

La soluciéon ¢ = 0 no es valida por no estar en el dominio de la funcién. La solucién serd
t = 6, que corresponde al sibado, en el que se gastaran 100 kg de comida.

2 — 12
b) f’(t)z—it 84t+ =0=1t=2yt=6
(1,2) (2,6) (6,8)
f(z) - + -
f(z) | decreciente N | creciente /| decreciente

84



La cantidad de comida decrece entre el lunes y el martes, crece entre el martes y el sidbado
y vuelve a decrecer entre el sdbado y el lunes de la semana siguiente.

La funcién presenta un minimo relativo en ¢ = 2 (martes) con f(2) = 60 kg y un mdximo
relativo en ¢ = 6 (sébado) con 100 kg. El méximo es absoluto y el minimo se vuelve a repetir
en t = 8 (lunes de la semana siguiente)

Luego el gasto minimo se produjo el martes y el lunes de la semana siguiente con 60 kg y el
méximo en el sdbado con 100 kg.

Problema 7.1.6 (2,25 puntos)
Cuando se disefian los escalones de una escalera hay varios

parametros a tener en cuenta, dos de los cuales son la huella, —o
(la parte horizontal del escalén, donde se pone el pie) y la
contrahuella (la parte vertical del escaldn, es decir, la altura).
El arquitecto francés Frangois Blondel establecié a finales del
siglo XVII que la relacion ideal entre estas dos magnitudes era
que la suma de dos contrahuellas mas una huella fuera igual a

Contrahuella

Huella

64 cm.
Llamamos y la longitud de la contrahuella y = la longitud de
la huella.

a)

(1 punto) Encuentre la funcién que permite calcular la longitud ideal de la contrahuella en
funcién de la longitud de la huella. ; Cudl seria la longitud ideal de la contrahuella si la huella
es de 28 cm?

(1,5 puntos) La normativa actual establece que en el disefio de escaleras de uso publico es
necesario que la huella sea como minimo de 28 cm y que la contrahuella esté comprendida
entre 13 y 18,5 cm. Ademas, la suma de dos contrahuellas méds una huella debe estar entre
54 y 70 cm. Escriba estas tres condiciones en funcién de x y de y. Si queremos construir una
escalera con escalones de 40 cm de huella, calcule entre qué valores debe estar comprendida
la contrahuella para cumplir con la normativa actual.

Solucion:

a)

b)

7.2.

64 — x

T+2y=64 = y =
Siz=28 cm=— y =18 cm
T > 28

Tenemos las siguientes inecuaciones: 13 <y <18,5
M <x+2y <70

Si x = 40 se cumple la primera condicién. Sustituyendo en la tercera inecuacién tenemos
54 <x+2y <70 = 54 <4042y <70 = 14 <2y <30 = 7 <y < 15, pero por la
segunda inecuacién y > 13. Concluimos: la contrahuella tiene que cumplir 13 <y < 15 cm.

Extraordinaria

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.
Puede utilizar las pdginas en blanco (paginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
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para acabar de responder a alguna cuestion si necesita més espacio. En este tltimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pdgina de la cuestién correspondiente.

Problema 7.2.1 (2,5 puntos) La empresa de deportes acudticos DiverAqua ofrece tres tipos de
actividades: esqui acudtico, kayak y moto acuatica. El precio por sesion y cliente de cada una de
estas actividades es de 40 € por el esqui acudtico, 20 € por el kayak y 60 € por la moto acudtica.
Sabemos que hoy DiverAqua ha vendido 45 sesiones en total. También sabemos que el nimero de
clientes que han escogido esqui acudtico es el triple de quienes han escogido una sesién de kayak.
La recaudacién total del dia ha sido de 1.700 €.

a) (1 punto) Plantee un sistema de ecuaciones lineales que recoja toda esta informacién.
b) (1,5 puntos) ;Cudntas personas han realizado cada una de las tres actividades?

Solucién:
Sean x sesiones de esqui, y sesiones de kayak y z sesiones de moto.

r+y+z=45 r+y+z=4>5 =30
a) 40z + 20y + 602 =1700 = < z—3y=0 =< y=10
T =3y 2x 4+ y+ 32 =285 z=25
b) Resolvemos por Gauss:
1 1 1145 F 1 1 1 45 P
A= 1 -3 0] 0 =| h—-F = 0 —4 —-11|-45 = | Fy =
2 1 3|85 F; —2F 0 -1 1| =5 4F5 — Fy

1 1 1 45
0 —4 —1|-45 —> sistema compatible determinado
0 0 5 25

52=2— 2z=25 xz =30
—dy—5=-4 = y=10 — y =10
r+10+5=45= z =30 z=25

Se han realizado 30 sesiones de esqui acudtico, 10 de kayak y 5 de moto acudtica.

Problema 7.2.2 (2,5 puntos) Un fabricante de vehiculos eléctricos ha sacado al mercado un nuevo
modelo con tanto éxito que vende todos los que fabrica. El precio de venta de cada coche es de
35000€. Fabricar un cierto niimero de coches le supone unos gastos de C(z) = 2% + 34880z + 1100
euros, en los que z representa el nimero de vehiculos fabricados.

a) (1,25 puntos) ;Entre qué valores debe mantener la produccién para no tener pérdidas?

b) (1,25 puntos) ;Cuantos vehiculos debe fabricar para obtener el maximo beneficio? ;Qué valor
toma ese beneficio maximo?

Solucion:

a) B(x) = I(x) — C(z) = 35000z — (z* + 34880z + 1100) = —z* + 120z — 1100
B(r)=0= —2?+1200 —1100=0= 2 =10y = = 110

B'(z) = -2 4120 = 0 => 2 = 60

(0,60) (60, 00)
B'(x) + -
B(x) | creciente /| decreciente N\
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B(0) =

—1100 cuando se producen cero automoviles la funcién esta en pérdidas, estas pérdi-
das van disminuyendo hasta la venta de 10 coches y a partir de este momento empiezan

los beneficios, la funcién entra en pérdidas otra vez cuando la produccién es mayor de 110

automoviles.

b) B"(z) = —2 = B"(60) =

caso también absoluto) con un beneficio de B(60) = 2500€

—2 < 0 = z = 60 automdviles es un maximo relativo (en este

Problema 7.2.3 (2,5 puntos) Una cooperativa de campesinos vende naranjas y mandarinas en

dos tipos de cajas. La caja A contiene 8 kg de naranjas y 2 kg de mandarinas, y la caja B contiene

5 kg de naranjas y 5 kg de mandarinas. Este ano la produccién de naranjas ha sido de 24000 kg
y la de mandarinas, de 12000 kg. El precio de venta de las naranjas es de 0,60 €/kg y el de las

mandarinas de 0,70 €/kg. Los campesinos de la cooperativa quieren saber cuantas cajas de cada

tipo deben vender para maximizar los ingresos.

a) (1,25 puntos) Determine la funcién objetivo y las restricciones. Dibuje la regién factible.

b) (1,25 puntos) Determine cudntas cajas de cada tipo hay que vender para obtener el méximo
de ingresos y cuales serian estos ingresos.

Solucion:

Sean z nimero de cajas A e y numero de cajas B.

naranjas | mandarinas precio
A 8 2 0,6-84+0,7-2=6,2
B ) 5 0,6-54+0,7-5=6,5
< 24000 < 12000
a) f(z,y) =6,2x + 6,5y sujeto a:
C(0,2400)
2x+5y=120
8z 4 5y < 24000
2z + by < 12000
x>0
y>0
Los  vértices son: 0(0,0), A(3000,0),

B(2000, 1600) y C(0,2400).

b) f(z,y) = 6,2z + 6,5y

£(0,0) =
£(3000, 0) = 18600
I

2000, 1600) = 22800 Méximo

£(0,2400) = 15600

Se deberian vender 2000 cajas A y 1600 cajas
tipo B, con unos ingresos maximos de 22800€.
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Problema 7.2.4 (2,5 puntos) El nimero de nuevas personas infectadas por una enfermedad, en
miles, es dado por la siguiente funcién:
30t
H=—"" >0
1) 2 —-2t+4"
donde t representa el tiempo transcurrido, en semanas, desde que se inicié la infeccién.

a) (1 punto) ;Cuédntos enfermos se infectardn en la semana 1 y cuéntos en la semana 27 ;Pode-
mos pensar que, a largo plazo, esta infeccién va a desaparecer?

b) (1,5 puntos) ;En qué instante se produce el nimero méximo de infectados por esta enferme-
dad? ;Cudl es ese numero?

Solucién:
a) f(1) = 10 = 10000 infectados y f(2) = 15 = 15000 infectados.
tlir(r)lo 7o = 0 = la infeccidon tiende a desaparecer a largo plazo.
b) f'(t) = —M =0 = t = £2 la solucién negativa no esta en el dominio definido
T2t 42? - Baby
de la funcién.
(0,2) (2, 00)
f(t) + -

f(t) | creciente ' | decreciente \,

La funcién tiene un maximo en la semana ¢ = 2 con f(2) = 15 = 15000 infectados.

1

9 jll), donde a es un pardmetro real.

Problema 7.2.5 (2,5 puntos) Considera la matriz A = (

a) (1 punto) Si llamamos I a la matriz identidad de orden 2, encuentre el valor de a para el que
A% =1.

b) (1,5 puntos) Para a = —1, calcule A% A3,y A*. Utilice los célculos anteriores para deducir
el valor de A™! y de A%,

Solucion:

s (1 a)(l a)7<2a+1 0 >7<1 O) B B
a) A 7(2 ) )= 0 2at1)=\o 1 — 2a+1=1=—a=0

1 -1
ae—as (L)

, (1 —1)(1 -1 _<—1 0)__
A _(2 —1 2 -1/ \0 -1/ I
A3:A2A:—IA:—A:(:§ D;A4:A3A:—AA:—A2:—(—I):I

A=-T= —AA=1= A(-A) == A" =-4
AP = (AYPAP=TPAP =A% =-A

Problema 7.2.6 (2,5 puntos) Una tienda vende un tipo determinado de botella de agua a 70
céntimos. Esta semana hace una oferta de 4 x 3, es decir, que si compramos cuatro botellas de
agua sélo pagamos tres. La tienda también ha anunciado que la préxima semana la oferta de 4 x 3
ya no estard vigente, pero, en cambio, aplicard un 20 % de descuento sobre el total de la compra
que hagan los clientes.
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a) (1,5 puntos) Calcule el precio que deberemos pagar por 4 botellas de agua tanto esta semana
como la préxima. En lugar de un 20 %, ;qué descuento deberia aplicarse para igualar la oferta
de 4 x 37

b) (1 punto) Calcule, en general, qué descuento deberia aplicarse para igualar una oferta de
m x (m — 1); es decir, que consiste en vender m botellas de agua por el precio de m — 1
botellas, en las que m es un entero mayor que 1.

Solucion:

a) Esta semana pagamos por 4 botellas el precio de tres: 70 - 3 = 210 céntimos = 2, 10€
La semana que viene pagaré 0,8 - 4 - 70 = 224 céntimos = 2, 24€
Para pagar lo mismo las dos semanas (1 — ) -4-70 = 210 = z = 0,25 = el descuento a
aplicar tiene ques del 25 %.

1
b) 70(m —1) con la ofertay (1 —x)-m-70 = 70(m — 1) = = = — el descuento a aplicar tiene
m

100
que ser — %.
m
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Capitulo 8

Comunidad Valenciana

8.1. Ordinaria

CRITERIOS DE CORRECCION

Se han de contestar tres problemas de entre los seis propuestos. Cada problema se
valorara de 0 a 10 puntos y la nota final sera la media aritmética de los tres.

Todas las respuestas han de estar debidamente razonadas. Solo se corregiran los tres
primeros problemas contestados.

Problema 8.1.1 (10 puntos) El veterinario me ha recomendado que mi perro tome diariamente un
minimo de 8 unidades de hidratos de carbono, un minimo de 46 unidades de proteinas y un minimo
de 12 unidades de grasas. En el mercado encuentro dos marcas A y B de comida para perros. Una
lata de la marca A contiene 4 unidades de hidratos de carbono, 6 unidades de proteinas y 1 unidad
de grasas. Una lata de la marca B contiene 2 unidades de hidratos de carbono, 20 unidades de
proteinas y 12 unidades de grasas. La lata de la marca A cuesta 10 euros y la lata de la marca B
cuesta 16 euros.

a) {Coémo deberé combinar ambas marcas para obtener la dieta deseada por el minimo precio?
(8 puntos)

b) §Cudl es el minimo precio que habré de pagar? (2 puntos)

Solucién:
Sean z cantidad de marca A e y cantidad de marca B.

hidratos | proteinas | grasas | coste
A 4 6 1 10
B 2 20 12 16
>8 > 46 > 12

a) La region factible es:

91



dr +2y > 8 20 +y >4

6(,U + 20y 2 46 — 3$ + ]-Oy 2 23 D(0,4)
x4+ 12y > 12 x4+ 12y > 12 \
24
z,y >0 z,y >0 i
1 o T
x=0) \ B, -
Los vértices son: A(12,0), B (6, 5), C(1,2) y ooy vo — L
D(0,4).
f(x,y) = 10x + 16y Solucién por solver :
f(12,0) =120 : s :
1 4la 2 3 1 10 1
1) s i e :
f ( 2 L, ;A i 2"2 3” 1"‘ UF(XVW 10
f(1,2) =42 Minimo P S w—
f(0,4) =64 ’

con un coste minimo de 42 €.

Problema 8.1.2 (10 puntos) Una matriz A se denomina normal si A’A = AA" donde A* denota
la matriz traspuesta de A.

a) Calcula el valor de x para que la matriz ( i) sea normal. (4 puntos)

-1
b) Calcula la matriz X que satisface la ecuacién AX = B'X — C, donde
1 2 1 0 1 2
A= (_1 O)’ B = (1 1), C= (_3 _3> (6 puntos)

Solucién:

€ =06 )
Y1 o2)\=1 27\ )\ e
5 2-x 5 x—2
(2—x x2+1>_<x—2 z2+1):>2_x—$—2:>z_2

b) AX=B'X-(C= AX-B'X=-C= (A-B"YX =-C=
X=—-(A-BYlCc=

CD-6 DG 20 ) (G A)-
_(_01 _11) (—13 —23>:<:? :;)

42015

Problema 8.1.3 (10 puntos) Se considera la funcién f(z) = b
202 — 3z —2

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
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¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los méximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)
e) La representacion gréfica de la funcién a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Solucion:

1 1
a) El denominador se anulaen 222 —32—2=0= r =2y = —3 — Dom(f) = R— {—5, 2}

2
Corte con el eje OX hacemos f(z) = 0= 2? + 2z —15=0= (—5,0) y (3,0)

15
Corte con el eje OY hacemos x = 0 = (0, —)

b) Asintotas:

@ Verticales:

o r = —5
, 2%+ 22— 15 [—63/4
lim = —
z——(1/2)- 222 -3z —2 L Ot
215 [—63/4} .
es—(1/2)t 222 =3z —2 L 0— |
o r =2

If —
o 222 — 32— 2 L0~
” z2 +2x—15 {—7

m ——m— =
z—2+ 202 — 31 — 2

2 +2zx—15 {—7}
LSS Y - 00

1
@ Horizontales: y = 5

2% + 2z — 15 ox?42w—15 1

m ——— "~ — lfm — " =
z—-002c2 —3x—2 z=+0222—-3x—-2 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

—7(x? —
c) f'(x)zM:Oﬁ r=1lyz=T.
(—o0,1) (1,7) (7,00)
f(x) - + -
f(x) | decrece | crece | decrece \

1

1
La funcién decrece en el intervalo (—oo, —§> U (—5, 1> U (7,00) y crece en el intervalo

(1,2) U (2,7).

16
d) La funcién tiene un méximo relativo en el punto <7, %) y un minimo relativo en (1,4).
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e) Gréfica:

(0,15

x=-1/2

=12

Min(1,4
e

Max(7,16/25)

(-5,0)

Problema 8.1.4 (10 puntos) Una pequefia empresa paga una cuota fija mensual a su compania
eléctrica de 1200 euros. Ademads de la cuota fija, los primeros 250 kWh consumidos los paga a 5
euros cada uno; los siguientes, hasta los 900 kWh, a 3 euros cada uno; y el resto a 2 euros cada

uno.

a) JA cudnto asciende el recibo de un mes de la empresa si ese mes consumié 400 kWh? (2

puntos)

b) Obtén la funcién que dé el importe del recibo mensual de la empresa si consume x kWh.

000,0) | /(3,0)

Dibuja su gréfica. (5 puntos)

c¢) Otra pequetia empresa, con la misma cuota fija, paga todos los kWh a 3 euros. ;Puede ocurrir
que en un mes las dos empresas consuman lo mismo y ademas sus recibos coincidan? En caso
afirmativo indica cudl serd en ese mes el consumo y el importe del recibo de ambas empresas.

(3 puntos)

Solucion:

a) 1200 + 250 - 5 + (400 — 250)3 = 2900€

b) f(z) = 1200 + 5z si 0<z<250
o 2450 + 3(z — 250) si 250 < x < 900
4400 + 2(xz — 900) si x > 900
f@) = 1200+ 52 si 0<x <250
o 1700 + 32 si 250 < x < 900
2600 + 2z si x > 900
Gréfica:

(0,1200) =

a

x=250

50,2450)

250<x<900

x=900

(900,4400)

x=>900
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c) h(z) =1200+3z y f(z) = h(z) =

1200 + 52 = 1200+ 3z = =z =0 si 0<xz <250 vélida
1700 4+ 32 = 1200 + 3z = 11700 = 1200! si 250 < <900 no valida
2600 + 2z = 1200 4+ 3z = x = 1400 si x > 900 vélida
El recibo coincidird en el momento inical z = 0 = recibo de 1200€ y cuando el consumo
sea de 1400 Kw con un recibo de 2600 + 2 - 1400 = 5400€

Problema 8.1.5 (10 puntos) Arsenio Lupin ha descubierto que la alarma del Banco de Parfs no se
puede desconectar. No obstante, ha averiguado que la probabilidad de que la alarma suene cuando
hay un motivo justificado es 0,95 y que la probabilidad de que suene injustificadamente es 0,3. El
31 de diciembre hay una probabilidad de 0,1 de que Arsenio Lupin atraque el Banco de Paris y se
sabe que nadie mas lo atracara ese dia.

a) {Cudl es la probabilidad de que Arsenio Lupin atraque el Banco de Parfs ese dfa y que no
suene la alarma? (4 puntos)

b) Si ese dia suena la alarma, jcudl es la probabilidad de que Arsenio Lupin no esté atracando
el Banco de Paris?(3 puntos)

¢) Sila alarma no ha sonado ese dfa, jcudl es la probabilidad de que Arsenio Lupin haya atracado
el Banco de Paris? (3 puntos)

Solucién: B B
Sean A Lupin atraca el banco, A Lupin no atraca el banco, S suena la alarma, y S no suena la
alarma.

a) P(ANS) = P(S|A)P(A) =0,05-0,01 = 0,005

0,95 —S
b) P(S) = P(S|A)P(A) + P(S|A)P(A) =0,95-0,1+0,3-0,9 = A <
0, 365 0,1 0,053
— P(S|A)P(A :
P(AIS) = (S|( (4) _0.3-09 ) 7997 .

)
P(S) 0,365 0,9 _{
A
S|A)P(A)  0,05-0,1 07 =3

2 _ =0,0079
P(9) 1-0,365

o) PAg) = 2L

Problema 8.1.6 (10 puntos) Se sabe que el 60 % de los clientes de una agencia de viajes realiza
un viaje al afno, el 30 % realiza dos viajes al afio, y el 10 % restante realiza tres o mds viajes al afio.
Se sabe también que hay un 54 % de clientes que estdn casados y realizan un viaje al afio, que hay
un 14 % de clientes que estan casados y realizan dos viajes al afno, y que hay un 2% de clientes que
estan casados y realizan tres o mas viajes al ano. Seleccionamos al azar un cliente de la agencia.

a) Sisabemos que el cliente seleccionado realiza dos o més viajes al afo, jcudl es la probabilidad
de que no esté casado? (3 puntos)

b) Llamemos G al suceso “el cliente seleccionado no estd casado” y H al suceso “el cliente
seleccionado realiza menos de tres viajes al afo”. Calcula P(G U H). (3 puntos)

¢) Llamemos J al suceso “el cliente seleccionado estéd casado” y K al suceso “el cliente seleccio-
nado no realiza dos viajes al afio”. ;Son J y K sucesos independientes? (4 puntos)
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Solucién:
Sean R1 realiza un viaje al ano, R2 realiza dos viajes al afio, R3 realiza tres viajes al afio, C estd
casado y C' no esta casado.

R1 R2 R3 | Total R1 R2 R3 | Total
C 0,54 | 0,14 | 0,02 C 0,54 0,14 | 0,02 | 0,70
—
C C 0,06 | 0,16 | 0,08 | 0,30
Total | 0,6 | 0,3 | 0,1 1 Total | 0,6 | 0,3 | 0,1 1

P(CN(R2UR3)) 0,24

a) P(C|R2U R3) = PEIURS) = 04"

b) G=CyH=RIUR2= P(GUH)=P(CU(R1UR2)) =
(RLUR2))=0,3+0,9—0,22=0,98
(

P(C)+ P(RLUR2) — P(CnN
¢) J=CyK=RIUR3= P(CN(RLUR3))=0,56, P(C)=0,7y P(RLUR3) =0,7 =
P(J)-P(K)=0,7-0,7=0,49

Luego P(JNK) = 0,56 # P(J)P(K) = 0,49 = J y K no son independientes.

8.2. Extraordinaria

CRITERIOS DE CORRECCION

Se han de contestar tres problemas de entre los seis propuestos. Cada problema se
valorara de 0 a 10 puntos y la nota final sera la media aritmética de los tres.

Todas las respuestas han de estar debidamente razonadas. Solo se corregiran los tres
primeros problemas contestados.

Problema 8.2.1 (10 puntos) Dadas las matrices

1 1 0 3 -2 1
A= 0 2 -2|yB=|-1 4 2|, sepide:
-1 0 1 0 0 1

a) (5 puntos) Calcular la matriz A% y su inversa.

b) (5 puntos) Resuelve la ecuacién matricial 242X = 4B.

Solucién:
1 1 0 1 1 0 1 3 -2
a) A= 0 2 -2 0 2 —2|=2 4 -6
-1 0 1 -1 0 1 -2 -1 1
-1/8 —1/16 —5/8 L /-2 -1 —10
(A*)"t=| 5/8 -3/16 1/8 |=—-[10 -3 2
3/8 -5/16 —1/8) 10 \¢ -5 —2
L /-2 -1 —10 3 -2 1
b) 242X =4B = X =2(A)"'B=2-—- 10 -3 2 |- -1 4 2|=
16\ 5 -2 0 0 1
L[5 0 -4 -5/8 0 —7/4
~ (33 32 6 |=|{338 -4 3/4
8\ 23 -32 ¢ 23/8 4 —3/4
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Problema 8.2.2 (10 puntos) Un millonario ha dejado en herencia todo su dinero a sus tres hijas.
A la hija mayor le ha dejado 9 millones de euros mas la mitad de la suma de lo que ha dejado a las
otras dos. A la hija mediana le ha dejado la mitad de la suma de lo que ha dejado a las otras dos.
A la hija pequena le ha dejado el 35% de la suma de lo que ha dejado a las otras dos. ;Cuédnto
dinero ha dejado el millonario a cada una de sus hijas?

(Planteamiento correcto 5 puntos-Resolucién correcta 5 puntos)

Solucién:
Sean z la cantidad dejada a la hija mayor, y la cantidad dejada a la hija mediana y z la cantidad
dejada a la hija menor.

yt+=z
T =9+ 20—y — 2z =18 x = 33€
y:erZ = < r—2y+2=0 = { y=27€
2 Tx + Ty —20z2=0 z =21€
z2=10,35(z +vy)
Resolvemos el sistema por Gauss:
B 1 -2 1] 0 Py 1 =2 1] 0 Py
A= 2 -1 -—-1]18 =| F,=2F | = 0 3 =318 =| kK =
7T 7 —20| 0 F3 —TF 0 21 —-27| 0 F3 —TF,
1 -2 1 0
0 3 -3 18 — Sistema compatible determinado :

0 0 —6|-126

—6z = —126 = 2 =21
3y —63=18 = y =27
r—54421=0= z =33

La mayor recibiria 33 millones de euros, la mediana 27 millones y la pequenia 21 millones.

4r — 5

Problema 8.2.3 (10 puntos) Se considera la funcién f(x) = 222 —1)

a) (2 puntos) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados.
b) (2 puntos) Las asintotas horizontales y verticales, si existen.
(
(

)
)

2 puntos) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
2 puntos) Los mdximos y minimos locales, si existen.
e) (2 puntos) La representacién grafica de la funcién a partir de los resultados anteriores.

Solucién:

a) El denominador se anula en 22 — 1 =0 = z = +1 = Dom(f) = R — {+1}
Corte con el eje OY hacemos x = 0 = (0, g)

Corte con el eje OX hacemos f(r) =0= 40 -5=0= <§ 0)

47
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b) Asintotas:

& Verticales:

o r=-—1
i 4xr — 5 {—9}
m ——=|—|=-
a——1- 2(22 = 1) 0+ >
lim Az-5 {;9} = 400
e——1+2(22 —1) L0~
e r=1
i 4x — 5 _{—1}_4_
eo1- 22— 1) Lo~ >
i 4x —5 -1
m ——————=|— | =—
oo+ 2022 — 1) Lo+ >
@ Horizontales: y = 0
4o — 4o —
lim L5 TS

Tr——00 2(1‘2 . 1) $*1>I~IFIOO 2(332 — 1)
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

222 — bz + 2 1
c) f/(x):_i(xzil)z =0= x:§yx:2.

(=00, 1/2) | (1/2,2) | (2,00
f(x) i + -
f(x) | decrece \, | crece | decrece \

La funcién decrece en el intervalo (—oo,—1) U (—1,1/2) U (2,00) y crece en el intervalo
(1/2,1) U (1,2).

1 1
d) La funcién tiene un méximo relativo en el punto (27 5) y un minimo relativo en (57 2).

e) Gréfica:

Max(2,1/2)
e

/
0,0 | 540

Problema 8.2.4 (10 puntos) El consumo de energfa (en Mwh) en una empresa metalirgica a las
x horas de un dia viene dado por la siguiente funcién:

2x + 14 si x€]0,6]
flx)=< —2?+24x—-82 si € (6,18
—x + 34 si x € (18,24]

a) (3 puntos) Estudia la continuidad de esta funcién en el intervalo [0,24].
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b) (4 puntos) Determina a qué horas del dia el consumo alcanza sus valores maximo y minimo.
;, Cuales son dichos valores?

c¢) (3 puntos) Planteando la integral adecuada, calcula el consumo que se realiza entre las 8 de
la manana y las 10 de la manana.

Solucién:
a) Continuidad de f en [0, 24]

@ Las tres ramas son polinomios y, por tanto, continuas.
lim f(z) = lim (22 + 14) = 26
r—6— x—6

@ Continuidad en z = 6: lim f(x) = lim (—2? + 242 — 82) =26 = [ continua en
z—6+ z—6
7(6) = 26
r =6.
, Y ) _ _
xllﬁrsl;— flx)= xlgﬁls( x° + 24z — 82) = 26
@ Continuidad en z = 18: lim f(z) = lim (—z+34) =16 = f no es
z—18+ r—18
f(18) =26

continua en z = 18. (Hay un salto)

@ La funcién es continua en [0, 18) U (18, 24]

2>0 si x€(0,6)
b) fllx)=¢ —22+24=0=— x=12 si =z € (6,18)
-1<0 si oz e (18,24)

0,6) | (6,12) | (i2,18) (18, 24)
f'(x) + + - -
f(x) | crece M| crece /| decrece Y\ | decrece \,

La funcién crece en el intervalo (0,12) y decrece (12,18) U (18,24). Tiene un méximo relativo
en el punto (12,62).

Tenemos f(0) = 14 y f(24) = 10, luego el consumo minimo se produce a las 24 horas y es
de 10 Mwh y el consumo méximo se produce a las 12 horas y es de 62 Mwh.

10 23 ' 316
c) sz/ (2% + 242 — 82) dx = —§+12x2—82x = —~ Mwh.
8

8

Problema 8.2.5 (10 puntos) Una estacién espacial internacional cuenta con un grupo de especia-
listas en ingenieria y con otro de especialistas en ciencias. El grupo de especialistas en ingenieria
estd compuesto por 10 especialistas de América y 20 de Europa, entre los cuales 7 y 9 son mujeres,
respectivamente. El grupo de especialistas en ciencias esta formado por 21 especialistas de América
vy 19 de Europa, entre los cuales 12 y 10 son mujeres, respectivamente. Se elige un integrante de la
estacién espacial al azar.

a) (2 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que sea de Europa?
b) (2 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que sea hombre y especialista en ciencias?

¢) (3 puntos) Si se ha elegido una mujer, jes mas probable que sea especialista en ciencias o en
ingenieria?
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d) (3 puntos) ;Son independientes los sucesos “ser mujer” y “ser especialista en ingenieria”?
Solucién:

Sean I especialista en ingenieria, C' especialista en ciencias, A americano, F europeo, H hombre y
M mujer.

a) Ordenando los datos en una tabla tenemos:

A | E | Total
I 10|20 | 30

— P(E) =22 ~ 05571

C 21|19 40 70
Total | 31 (39| 70
b) Ordenando los datos en una tabla tenemos:
H | M | Total
1 14116 | 30 8 9
Total | 32 | 38 | 70

_P(CNM)  22/70 11 _
c) P(CIM) = PG~ 38/70 19 ~ 0,5789

P(INM) 16/70 8

P(IIM) = = = — ~(,4211
(7171) P(M) 38/70 19 ’
Es mas probable que sea de ciencias.
16 8 30 38 57

Problema 8.2.6 (10 puntos) En una poblacién hay dos compaiias, A y B, que proporcionan el
servicio de internet. La compania A proporciona servicio al 70 % de los hogares que han contratado
el servicio de internet. El 65% de los hogares que han contratado el servicio de internet tienen
contratado también el servicio de television de pago. Sabemos que la mitad de los clientes de la
compania B ha contratado televisién de pago.

a) (3 puntos) Calcula el porcentaje de hogares que no han contratado el servicio de televisién
de pago y tienen contratado el servicio de internet con la compania A.

b) (4 puntos) Si en un hogar se ha contratado el servicio de internet, pero no el servicio de
televisién de pago, ;cudl es la probabilidad de que sea cliente de la compania B?

c) (3 puntos) Sea A el suceso “ser cliente de la compania A” y C el suceso “haber contratado
la televisién de pago”. Calcula P(AU C).
Solucidn: B -
Sean A compaifiia A, B compania B, I tiene internet, I no tiene internet, T' tiene TV de pago y T
no tiene TV de pago.

a) La vivienda tiene internet: -
Tenemos P(A) = 0,7; P(B) = 0,3; P(T|B) = 0,5; P(T|B) = 0,5;

)

P(T|A) =2y PT|A) =1—z _ "
P(T) = 0,65 = P(T|A)P(A) + P(T|B)P(B) = 0,72 +0,5-0,3 = z = g
P(T|A):1—x:§

_ _ 2 1
P(TNA) = PTIAP(A) = = -0.7T= - =0,2— 20%
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— _ P(T|B)P(B) _ 0,5-0,3 — W15 3 4086
~ P(T)  P(TIAP(A)+PT|B)P(B) 2-0,7+0,15 7

¢) P(AUC) = P(A)+P(C)—P(ANC) = P(A)+P(T)— P(ANT) = 0,7+0,65—;O,7 =0,85
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Capitulo 9

Extremadura

9.1. Ordinaria

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN
El examen consta de 10 problemas, cuyo valor es de 2 puntos cada uno. El estudiante
ha de elegir 5 problemas. En ningiin caso debera responder a un niimero mayor del
indicado porque en la correccién del examen soélo se tendran en cuenta los cinco pri-
meros problemas resueltos. Si se desea que alguno de ellos no sea tenido en cuenta, el
estudiante ha de tacharlo y dejarlo claramente indicado. En ese caso, ademas de los
cuatro primeros problemas sin tachar, se corregira el que ocupe el sexto lugar.

Problema 9.1.1 (2 puntos) Calcular, justificando la respuesta, las matrices X e Y que verifican
el siguiente sistema de ecuaciones matriciales:

2 13
2X +3Y = 6 -3
-2 1
3 3
3X-Y=1|-13 1
—-14 4
Solucién:
2 13 2 13
2X+3Y=| 6 -3 2X+3Y =\ 6 —> 1 9
-2 1 -2 1
== = 11X=|-33 0 ==
o SO —44 -1
3X-Y=1|-13 1 9X —3Y =| -39 3
—-14 -4 —42 —12
1 2
X=1-3 0
-4 -1
3 3 1 2 3 3 0 3
Tenemos Y =3X — | —13 1 =31 -3 0 |- -13 1 =14 -1
—-14 -4 —4 -1 —-14 -4 2 1
2 x 1
Problema 9.1.2 (2 puntos) Sea A la matriz siguiente: A= 4 -2 0
2 -1 =«
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Se pide, justificando las respuestas:
a) Determinar para qué valores de z existe la inversa de A. (1 punto)

b) Para z = 1, calcular la matriz X tal que X - A = I + A, siendo I la matriz identidad de orden
3. (1 punto)

Solucion:

a) |Al=-4z(z+1)=0= 2=0, = —-1= JA ' Vo € R - {0,-1}.

b) Six=1:
2 1 1 1/4 1/4 —1/4
A=[4 2 0= Aa"'=1/2 0 -1/2
2 -1 1 0 —-1/2 1
X A=I+A= X=(I+AA ' =41+ =
1/4 1/4 -1/4 1 00 5/4 1/4 —1/4
X=(12 o0 -12|+(0 1 0)=(1/2 1 -1/2
0 -1/2 1 0 0 1 0o —-1/2 2

Problema 9.1.3 (2 puntos) Un hotel cuenta con tres tipos de habitaciones: sencillas (1 cama),
dobles (2 camas) y triples (3 camas). El nimero de habitaciones es de 195. El niimero de camas
en habitaciones sencillas y dobles es de 300. Ademas, el nimero de habitaciones dobles es 2 veces
el nimero conjunto de las sencillas y las triples. Calcular, justificando la respuesta, el nimero de
habitaciones de cada tipo que hay en el hotel.

Solucién:

Sean x numero de habitaciones sencillas, y nimero de habitaciones dobles y z nimero de habita-
ciones triples.

z+y+z=195 r+y+2z=195
x + 2y = 300 = x + 2y = 300
y=2(x+ 2) 20 —y+22=0
Por Gauss:
1 1 11195 Fy 1 1 1 195
A= 1 2 01300 =| Fo—F = 0 1 -1 105 —
2 -1 2 0 F; —2F; 0 -3 0| —390
sistema compatible determinado
-3y =—-390 — y =130 x = 40 habitaciones
130 —2 =105 = 2 =25 == y = 130 habitaciones
x4+ 130425 =195 = = =40 z = 25 habitaciones

Problema 9.1.4 (2 puntos) Una empresa de compra y venta de vehiculos usados compra coches
y motocicletas, obteniendo un beneficio de 500 euros por cada coche y 400 euros por cada motoci-
cleta al, posteriormente, venderlos. Se sabe que dispone de 300000 euros para comprar vehiculos al
precio de 3000 euros cada coche y 2000 euros cada motocicleta y que, por limitaciones de espacio,
no puede comprar més de 125 vehiculos. Calcular, justificando las respuestas, el nimero de coches
y motocicletas que debe comprar para hacer maximos los beneficios y el valor de dichos beneficios
mAaximos.

Solucién:

Sea x el nimero de coches e y el niimero de motocicletas.
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@ Region factible:

3000z 4+ 2000y < 300000 3z + 2y < 300
x+y <125 r+y <125
x>0 Y z>0
y=0 y=0
Los vértices del recinto son: O(0,0), A(100,0), B(50,75) y
C’(O7 125)' 0(0,0) A(100,0)

La solucién por solver es:

@ Funcién objetivo: f(z,y) = 500x + 400y

B
£(100,0) = 50000
£(50,75) = 55000 Maximo
£(0,125) = 50000

@ Para obtener el maximo beneficio debe vender 50 coches y 75 motocicletas. El beneficio seria
de 55000€.

Problema 9.1.5 (2 puntos) Los ingresos, I(t), y los gastos, G(t), en euros, de una tienda de
paqueteria que estd abierta desde las 9 hasta las 14 horas depende de la hora del dia, segtin las
siguientes expresiones:

It)y=t*+At, 9<t<14dy, Gt)=3At—(A>+B), 9<t<14
a) Calcular la funcién B(t) que relaciona los beneficios obtenidos con la hora del dia. (0,5 puntos)

b) Sabiendo que a las 12 horas se obtiene el beneficio minimo de 150 euros, determinar, justifi-
cando la respuesta, las constantes A y B. (1,5 puntos)

Solucion:

a) Bt)=1(t)—G(t) =t* + At —3At + (A’ + B) =t> —2At + A+ B, 9<t<14

b) B'(t) =2t —2A= B'(12) =0 = 24 —24=0= A =12
B(12) =150 = 122 —24A + A + B =150 = 12* — 24A + A*> + B = 150 =
144 — 288 4 144 + B = 150 = B = 150

Comprobamos que ¢ = 12 es un minimo: B”(t) = 2 = B"(12) =2 > 0 = t = 12 es
un minimo relativo.

Problema 9.1.6 (2 puntos) El valor (en euros) de cada accién de una determinada empresa del
IBEX-35, V(t), durante las 8 horas de duracién de la sesién bursatil, depende del tiempo, ¢, (en
horas) que ha transcurrido desde que se inicié dicha sesién, segin la funcién:

V(t)=60+84t —27t* +2t3 0<t<8
Se pide, razonando las respuestas:

a) Determinar los intervalos de tiempo a lo largo de la sesién bursétil en que el valor de la accién
se ha incrementado y los intervalos en que el valor de la accién ha disminuido. (1,25 puntos)
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b) Establecer los valores inicial y final de la accién y representar graficamente la evolucién del
valor de la accién a lo largo de la sesién bursdtil. (0,75 puntos)

Solucion:

a) V() =84 —54t+ 61> =0=t=2yt="17

(0,2) (2,7) (7.8)
V'(t) + - +
V(t) | creciente /' | decreciente “\, | creciente

El valor de las acciones crece en el intervalo horario de (0,2) U (7,8) y decrece en el (2,7)

b) V(0) =60 y V(8) = 28, la evolucién seguirfa la siguiente grafica:

Miix(2,136)
\\

AN

050 \
(8,28)
S

S
Min(7,11)

0(0,0)

Problema 9.1.7 (2 puntos) Determinar el drea delimitada por la funcién f(z) = —2® + 42 — 3
y el eje OX entre los valores © = 0 y x = 4, representando dicha funcién y el drea que se pide.
Razona las respuestas.

Solucién:

@ Para dibujar la funcién calculamos f'(z) = 22 +4=0= z =2y f'(z) = -2 =
f"(2) = -2 < 0= (2,1) es un maximo relativo. Dibujamos con los puntos de corte con OY :
hacemos z = 0 = (0, —3) y con OX : hacemos f(z) =0 = —z?+42-3=0= z = (1,0)
y (3,0)

e 3> 443 —-3=0= x=1yx=3. Los dos puntos se encuentran dentro del recinto de
integracién y tendremos tres: Sy : [0,1], Sa: [1,3] y S5 : [3,4].

3
F(m)z/(—x2+4m—3)dx:—x—+2x2—3x

3

S1=/O (—x2+4x—3)dm—F(1)—F(0):F(l)—F(o):_g_oz_g
3 ) . \

51:/1 (—z +4x_3)dm:F(3)_F(1):F(S)_F(l):O—i-gzg

51_/4(—m2+4x—3)dx:F(4)—F(3)_F(4)_F(3):_§_Oz_g
3

5:\Sll+\52|+|sg|:§+§+§:4uz



Problema 9.1.8 (2 puntos) Cierto programa de televisién predice lluvia el 20 % de los dias. Si
se sabe que el programa ha predicho lluvia, la probabilidad de que realmente llueva es de 0,9. Se
pide, justificando las respuestas:

a) Calcular la probabilidad de que el programa prediga lluvia y realmente llueva. (1 punto)

b) Si se sabe que el 15% de los dias llueve, calcular la probabilidad de que o bien el programa
prediga lluvia o bien realmente llueva. (1 punto)

Solucién: B o
Sean P predice lluvia, P no predice lluvia, Ll llueve y Ll no llueve.
P(P)=0,2y P(LI|P)=0,9

a) P(LLNP) = P(LIP)P(P)=0,9-0,2=0,18
b) P(LlL) =0,15, P(PULL) = P(P) + P(Ll) — P(LIN P) = 0,24 0,15 — 0,18 = 0,17

Problema 9.1.9 (2 puntos) El tiempo que se emplea en montar un determinado producto en una
fabrica se distribuye de acuerdo con una distribucién normal con desviacién tipica 10 minutos. Se
cronometra el montaje de 49 productos, resultando un tiempo medio de 45 minutos. Hallar un
intervalo de confianza, al nivel de confianza del 90 %, para el tiempo medio de montaje de dicho
producto. Razonar la respuesta.

Solucion:

N (p;10)
NC=90%=090=1-a—=— a=0,10 — %:0,05
P(Zgza/Q):l—%:0,95:> Zaj2 = 1,645
n=49y X = 45

10
E = ZQ/Q% = 1,645\/7479 =

IC=(X—E,X+F)=(45—2,35;45 — 2,35) = (42, 65;47, 35)

2,35

Problema 9.1.10 (2 puntos) Se quiere realizar un estudio sobre la proporcién de clubes de fiitbol
en situaciéon de bancarrota. Como dicha proporcién es desconocida, asumimos de principio un
valor P = 0,5. Se pide determinar el niimero minimo de clubes que hay que examinar si deseamos
calcular un intervalo de confianza para dicha proporcién con un nivel confianza del 95% y cuya
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longitud sea inferior a 0, 1. Razonar la respuesta.
Solucién: NC=95%=0,9%5=1—-a=— a=0,05 = % = 0,025

P(Z < 20p0) =1— % — 0,975 = 240 = 1,96

0,1
2

p=0,5 ¢=1-p=0,0y E= =0,05

pG 0,5-0,5
E:za/g\/%ﬁ 0,05 = 1,96/ == == = n > 384,16 => n = 385

9.2. Extraordinaria

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN
El examen consta de 10 problemas, cuyo valor es de 2 puntos cada uno. El estudiante
ha de elegir 5 problemas. En ningtn caso debera responder a un nimero mayor del
indicado porque en la correccién del examen sélo se tendran en cuenta los cinco pri-
meros problemas resueltos. Si se desea que alguno de ellos no sea tenido en cuenta, el
estudiante ha de tacharlo y dejarlo claramente indicado. En ese caso, ademads de los
cuatro primeros problemas sin tachar, se corregira el que ocupe el sexto lugar.

0o 1 0 1 3 =5
Problema 9.2.1 (2 puntos) Sean las matrics A= -1 -1 1 |yB=| 1 3 3
2 -3 -1 -3 -1 2

Hallar la matriz X que sea solucién de la ecuacién matricial X - A — A® = B, donde A es la matriz
traspuesta de A. Justificar la respuesta.

Solucion:

X - A-A"'=B= XA=B+A'= X=(B+AHA™ ' =

1 3 -5 0 -1 2 0o 1 o\ ' /1 2 =3\ /4 11
1 3 3 )+(1 =1 =3)|[-1 =1 1) =2 2 o 10 0|=—
3 -1 2 0 1 -1 2 -3 -1 30 1 5 2 1
9 -5 -2

xX=[10 2 2
7 -1 -2

Problema 9.2.2 (2 puntos) Sean las matrices siguientes: A = (:; T) el = <(1) (1)>

Se pide, justificando las respuestas:
a) (1 punto) Determinar el valor de = para que se verifique que A% = —1.
b) (1 punto) Para el valor de x referido en el apartado a), determinar la matriz A*3.

Solucion:

2
s (-1 :r) 7(1—253 0 )7(—1 0) o _
a)A—(_2 1) = 0 T — 1-2zr=-1=— z=1.



b) Siz =1:

A:(:; 1) A2 =], A3=A%A=-TA=—-A,
A = A3A=—AA=-A%=1 A =A*"A=TA=A,...

A% 44043 (441043 — [10(_A) = _A — (; :D

Problema 9.2.3 (2 puntos) Un charcutero vende lomos a 26€ el kilogramo, salchichones a 15€
el kilogramo y chorizos a 9€ el kilogramo. Durante un dia vendié 60 kg de embutidos, cobrando
por ellos 737€. Sabiendo que el peso de los chorizos es el doble de lo que pesan conjuntamente
los lomos y los salchichones, calcular, razonando la respuesta, cuantos kilogramos de cada tipo de

embutido vendié ese dia.

Solucién:
Sean x kg de lomos, y kg de salchichones y z kg de chorizos

r+y+2=060 r+y+2z=060 x="Tkg
26+ 15y +92 =737 = 20 +2y—2=0 == y=13 kg
z=2(x+vy) 26x + 15y + 92 = 737 2z =40 kg
Por Gauss:
1 1 1] 60 F 1 1 1 60
A= 2 2 -1 0 |=| F-2F = 0 0 -3|-120 | =
26 15 9| 737 F5 —26F 0 —11 —-17| —823

sistema compatible determinado

—3z=—-120= 2 =40 z = 7 kg de lomo
—11y—680=—-823 —= y =13 — y = 13 kg de salchichén
r+134+40=60= =17 z = 40 kg de chorizo

Problema 9.2.4 (2 puntos) Una empresa fabrica méviles y tabletas que después vende a 720 euros
y 540 euros la unidad, respectivamente. Por cuestiones logisticas, no puede fabricar semanalmente
mas de 800 méviles ni méas de 600 tabletas, ni mds de 1000 entre los dos productos. Suponiendo
que vende todo el material que fabrica, calcular, justificando las respuestas, el nimero de méviles
y de tabletas que debe fabricar semanalmente para obtener unos ingresos maximos y el valor de

dichos ingresos maximos.
Solucién:
Sea x el nimero de méviles e y el nimero de tabletas.

@ Region factible:
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z < 800

y S 600 D(0,600) g9 \.C(400,600)
T+ Yy S 1000 ) +y=1000
x>0
il (800,200)
y=>0 g@(
Los vértices del recinto son: O(0,0), A(800,0), B(800,200), oy 0 TN

C'(400, 600) y D(0,600). La solucmn por solver es:

@ Funcién objetivo: f(z,y) = 720z + 540y

0) =
00, 0) = 576000

£(0,
f(8
£(800,200) = 684000 Méximo
I
I

£(400,600) = 612000
f(o, 600) = 324000

@ Para obtener el médximo ingreso se deben fabricar y vender 800 méviles y 200 tabletas, con
unos ingresos maximos de 684000€.

Problema 9.2.5 (2 puntos) Una fdbrica de materiales de construccién ha descubierto que la
produccién diaria de ladrillos no defectuosos (en toneladas), P(x), depende de la dureza del material
que utiliza, z, (en una escala del 0 al 10) de acuerdo con la funcién:

P(z) = —2®+3A2> —=3Br +23 0<x<10

Determinar, justificando la respuesta, las constantes A y B sabiendo que la produccién minima de
ladrillos no defectuosos es de 13 toneladas y se alcanza cuando la dureza del material es de 1.
Solucién:

P(z) = —2® + 3A2* — 3Br + 23 = P'(z) = —32* + 642 — 3B

{ P1)=13=> —14+34-3B+23=13= A—B=-3 {A:4
P(1)=0= -3+64—3B=0= 24— B=1 B=1

P(z) = —2® 4+ 1222 — 212 + 23 = P'(2) = —32% + 242 — 21

P"(z) = —6x+24 = P"(1) =18 > 0 = z = 1 es un minimo relativo.
Tenemos P(0) = 23, P(1) =13y P(10) =13 = z =1y « = 10 son minimos absolutos.

Problema 9.2.6 (2 puntos) Una empresa constructora, tiene que afrontar gastos de suelo y gastos
de edificacién, (en miles de euros), que dependen de la distancia al centro, z, (en km). Dichos gastos
vienen dados, respectivamente, por las funciones:

S(x) =10z +100 0<2 <25  F(z)=—2>+10x+200 0<z <25
Determinar, justificando las respuestas:

a) (0,5 puntos) La expresién G(x) que indica los gastos totales de la constructora en funcién de
la distancia al centro de la ciudad donde se realice la obra.

b) (1,5 puntos) A qué distancias del centro los gastos de construccién son méximos y minimos,
asi como el valor de dichos gastos.

Solucion:
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a) G(z) = S(z) + E(z) = (10x + 100) + (—2? + 10z + 200) = —2> + 202 +300 0 <z <25

b) G'(z) = -2r+20=0= z =10
G"(z) = —2= G"(10) = =2 < 0 = 2 = 10 es un méximo relativo.
Tenemos G(0) = 300, G(10) = 400 y G(25) = 175. Luego el méximo relativo calculado es
también absoluto y se encuentra cuando la separacién del centro es de 10 Km con un coste
de 400000€. El minimo coste se produce cuando la separacién del centro es de 25 km y es de
175000€

Problema 9.2.7 (2 puntos) Determinar el drea delimitada por la funcién f(z) = 2% — 6z +8 y el
eje OX entre los valores x = 0 y = 5, representando dicha funcién y el drea que se pide. Razonar
las respuestas.

Solucién:

Buscamos los puntos de corte de f con el eje de abscisas: 22 —62+8=0= z =2y z = 4.

El punto = 2 y el = 4 se encuentran dentro del intervalo [0, 5] de integracién, luego tendremos
tres recintos de integracién Sy en [0,2], Sy en [2,4] y S5 en [4, 5].

2 2 z® 220
51:/ f(x)dmz/ (x2—6x+8)dm=——3x2+8x} =—
0 0 3 o 3

4 4 :1;3 4

5’2:/ f(ac)dx:/ (x2—6m+8)dx:——3x2+8x} =—c
2 2 3 2 3

5 5 933 5 4
53:/ f(d?)da::/ (x2—6x+8)da::——3x2+8x} ==
4 4 3 4 3

20
S:|51|+52|+|S3|:‘3 +’_’+‘

Para dibujar la grafica: hemos calculado el punto de corte con el eje de ordenadas (0,8), el
extremo relativo f'(z) =2r —6=0= 2 =3y como f’(z) =2 > 0= (3,—1) es un minimo
relativo y un punto (5, 3)

Problema 9.2.8 (2 puntos) Un concesionario trabaja con tres marcas de coches: la marca A
representa el 60 % de sus ventas, la B el 30 % y la C el resto. En un estudio acerca de las preferencias
de los clientes sobre el cambio de marchas (manual, automaético) se obtiene que el 70 % de los coches
vendidos de la marca A, el 40% de los de la marca B y el 80 % de los de la marca C tienen el
cambio manual. Se pide, razonando la respuesta:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el concesionario venda un coche con cambio au-
tomatico.
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b) (1 punto) Sabiendo que un coche vendido tiene el cambio manual, calcular la probabilidad
de que sea de la marca C.

Solucién:
Sean A marca A, B marca B, C' marca C, AU automético y M manual.

AU
0,3
a) P(AU) = P(AU[A)P(A) + P(AU[B)P(B) + P(AUIC)P(C) = A o7 M
0,3-0,6+0,6-0,3+0,2-0,1=0,38 ,03 Z
B
_ P(M|C)P(C)  0,8-0,1 > 04— M
b) P(C|M) - P(M) T 1— 0,38 =0,129 ’ C 0,2 AU
N 7

Problema 9.2.9 (2 puntos) Se realiza un estudio sobre el contenido de cierta sustancia en una
marca de refrescos. De 500 latas analizadas, 120 contenian dicha sustancia. Calcular un intervalo de
confianza, al nivel de confianza del 95 %, para la proporcién de latas de esta marca que contenian
la sustancia. Razonar la respuesta.

Solucién:

Tenemos: p = =0,24yq=0,76

120
500 o
NC=95%=0,95=1-a= a=0,06 = 520,025

P(Z < 2ap0) =1— % = 0,975 = 2,0 = 1,96

56 [0,24-0,76
E:Za/g g:1,96 W:0,0374

IC = (p— E,p+ E) = (0,24 — 0,0374; 0,24 — 0,0374) = (0,2026;0,2774) = (20, 26 %: 27, 74 %)

Problema 9.2.10 Se pretende realizar un estudio sobre el contenido en alcohol de las cervezas,
variable que sigue una distribucién normal con desviacién tipica 1,5 grados. ;Qué cantidad de
cervezas habrd que analizar como minimo si queremos obtener un intervalo de confianza para el
contenido medio de alcohol, con un nivel de confianza del 99 % y una longitud no superior a 1
grado? Razonar la respuesta.

Solucién:

N(u;1,5)
NC=99%=0,99=1—a— a=0,01 — %:0,005
P(Z < 2ap5) = 1—%:07995: Zaj2 = 2,575

1
E=-=0,5

[\

1,5 2,575+ 1,52
E:za/gi:2,575\’f20,5:> n> (T) — 59,68 — n = 60
n )
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Capitulo 10
Galicia

10.1. Ordinaria

El examen consta de 6 ejercicios, todos con la misma valoracién méaxima (3,33
puntos), de los que puede realizar un MAXIMO DE 3 combinados como quiera. Si
realiza mas ejercicios de los permitidos, s6lo se corregiran los tres primeros realizados.

Problema 10.1.1 Sean las matrices

-2 -1
P S
1 1

a) Calcule la matriz A" (siendo A’ la matriz transpuesta de A) y calcula A - B.

a
c
es la matriz identidad 2 x 2.

b) CalculelamatrizX:( 2)queCumpleA-B-X:C+IdondeC:( 1 _Z)el

0 -1

Solucion:
1 0 -2 -1
a) Al = 2 2 yA~B:((1) ; _?) oY :(? —%)
b 4Bl =5 20— 30457 = (12 32
AB-X =0+ = X=(A-B)_1(C+I):(}§§ —3??)((2) 73):(%2 :gﬁ)

Problema 10.1.2 Un grupo empresarial desea crear una red de produccién formada por plantas
de dos tipos: A y B. Cada planta de produccién A generaria unos costes mensuales de 1.000 euros
y necesitaria 8 empleados para su funcionamiento, mientras que cada planta de produccién B
generaria unos costes mensuales de 2.000 euros y necesitaria 4 empleados. El niimero de plantas de
produccién A no deberd superar al doble de las de tipo B. Ademads, los costes mensuales de esta
red de produccién no deben superar los 42.000 euros y tampoco debe suponer la contratacion de
méas de 120 empleados.
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a) Formule el sistema de inecuaciones asociado al problema.
b) Represente griaficamente la regién factible y calcula sus vértices.

¢) Si se sabe que cada planta de produccion A generarfa unos beneficios mensuales de 24.000
euros y cada planta de produccién B de 20.000 euros, jcuantas plantas de produccion de
cada tipo deberfan formar la red para que los beneficios mensuales sean maximos?

Solucién:
Sean x nuimero de plantas A e y nimero de plantas B

costes | empleados
A | 1000 8
B | 2000 4
42000 120
a) La region factible es:
1000z 4 2000y < 42000 x4+ 2y <42
8x 4+ 4y < 120 2z +y <30
z <2y == ¢ z—2y<0
x>0 x>0
y>0 y>0 0,0

b) Los vértices son: O(0,0), A(12,6), B(6,18) y
C(0,21).

c¢) La funcién objetivo es: i A S W P PR B
f(z,y) = 24000z + 20000y ,

e 36 13 36 0____360000

10 a2 30 -30 of ~ 504000

f(0,0) =0

£(12,6) = 408000

£(6,18) = 504000 Méximo
£(0,21) = 420000

aaaaaaa

El maximo es 504000€ y se consigue con 6 plan-
tas tipo A y 18 de tipo B.

Problema 10.1.3 El volumen de agua (en millones de litros) almacenado en un embalse a lo largo
de un periodo de 11 anos en funcién del tiempo ¢ (en anos) viene dado por la funcién

N(t) = t> — 24t% 4180t +8000 0 <t < 11
a) Determine los periodos de crecimiento y decrecimiento del agua almacenada.
b) Calcule la cantidad de agua almacenada en el ultimo ano (¢ = 11).

c¢) Calcule el afio del periodo en el que el volumen almacenado fue méximo y el volumen méximo
que tuvo el embalse a lo largo de ese periodo.

Solucion:
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a) N'(t) =3t> — 48t +180 =0 = t =6y t = 10

b)

c)

©0,6) (6,10) (10,11)
N'(1) + - +
N(t) | creciente | decreciente N | creciente

El volumen de agua es creciente en el intervalo (0,6)U (10, 11) afos y decreciente en el (6, 10)
anos.

N(11) = 8407 millones de litros.

La funcién tiene un méximo relativo en el punto (6,8432) y un minimo relativo en el
(10, 8400).

Como N(0) = 8000 y N(11) = 8407 podemos concluir que el méximo (6,8432) es absoluto.
Es decir, el volumen méximo se produce a los 6 anos con 8432 millones de litros.

Problema 10.1.4 Los beneficios obtenidos durante el primer ano (en cientos de euros) por un
establecimiento dedicado al reparto de comida a domicilio vienen dados por la funcién

B(t)=t(t—a)*> 0<t <12

en donde ¢ es el tiempo transcurrido en meses desde la apertura del establecimiento.

a)

Calcule el valor del pardmetro ”a” teniendo en cuenta que B(t) presenta un punto de inflexién
ent=06.

b) Para a = 9, {cudl ha sido el mayor beneficio obtenido? ;En qué momento o momentos se ha
producido? Justifica las respuestas.

c¢) Para a =9, represente la grafica de la funcién B(t) teniendo en cuenta la informacién anterior
y el estudio de sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucién:

a) B(t) =t* —2at* + a*t = B'(t) = 3t* — 4at + a* = B’ (t) = 6t — 4a, como B"(6) = 0 —
36—4a=0= a=09.

b) Se explica con el apartado siguiente.

)

B(t)=t(t—9?=1>— 18>+ 81t = B'(t) =3t> =36t +81=0= t =3yt =09.

(0,3) (3,9) (9,12)
B'(t) + - +
B(t) | creciente ,* | decreciente \, | creciente

El beneficio es creciente en el intervalo (0,3) U (9,12) meses y decreciente en el (3,9) meses.
La funcién presenta un maximo relativo en el punto (3,108), ya que B(3) = 108, y un mini-
mo relativo en el punto (9,0), ya que B(9) = 0. Como B(0) = 0 y B(12) = 108 el beneficio
maximo es de 10800€ y se produce el mes 3 y el 12.

Su representacién grafica seria:
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Mix(3,108) Miix(12,108)

0(0,0) Min(9,0)

Problema 10.1.5 En una ciudad, el 70 % de la poblacién recibe publicidad de un establecimiento,
de los cuales un 90 % realiza alguna compra en dicho establecimiento. También se sabe que de los
que no reciben publicidad, un 60 % realiza alguna compra en dicho establecimiento.

a) {Qué porcentaje de la poblacién de la ciudad realiza alguna compra en ese establecimiento?

b) Si elegimos una persona al azar que ha realizado alguna compra en ese establecimiento, ;cuél
es la probabilidad de que haya recibido publicidad del mismo?

¢) ;Son independientes los sucesos “realizar alguna compra en ese establecimiento” y ‘“recibir
publicidad del mismo”? Justifique la respuesta.

Justifique la respuesta.
Solucion:

Sea P “recibe publicidad” y C' “realiza compra”.

a) P(C) = P(C|P)P(P)+ P(C|P)P(P)=10,9-0,740,6-0,3 = 0,81 e
P
P(C|P)P(P) 0,9-0,7 ” {F
b) P(P|C) = =2 00,7778
P(C) 0,81 03 ~06_—C
¢) P(PNC) = P(C|P)P(P) =0,9-0,7=0,63y P(P)-P(C) =0,7-0,81 = PM<F

0,567. Luego P(PNC) # P(P)-P(C) = Py C no son independientes.

Problema 10.1.6 En una muestra aleatoria de 120 empresas inspeccionadas, de entre las visitadas
un ano por los inspectores de trabajo de una provincia, se ha sancionado a 30 de ellas.

a) Calcule, con un nivel de confianza del 90 %, un intervalo de confianza para la proporcién de
empresas sancionadas por la Inspeccién de Trabajo.

b) Si ignoramos los datos iniciales y con un nivel de confianza del 95 %, jcudl es el tamafio
minimo de la muestra necesaria para estimar la proporcién de empresas sancionadas con un
error maximo del 2 %?

Solucion:
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30
a) =120, p= 155 =0.25,§=1-p=0,75y NC=0,9.

0,90=1-a=— a=0,10 — %:0,05
(07
P(Zgza/2)21—§:0,95:> Zaj2 = 1,645

/D /0,25-0,75 25 0 75
E=2Z,/ —1 645 = 0,065

IC=(p—E,p+E)=(0,25— 0065025+0065 01850315) (18,5%;31,5%)

b) Si ignoramos los datos iniciales tenemos: p = 0,5y ¢ = 0,5
E=002yNC=95%=0,95=1—-a=— a=0,06 = %:07025

P(Z < 20)0) = 1—%:0,975: Zaj2 = 1,96
E=Zup Pl — 0,02=1,06/ 2220 — 11 > 2401 = n = 2401,
n n

10.2. Extraordinaria

El examen consta de 6 ejercicios, todos con la misma valoracién méaxima (3,33
puntos), de los que puede realizar un MAXIMO DE 3 combinados como quiera. Si
realiza mas ejercicios de los permitidos, sé6lo se corregiran los tres primeros realizados.

Problema 10.2.1 (3,33 puntos) Dada la matriz

a) Calcule los valores de a para los cuales la matriz A tiene inversa.

b) Para a = 1, calcule, si es posible, la inversa de la matriz A.

20+ y+2=2
¢) Exprese en forma matricial el sistema de ecuaciones siguiente y resuélvalo: { 2y —z = —1
r+y=1
Solucién:
2 _q 2
a) [A|=2-3a=0= a=g= JA™ " Yae R — {g}
-1 -1 3
b) Sia=1=3A47'= 1 1 =2
2 1 -4
2 1 -1 -1 3 2
c) (0 2 — AX=B= X=A'B=1 1 -2 -1
11 2 1 -4 1
2 T =2
-1 | = y=—1
-1 z=-1
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Problema 10.2.2 (3,33 puntos) Un barco pesquero se dedica a la captura de jurel y caballa. Las
normas sobre cuotas son: las capturas totales no pueden exceder de 30 toneladas (Tm); la cantidad
de jurel como maximo puede triplicar la de caballa y la cantidad de caballa no puede superar las
18 Tm.

Si el precio al que vende el jurel es de 5 €/kg y el de la caballa 6 €/kg.

a) Formule y resuelva el problema que determina las cantidades que debe pescar de cada especie
para maximizar los ingresos, cumpliendo las normas.

b) Represente griaficamente la regién factible e indique sus vértices. jA cudnto ascienden los
ingresos maximos?

c¢) ¢Cumpliria las normas sobre cuotas pesqueras si captura 20 Tm de jurel y 6 Tm de caballa?
Explique su respuesta.

Solucién:
Sean x Tm de jurel e y Tm de caballa.

a) La region factible es:

x+y <30 z+y <30
X S 3y xTr — 3y S 0 0,18 y-18 B(12,18)
y <18 == y <18 o :
x>0 x>0
y Z 0 y Z 0 0(0,0)
) 45 15 Solucién por solver :
b) Los vértices son: O(0,0), A (?, ?), B(12,18)
y C(0,18). T
¢) La funcién objetivo es: e e e e i o 2

f(x,y) = 5000z + 6000y (1 Tm = 1000 kg)

1
18 54 13
30 a2 18

£(0,0) =0
45 15) - ous
—,~ ) = 157500 ‘

! ( 272

£(12,18) = 168000 Méximo
£(0,18) = 108000

El maximo es 168000€ y se consigue con la pesca
de 12 Tm de jureles y 18 Tm de caballa.

d) El punto (20,6) estd fuera de la regién factible y
no cumple las normas sobre cuotas pesqueras.

Problema 10.2.3 (3,33 puntos) El niimero de ejemplares vendidos de una revista (en miles de
unidades), en los primeros cinco meses del afio, viene dado por la funcién

[ 8—t(t—2) si 0<t<3 . .
N(t) = { 9t _ 1 s 3<t<5 donde t es el tiempo transcurrido en meses.

a) Estudie el crecimiento y decrecimiento del nimero de ejemplares vendidos. Calcule en qué
momentos se produce el maximo y el minimo nimero de ventas y a cuanto ascienden.
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b) Represente graficamente la funcién N(t). Calcule el drea de la regién delimitada por la grafica
de la funcién N(t), el eje de abscisas y las rectas t =0y t = 5.

Solucion:

a) Primero estudiamos la continuidad de la funcién en su dominio. Como son polinomios, la
funcién es continua en sus ramas, estudiamos en t = 3:
lim N(t)=lim (—t*+2t+8) =5
t—3— t—3

lim N(t) =1lim (2t —1)=5 =
t—3+ t—3
N(3) =5

N continua en t = 3 = N continua en todo el dominio [0, 5]

N,():{—2t+2:O:>t:1 si 0<t<3
2>0 si 3<t<H
(0,1) (1,3) (3,5)
N'(t) + i +
N(t) | creciente | decreciente N, | creciente *

La funcién crece en el intervalo (0,1) U (3,5) y decrece en el (1,3). Tiene un méximo relativo
en el punto (1,9) y un minimo relativo en el (3,5).

Tenemos también N(0) = 8 y N(5) = 9. Luego el maximo se produce el mes 1 y el mes 5
con 9000 ejemplares vendidos y el minimo en el mes 3 con 5000 ejemplares.

b) Con los datos anteriores dibujamos la grafica de la funcién:

y
Mix(1,9) Mix(5,9)

0,8)

Min(3,5)

0<t<3 3<<5

x=3 =5

0(0,0)

La grafica del drea pedida seria:
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0<t<3

Mdx(1,9) 4x(5,9)

3

3 5 3
t
S:/ (—t2+2t—|—8)dt—|—/ (2t—1)dt:—§—|—t2+8t +t2—t]2:24+14:38u2
0 3 0

Problema 10.2.4 (3,33 puntos) Dada la funcién f(x) = z + g, z#0, a#0
a
a) Calcule los valores del pardmetro ”a” para que f(x) tenga un punto critico en zy = 3.

b) Para a = 3, estudie el crecimiento y decrecimiento de la funcién y sus méximos y minimos, si
existen. Estudie también sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexién,

si existen.
Solucién:
_ a , L a 2% — a?
a’) f(ZE)— +$:>f(x)_a 1:2 an
, 9 —a?
f3)=0= =0= a==3
r 3 2249
b) Sia=3 =242
) Sia = f(x) 3 + - .
« Dom(f) =& — {0}
2
22—
& f(r)= 3.2 = =23
(—00,—3) (-3,3) (3,00)
T - ¥
f(z) | creciente | decreciente Y\ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (3, 00) y decreciente en el (—3,0) U
(0,3).

@ La funcién tiene un méaximo relativo en el punto (—3,—2) y un minimo relativo en el

(3,2)

6
o (1) = e # 0 = no hay puntos de inflexién.

(—OO, 0) (07 OO)
f(=) - +

f(z) | convexa —~ | concava —
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La funcién es convexa — en el intervalo (—oo,0) y céncava — en el (0, 00)

@ Con estos datos representamos la funcién:

Min(3,2)

0(0,0)
y=(1/3)x Mix(-3,-2)

Problema 10.2.5 (3,33 puntos) En una urna A hay 8 bolas verdes y 6 rojas y en otra urna B
hay 4 verdes y 5 rojas. Se lanza un dado y si sale un nimero menor que 3 se saca una bola de la
urna A y si sale un nimero mayor o igual a 3 se saca la bola de la urna B. Se extrae una bola al
azar,

a) Calcule la probabilidad de que la bola extraida sea roja.

b) Sabiendo que se extrajo una bola verde, ;Cudl es la probabilidad de que haya salido de la
urna A?

¢) ;Son independientes los sucesos “extraer bola roja” y “la bola procede de la urna A”?

Solucion:

Sea A se extrae de la urna A, B se extrae de la urna B, V bola verde y R bola roja.

2 1 2
Sea X el nimero que ha salido en el dado: P(A) = P(X < 3) = 5=37 P(B) = 3
6 1 5 2
a) P(R)= P(R|A)P(A)+ P(RIB)P(B)= — =+ —--- =
97 14 3 9 3
=L~ 0,5132
189 i
P(V|A)P(A)  8/14-1/3 9 "
b) P(A = = = — = 1 13 /1
) PAWV) P(V) T—o7/189 23~ 33 o
¢) Tenemos P(A) = é y P(R) = % = N Z '
1 97 97 2 R
P(A)-P(R)=-+-— =—>~0,1711
(4)- P(R) 3 189 5676 17 1
P(ANR)=P(R|A)P(A) = L 3=7°% 0,1428
Luego P(ANR) # P(A)-P(R) = Ay R no son independien-

tes.

Problema 10.2.6 (3,33 puntos) El salario (en €) de los trabajadores de una empresa se distribuye
normalmente con desviacién tipica o = 300€. Se pregunté a 36 trabajadores elegidos al azar, y se
establece que el salario medio de los trabajadores de la empresa oscila entre 1552€ e 1748€.
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a) ¢ Cudl ha sido el salario medio de los trabajadores de la muestra? ; Con qué nivel de confianza
se ha establecido el intervalo anterior?

b) Si el salario medio de los trabajadores de la empresa es p = 1650€, jcudl es la probabilidad
de que el salario medio de muestras de 36 trabajadores sea superior a 1590€7

Solucioén:
— 1748 + 1552
a) 2F = 1748 — 1552 = 196 —> E:98yX:+:1650
o 300
E=_Zyp—— = 98=Zypnoe = Zo5 =1,9
/2\/7—1 /2\/% /2

P(Z§1,96):O,975:1—%:>a:0,05:> l—a=095= NC=9%

7N(u, "“)
b) X~ N(1650;50)
_ 1590 — 1650
P(X > 1590) = P (Z > T) = P(Z>-1,2)=P(Z < 1,2) = 0,8849
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Capitulo 11

Isalas Baleares

11.1. Ordinaria

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestién se puntia sobre 10 puntos. La calificacién final
se obtiene de dividir el total de puntos obtenidos entre 4.

Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje ma-
tematico, segin corresponda. Se valoraran negativamente los errores de célculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica bésica. No se permite el uso de calculadoras gréficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almace-
nar informacién.

Problema 11.1.1 (10 puntos) Queremos contratar una empresa de gestién de entre las siguientes:

@ La empresa A nos cobra 150€ de coste base, y adicionalmente 5€ por cada cliente y 3€ por
cada factura que emite.

@ La empresa B nos cobra 300€ de coste base, 10€ por cada cliente y no cobra por emitir
facturas.

@ La empresa C nos cobra 100€ de coste base, no cobra en funcién del niimero de clientes, pero
cobra 5€ por cada factura que emite.

a) (3 puntos) Si el afio pasado tuvimos 50 clientes y, en total, emitimos 180 facturas, ;qué
empresa nos hubiese costado menos contratar?
De cara al ano que viene, tenemos una prevision de x clientes e y facturas. Con esta prevision,
la empresa A nos costaria 1050€ y la empresa B nos costaria 900€.

b) (5 puntos) Calcula el nimero de clientes x y el nimero de facturas y previstos.

¢) (2 puntos) Con z clientes e y facturas, jcudnto nos costarfa la empresa C?
Solucién:

a) El coste de la empresa A serfa: 150 + 50 - 5 4 180 - 3 = 940€
El coste de la empresa B seria: 300 + 50 - 10 4 180 - 0 = 800€
El coste de la empresa C serfa: 100 + 50 - 0 + 180 - 5 = 1000€
El menor coste es el de la empresa B con 800€.
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b) { 150 + 5z + 3y = 1050 { 5x + 3y = 900 { x = 60 clientes
300 4 10z + Oy = 900 x = 60 y = 200 facturas

c¢) El coste de la empresa C serfa: 100 + 60 - 0 + 200 - 5 = 1100€.

Problema 11.1.2 (10 puntos) Un camién transporta una carga de exactamente 12 metros ctibicos
de volumen, y como maximo un peso de 18 toneladas. Puede transportar:

@ Arena, que pesa 1,6 toneladas por metro ctbico, y que se factura a 80€ por metro cibico.
@ Gravilla, que pesa 1,8 toneladas por metro ctibico, y que se factura a 100€ por metro cibico.

@ (Ceniza, que pesa 0,5 toneladas por metro ciibico, y que se factura a 25€ por metro ctbico.
Nos interesa calcular el precio més alto que podra facturar en un viaje. Para hacerlo, se pide:

a) (4 puntos) Plantea la maximizacién de este precio como un problema de programacién lineal
en dos variables. (4 pt)

b) (4 puntos) Dibuja la regién factible, indicando las rectas y vértices que la delimitan. (4 pt)

¢) (2 puntos) Calcula el niimero de toneladas de cada material que se tienen que transportar
para alcanzar el precio méximo, y determina también dicho precio maximo. (2 pt)

Solucién:
Sean z m? de arena, y m® de gravilla y 12 — 2 — y m® de ceniza.

Peso | factura
Tm arena 1,6 80
Tm gravilla | 1,8 100
Tm ceniza | 0,5 25
<18

Tenemos: 1,62 +1,8y+0,5(12—z—y) <18 = 1lz+13y <120y 12—z—y > 0= x+y < 12
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a) La funcién objetivo es:

f(z,y) = 80x + 100y + 25(12 — z — y) =

55x + 75y + 300 B(0,120713)

La region factible es: 12
11x 4+ 13y <120 J
x +y < 12 no relevante
X Z O 0(0,0) y=0 A(120/11,0)

y=>0

120 Solucién por solver :
b) Los vértices son: O(0,0), A(H’ ) y

120 g
B 0’ 13 ’ ) LE R2 R3 R4 F(xy) Numero de

G i o
5 [ N : = s ssomcaon
.2 . . 7 1 R2 R3 Ra Fxy)

c) La funcién ob_]et1vo es: T i e q Ol

9 gravilla 120 9,23076923 3 0692307692

f(x7 y) - 5593 + 75y + 300 j?[p - 120 923076923 0 of 592307692 -

120

0, ﬁ) = 992,31 Maximo

f

120
Para obtener el maximo beneficio de 992,31€ tiene que facturar 0 m® de arena, 3 ~ 9,231 m?3
120) 120 36

de gravilla y 12 — (O—I— 3 T -1

12
arena, 1—30 -1,8 = 16,615 Tm de gravilla y % -0,5=1,385 Tm de ceniza.

~ 2.769 m> de ceniza. En toneladas serfan 0 Tm de

Problema 11.1.3 (10 puntos) La potencia generada por una placa solar, P (medida en kW),
depende del tiempo transcurrido, ¢ (medido en horas), segiin la siguiente expresion:

0 si 0<t<8 Z.-
Pt)={ —2t>4+52t4+c si 8<t<]18 il
0 si 18 <t <24

Donde ¢ es un parametro real.

a) (3 puntos) Teniendo en cuenta que la funcién es continua, jcuél es el valor del pardmetro c?

b) (3 puntos) Teniendo en cuenta que el valor méximo se alcanza a las 13 horas, calcula con la
expresién dada cudl es la potencia en ese momento.

¢) (4 puntos) {En qué intervalos la funcién es creciente? ;En qué intervalos es decreciente?

Solucion:

a) La funcién es continua en las tres ramas, falta analizar en t =8 y en t = 18.
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@ Estudiamos la continuidad en t = 8

lim (0) =0
t—8~

lim (=2t +52t+c) =288+ ¢ = 288+c=0=> c=—288

t—8+

f(8) =288 +¢

@ Estudiamos la continuidad en ¢t = 18

lim (—2t> 4+ 52t +¢) =288 + ¢

t—>18—
lim (0)=0 =— 2884+ c=0=— c= —288
t—s18+
7(18) =0
La funcién es continua cuando ¢ = —288

b) P(13) = 50 Kw.

c) Pl(t)=—4t+52=0= t =13

©,8) [ (8,13) (13,18) | (18,24)
P'#t)| 0 + = 0
P(t) creciente ' | decreciente \

La potencia generada por la placa crece en en el intervalo horario (8,13) y decrece en el
(13,18) con un méximo relativo en la hora 13 con 50 kw. En el intervalo [0,8) U (18,24] la
funcién es constante.

Problema 11.1.4 (10 puntos) Consideremos el peso de un adulto, p (en kg), y su metabolismo
basal, m (en vatios). Un investigador proporciona el modelo siguiente:

p(m)=0,1- m'®, me (0, +00)

a) (7 puntos) Haz un gréfico esquematico de la funcién p(m), indicando el dominio, el compor-
tamiento en los extremos del dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los
maximos y minimos locales.

b) (3 puntos) Encuentra la funcién que da el metabolismo basal en funcién del peso, m(p) (es
decir, aisla la variable m).

Solucién:
a) Tenemos:

3
Dom(p) = (0,00), p'(m) = 2—\/0% =0= m=0¢ (0,00) = la funcién
no tiene extremos y p’(m) > 0 = la funcién es siempre creciente. En los
bordes del intervalo tenemos:

lim 0,1-m"¥ =0y lim 0,1-mbY
m—0t m——+00

5 — 4oo

p
0,1

b) p=0,1-m"° = Vm3 = = 10p = m?> = 100p* = m = /100p?

m(p) = v/100p2 p € (0, +00)
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Problema 11.1.5 (10 puntos) Considera las funciones:
flx)=(x+2)3 g(z)=2+62%+122
a) (4 puntos) Justifica, calculando, que f'(x) = ¢'(x).
b) (3 puntos) {Es cierto que f(z) = g(z)?.
f(x)

¢) (3 puntos) Calcula 1lim
) ( ) A

Solucion:

a) f'(z) =3(x+2)% y ¢ (z) = 32° + 122 + 12

3(z+2)?%— (32 + 122+ 12) =0 = f'(z) = ¢'(v)

b) (z+2)% — (2° + 627 + 122) = 8 = f(x) # g(x)
(

= lim 1

i
c) lim A

z—o0 o3 4 622 + 122

e.¢]

(x+2)° {00} v f'(@) 1'@)=g' @)

Problema 11.1.6 (10 puntos) Manel escoge al azar dos cifras entre 0 y 9, que pueden estar
repetidas.

a) (3 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que ambas cifras sean multiplo de tres?

b) (4 puntos) El producto de las dos cifras es miltiplo de tres si lo es al menos una de ellas.
(,Cudl es la probabilidad de que el producto de las dos cifras sea multiplo de tres?
Ahora, Pep te da su numero de teléfono, que contiene nueve cifras también entre 0 y 9,
posiblemente repetidas, y que supondremos que son cifras escogidas al azar.

¢) (3 puntos) {Cudl es la probabilidad de que el producto de las nueve cifras sea multiplo de
tres?

Solucién: -
Sean M3 miiltiplo de 3 y M3 no es miiltiplo de 3

4 4 4
P(M3)=— =0,4y P(M3NM3)=— - — =0,42=0,1

a) P(M3) 10 0,4y P(M3n M3) 0 10=-% 0,16

b) P(M3U M3) = P(M3)+ P(M3) — P(M3N M3) =0,4+0,4—0,16 = 0,64

¢) P(producto miltiplo 3) = 1 —P(M3NM3NM3NM3NM3NM3NM3NM3NM3NM3) =
1-0,6%=0,994

Problema 11.1.7 (10 puntos) De un total de n = 80 alumnos, el 80% de los alumnos han
aprobado un examen de matemdticas, y el 75 % han aprobado un examen de fisica. Adem4ds, de
los que han suspendido el examen de matematicas, solo un 50 % ha aprobado el de fisica.

a) (4 puntos) De los que han suspendido el examen de fisica, ;Cudntos han aprobado el de
matematicas?

b) (3 puntos) ;Cudntos alumnos han aprobado alguno de los dos exdmenes?

¢) (3 puntos) jAprobar el examen de fisica y aprobar el examen de matemadticas son sucesos
independientes?
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Solucién:
Sean AM aprueba matematicas, AM suspende mateméticas, AF aprueba fisica y AF suspende
fisica.

AM =80 - P(AM) = 0,8 - 80 = 64, AM = 80 — 64 = 16, AF = 80 - P(AF) = 80- 0,75 = 60,

_ - P(AFNAM —_
AF =80—-60=20y P(AF|AM) = (77>:0,5:> AFNAM =16-0,5=38
P(AM)
AF | AF | Total AF | AF | Total
AM 64 |= | AM | 52 | 12 64
AM 8 16 AM 8 8 16
Total | 60 | 20 80 Total | 60 | 20 80

a) AMNAF =12
b) Han aprobado algtin examen 80 — AM N AF = 80 — 8 = 72

2
¢) P(AM) =0,8, P(AF) =0,75y P(AM N AF) = Z—O =0,65

P(AM)-P(AF)=0,8-0,75=0,6 # P(AM N AF) = AM y AF no son independientes.

Problema 11.1.8 (10 puntos) Para estudiar la vida de las tortugas marinas, hemos recopilado la
edad que alcanzaron algunos ejemplares que murieron por causas naturales, y hemos obtenido (en
anos):

X1 | X2 | T3 | g | X5 | g | 7 | T8 T
5516269 |70 72|77 |94 | 103 75,25

Suponiendo que estos datos siguen una distribucién normal, y que su desviacion tipica poblacional
es de o = 20 anos.

a) (4 puntos) Calcula el intervalo de confianza para la media poblacional con el 90 % de con-
fianza. Supongamos ahora, ademas, que la media poblacional es de u = 75, 25.

b) (3 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que una tortuga marina supere los 80 afios de vida?

c¢) (3 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que una tortuga marina supere los 80 afios de vida,
pero no los 100 anos de vida?

Solucion:
N (p,20)

a) NC=90%=0,90=1-a=> a=0,10=—> %20,05

P(Z < 20p) = 1— % — 0,95 = 245 = 1,645

2
E=Z,p— = 164522 — 11,6319
n

vn V8
IC = (X —E, X +E) = (75,25 — 11,6319; 75,25 + 11,6319) = (63, 6181; 86, 8319)
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b) N(75,25;20):
P(X >80)=P (Z
1—0,5948 = 0, 4052

— 75,2
> W) =P(Z>0,24)=1-P(Z<0,24) =

80 — 75,25 100 — 75,25
c) P(80<X<100):P<T’<Z<T’) =P0,24 < Z <1,24) =

P(Z < 1,24) — P(Z < 0,24) = 0,8925 — 0,5948 = 0, 2977

11.2. Extraordinaria

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestién se puntia sobre 10 puntos. La calificacion final
se obtiene de dividir el total de puntos obtenidos entre 4.

Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje ma-
temdatico, segin corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almace-
nar informacién.

Problema 11.2.1 (10 puntos) Queremos medir el consumo de un coche eléctrico que tiene una
bateria de 50 kWh y que tiene un consumo diferente si lo conducimos por autopista, por ciudad o
por carretera de montana. Haremos tres salidas, cada una empezando con la bateria completamente
cargada, y podremos recorrer las siguientes distancias hasta terminar la bateria:

@ Primer dia: 180 km por autopista y 60 km por ciudad.
@ Segundo dia: 200 km por ciudad y 80 km por carretera de montana.

@ Tercer dia: 150 km por autopista y 80 km por carretera de montana.

a) (7 puntos) Calcula el consumo del coche para cada uno de los tipos de carreteras.

b) (3 puntos) Si tinicamente lo utilizamos para conducir por ciudad, cuél seria la cantidad total
de km que podremos recorrer con una carga completa de la bateria?

Solucién:
Sean x el consumo en KWh/km en autopista, y el consumo en KWh/km en ciudad y z el consumo
en KWh/km en carretera de montana.

2)

T = g ~(0,2222
180 + 60y = 50 182 + 6y = 5 D
200y + 80z =50 — 20y+8z2=5 — y:6:0,1667
150z + 80z = 50 152 +82=5 5
z=— ~0,2083
24
Resolvemos el sistema por Gauss:
18 6 0|5 P 18 6 0| 5
A= 0 20 8|5 =| F = 0 20 8| 5 =
15 0 8|5 18F5 — 15F) 0 —90 14415
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75 5

2= 2 2 02083
F 18 6 0] 5 3620 24 .
F = 020 8|5 | {2yt =5=y=:=0166T
2Fy + 9F, 0 0 36075 5

182 +1=5=> o= ~0,2222

2 1 5
b) 05 4t g+ 0 57 =50 = =300 k.

Problema 11.2.2 (10 puntos) Un camién necesita transportar una carga de exactamente 12 me-
tros cibicos de volumen, y de exactamente 18 toneladas de peso. Puede transportar:

@ Arena, que pesa 1,6 toneladas por metro ctbico.
@ Grava, que pesa 1,8 toneladas por metro cubico.

@ (Ceniza, que pesa 0,5 toneladas por metro ctibico.

a) (5 puntos) Si queremos llenar el camién solo con arena y ceniza, calcula qué cantidad de cada
material que nos permite alcanzar simultdneamente la maxima capacidad de volumen y la
méxima capacidad de peso.

b) (5 puntos) Si queremos llenar el camién solo con arena y grava, no podemos alcanzar si-
multdneamente la maxima capacidad de volumen y la méxima capacidad de peso. Justifica
por qué no.

Solucién:
Sean z los metros cubicos de arena, y los metros ctibicos de grava y z los metros cibicos de ceniza.

2)

120
{x+z:12 {:c+z:12 . x:ﬁ:10,9091
— — 12
1,6z + 0,52 =18 16x + 5z = 180 2= == ~1,0909
11
Sistema compatible determinado con soluciones positivas.
b)
{aﬁ+y:12 {a:+y:12 {1;:18
1,60+ 1,8y =18 8x + 9y =90 y=—06

Sistema compatible determinado, pero los metros cibicos de grava salen negativos, luego la
tnica solucién posible no es valida.

Problema 11.2.3 (10 puntos) En una pastelerfa quieren promocionar sus productos con dos ofer-
tas:

@ Oferta A: 2 ensaimadas, 2 cocas de patata, 4 barras de chocolate, a 4€.
@ Oferta B: 6 ensaimadas, 3 cocas de patata, 3 barras de chocolate, a 8€.

Disponen de 120 ensaimadas, 60 cocas de patata y 72 barras de chocolate. Suponiendo que todas
las ofertas se venderan completamente, nos interesa calcular cudntas ofertas A y cuantas ofertas B
deberian ofrecer para maximizar el beneficio.
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a) (3 puntos) Plantea la maximizaciéon de este beneficio como un problema de programacién
lineal con dos variables.

b) (5 puntos) Dibuja la regién factible, indicando las rectas y vértices que la delimitan.

¢) (2 puntos) ;Cuéntas ofertas A y cudntas ofertas B deberfan ofrecer para maximizar el bene-
ficio? ;Cual seria el beneficio en ese caso?

Solucion:

Sean z nimero de ofertas A e y nimero de ofertas B.

ensaimadas | cocas | barras | ingresos
A 2 2 4 4
B 6 3 3 8
<120 <60 | <72
a) La region factible es:
2z 4 6y < 120
2z + 3y <60 =
dr+3y <72 —
z20 -
y=0 .
2z + 3y < 60 \
22 4+ 3y <60
4o + 3y <72 — . 4a8,0)
x>0
y=>0

b) Los vértices son: 0(0,0), A(18,0), B(6,16) y C(0,20).

¢) La funcién objetivo es:

5
60 Méiximo

Solucién por solver :

d) La méxima venta es de 160€ y se llega vendiendo 0 ofertas A y 20 ofertas B.

Problema 11.2.4 (10 puntos) La temperatura de un objeto, ¢t (en grados centigrados), cambia a
medida que pasa el tiempo, s (en segundos), segin el siguiente modelo:

t(s) =45 %08 £ 95 =45.0,923° + 25 para s> 0

(Te proprocionamos dos expresiones algebraicas vélidas y equivalentes, puedes utilizar la que pre-

fieras.)
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a) (7 puntos) Haz una gréfica esquemadtica de la funcién ¢(s). Calcula o justifica, e indica sobre
la gréafica: el dominio, el comportamiento en los extremos del dominio, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, y los maximos y minimos locales y globales.

b) (3 puntos) ;A qué tenderd la temperatura del objeto cuando haya pasado mucho tiempo?

Solucion:
a) @ Dom(t) = [0, 00)

@ La funcidn corta al eje de ordenadas en el punto (0, 70) y al eje de abscisas en 45-¢7 0085 1

25 = 0 = no tiene solucién, luego no hay punto de corte con este eje coordenado.

& {/(s) = —3,6e" "% £ 0 = no hay extremos relativos, como #'(s) < 0 Vs € [0, 00) =
t es decreciente en todo el dominio de la funcion.
Como ¢(0) = 70 hay un méximo absoluto en s = 0 y es de 70 grados centigrados. No
habria minimo absoluto, la funcién decrece infinitamente sin llegar a un valor exacto.

@ Representacion grafica:

y

IMdxAbsoluto(0,70)

Decreciente [0,%)

y=25
Dom()=[0,x)

(0,0)

b) lim t(s) = lim (45-e~ %" 4+ 25) = 25 = la temperatura tiende a estabilizarse en 25 grados
S§—00

S§—00
cetigrados cuando pasa mucho tiempo.

Problema 11.2.5 (10 puntos) Una maleta rectangular tiene tres medidas (anchura, altura y pro-
fundidad), y su volumen es el producto de las tres medidas. Queremos disefiar una maleta rec-
tangular de 30 cm de profundidad, y tal que la suma de la anchura, altura y profundidad sea
exactamente 110 cm. Cual es el volumen méaximo que puede tener esta maleta?

Solucién:
sean z cm de ancho, y cm de alto y z cm de profundidad.
Tenemos: x + y + z = 110, z = 30 y hay que optimizar V(z,y, z) = zyz.
z+y+30=110— 2+y=80=—= y=80—=
V(x) = 302(80 — x) = 2400z — 302* = V() = 2400 — 60z = 0 = = = 40 cm
V' (x) = —60 = V" (40) = —60 < 0 = = = 40 es un méaximo relativo. Las dimensiones serfan
r=40cm, y=80—-40=40cm y z = 30 cm.
El volumen de la maleta serfa: V' (40) = 48000 cm?

Problema 11.2.6 (10 puntos) Tiramos dos dados no trucados. Considera los siguientes sucesos:
@ A: En el primer dado ha salido un 1.

@ B: En el segundo dado ha salido un 1.
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@ (C': La suma de los valores de ambos dados es 3.
a) (3 puntos) Calcula P(A)
b) (3 puntos) Calcula P(AU B)

¢) (4 puntos) {Son C'y AU B sucesos independientes?

Solucion:
1
P(A -
2 PA)= ¢
1 1 1 1
P(B)=-v P(ANB .= —
P(AUB P P(B)—PANB)==-+-— — = — =
(AUB) = P(A)+ P(B) = P(ANB) = ¢ + & = 32 = 35 = 0,3056
1 1 2 1
P L+ P(21) = — 4 — = = — —
o PLO) = (’1i+ 1) = 36 36 36 18
P(AUB) = —
36 1 11 11 2 1
P(C)-P(AUB) 1%8.% 648yP(Cﬂ(114UB)) P(C):%:E
P(C)P(AUB)= — #P(CN(AUB)) = — = C y AU B no son independientes.

648 18

Problema 11.2.7 (10 puntos) En una poblacién:

@ las alturas de los hombres siguen una distribucién normal de media 1,76 metros y desviacion
tipica 0,12 metros; y

@ las alturas de las mujeres siguen una distribucién normal de media 1,62 metros y desviacion
tipica 0,11 metros.

Se pide:

a) (3 puntos) Escogemos a un hombre al azar. ;Cudl es la probabilidad de que su altura sea
mayor o igual que 1,76 metros?

b) (4 puntos) Escogemos una mujer al azar. ;Cuél es la probabilidad de que su altura sea mayor
o igual que 1,76 metros?

¢) (3 puntos) ;Qué es mas probable, que un hombre tenga una altura inferior a 1,76 metros, o
que una mujer tenga una altura inferior a 1,76 metros?

Solucién:
Sean X la variable aleatoria hombres X ~ N(1,76;0,12) e Y la variable aleatoria mujeres Y =
N(1,62;0,11)

1,76 — 1,76

012 ) P(Z>0)=1-P(Z<0)=1-0,5=0,5

a) P(X > 1,76):P(Z2

b) p(yzl,m):p(zzw)

b P(Z>1,21)=1-P(Z<1,27) =
10,8980 = 0,102 ’
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¢) Tenemos P(X <1,76)=1—-P(X >1,76)=1—-0,5=0,5y
PY <1,76)=1—-P(Y >1,76) =1 — 0,102 = 0, 8980,
luego es més probable que una mujer mida menos de 1,76 metros que un hombre tenga una
altura inferior a 1,76 metros.

Problema 11.2.8 (10 puntos) Echamos una moneda al aire 100 veces, y ha salido 46 veces cara y
54 veces cruz. Un estudiante cree que la moneda no estd trucada y propone aproximar el nimero de
caras que salen en 100 tiradas como una variable aleatoria con distribucién normal N (u = 50,0 = 5)

a) (3 puntos) Segin la distribucién propuesta, jcudl habria sido la probabilidad de obtener 60
caras o mas?

b) (4 puntos) Calcula el intervalo de confianza que contenga el 90 % de los valores mds probables
que aparecen en la distribucién propuesta. ;Es razonable la hipétesis de que la moneda no
estd trucada?

Ahora, echaremos otra moneda al aire 100 veces, y el nimero de caras que obtendremos
también seguird una distribucién normal N(u = 50,0 = 5). Sospecharemos que la moneda
estd trucada si el niimero de caras no esta contenido en el intervalo calculado en el apartado
anterior.

c¢) (3 puntos) Cudl es la probabilidad de que sospechemos que la moneda estéd trucada?

Solucion:
N (50;5)

60 — 50
)

a) P(X260):P<ZZ ):P(Z22):1—P(Z§2):1—0,9772:0,0228

b) NC=90%=0,9=1-a= a=01= %:0,055

P(Zgza/Q):lf%:0,95:> Zaj2 = 1,645
p=50yoc=5
E =z, 0=1645-5=8 22
IC = (u— B, u+ E) = (50 — 8,225;50 + 8, 225) = (41, 775; 58, 225)

Como 46 (numero de caras) estd dentro del intervalo de confianza es razonable pensar que
la moneda no estéd trucada.

c¢) Por el apartado anterior la probabilidad de que no esté trucada seria del 90 %, por tanto, la
probabilidad de que si lo esté seria del 10 %.
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Capitulo 12

Islas Canarias

12.1. Ordinaria

Instrucciones: Resolver un maximo de 4 preguntas, eligiendo UNA entre Al y B1,
UNA entre A2 y B2, UNA entre A3 y B3 y UNA entre A4 y B4. Cada pregunta se
evaluara entre 0 y 2,5 puntos.

Problema 12.1.1 A1l (2,5 puntos) En un aeropuerto operan tres lineas aéreas: LAVOLONA,
NUBERIA y BRINKEN. El 30 % de las llegadas diarias corresponden a la compaiia LAVOLONA,
el 25% a NUBERIA y el resto a BRINKEN. La proporcién de vuelos que llegan con retraso es del
5% para los de LAVOLONA, el 8% para los de NUBERIA y el 12% para los de BRINKEN.

a) Dibujar el correspondiente drbol de probabilidades.

b) Se ha ido a recoger un pasajero al aeropuerto y el avién llega con retraso. {Cudl es la
probabilidad de que el avién pertenezca a la compania NUBERIA?

¢) Suponiendo que los retrasos se producen independientemente unos de otros, si los dos proxi-
mos aterrizajes corresponden a sendos aviones de la compania BRINKEN; ;cudl es la proba-
bilidad de que alguno de ellos llegue con retraso?

Solucién:
Sean L LAVOLONA, N NUBERIA, B BRINKEN, R llegan con retraso y R no llegan con retraso .
R
a) El 4rbol de probabilidad a la derecha. o
0,9 R

b) P(R) = P(R|L)P(L)+ P(R|N)P(N) + P(R|B)P(B) =

R

=0,05-0,3+0,08-0,25+0,12-0,45 = 0,089 \.K
P(R|N)P(N -0,2 i B
P(N|R) = (RIN)P(N) _ 0,08-0,25 _ 0,2247 097~R
P(R) 0,089 012~ R
¢) P(alguno de los dos retrasado) = 1 — P(ninguno de los dos retrasado) = 0,9~_T

1 - P(R|B)*=1-0,88% = 0,2256

Problema 12.1.2 B1 (2,5 puntos) Segin un determinado estudio, la probabilidad de que un
cliente realice una compra, en una tienda de un centro comercial, es del 10 %. En una muestra
aleatoria de 500 clientes, calcular la probabilidad de que:
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a) Entre 40 y 60 clientes realicen una compra.
b) Al menos, 435 clientes no hayan comprado.
c) Al menos 45 clientes realicen una compra.

Solucién:
Se trata de una B(500;0,1) como n > 10, np = 50 > 5 y ng = 450 > 5 podemos aproximar esta
binomial por una normal N (np,/npq) = N(50;6,71)
39,5 — 50 60,5 — 50
P(Z <1,56) — P(Z < —1,56) = (Z 1,56) — (1 — P(Z < 1,56)) =
2P(Z <1,56) —1=2-0,9406 — 1 = 0,8812

b) P( al menos 435 no han comprado) = P( han comprado menos de 65) = P(X < 65) =

4
P<Z§ %) P(Z < 2,16) = 0, 9846

6,

44,5 — 50
71> — P(Z > —0,82) = P(Z < 0,82) = 0,7939

c) P(X245):P<ZZ o

Problema 12.1.3 A2 (2,5 puntos) En una muestra de 150 estudiantes, de un determinado grado
universitario, 90 utilizan, exclusivamente, la informacién suministrada a través del correspondiente
campus virtual.

a) Determinar la proporcién muestral de los estudiantes de ese grado que no utilizan, exclusi-
vamente, la informacién suministrada a través del correspondiente campus virtual.

b) Determinar un intervalo de confianza al 99 % para la proporcién de estudiantes de ese gra-
do que utilizan, exclusivamente, la informacién suministrada a través del correspondiente
campus virtual.

c¢) Si se mantiene la proporcién muestral del apartado a), para una muestra de 450 estudiantes
del referido grado, jcudl es el intervalo de confianza al 97 % para la proporcién de estudiantes
que no utilizan, exclusivamente, la informacién suministrada a través del correspondiente
campus virtual.

Solucion:

90
A:7:O6:>A:1—A:04.
a) p 0= % q p=0,

b) NC = 99% = 0,99 =1 - a = a = 0,01 = g:o,oo5p(zgza/g):1f%:
0,995 = Zo )z = 2,575

b4 06 04
E= Za/z\/ = 2,575/ =——— = 0,103

IC=(p—E.p+E) = 06 010306+0103) (0,497;0,703) = (49,7 %; 70, 3 %)

) n=450y NC=97%=0,97=1-a= a=0,03 = %:0,015
P(Z<Za/2):1fg:0 985 —> Z, )5 = 2,17

I 4
E= Zu/z\/ f217\/060 =0,05

IC=(4—F.4+E) = 04 00504+005) (0,35;0,45) = (35 %; 45 %)
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Problema 12.1.4 B2 (2,5 puntos) En una encuesta se pregunta a 10000 jévenes sobre el nimero
de botellines de cerveza que consumen a la semana, resultando una media de 5 botellines y una
desviacion tipica de 2 botellines. Suponiendo que esta variable es normal:

a) Determinar un intervalo de confianza al 80 % para el nimero medio de botellines consumidos
a la semana.

b) Si, para estimar el nimero medio de botellines de cerveza que consumen a la semana, se ad-
mite un error maximo de 0,25 botellines, con un nivel de confianza igual a 0,9 y manteniendo
la desviacion tipica inicial, ja cudntos jovenes en necesario entrevistar?

¢) Si la encuesta se realizara a 8500 jévenes y se obtuviera la misma media de 5 botellines vy,
con una confianza del 82 %, se obtuviera el mismo intervalo del apartado a), jcudl deberia
ser la desviacion tipica?

Solucion:

a) X =5, n=10000,0 =2y NC = 0,8
NC=80%=0,80=1-a=— a=0,20— %:0,1

P(Z< Zopp)=1-52=0,9= Zyp=1,285

2
2
E = Zyjp— = 1,285 ——— = 0,0257
Jn 10000

IC=(X—-E,X+E)=(5-0,0257;5 + 0,0257) = (4,9743;5,0257)

b) NC=90%=0,90=1—a = a=0,10 = %:0,05
P(Zgza/2)=1—%:o,95:> Doy = 1,645
o 2
E=Z,-0 — 0,25 =1,645——
a/Q\/ﬁ ) ) \/’ﬁ
c) n=28500, X =5,0=2y NC =0,82
NC=82%=08=1-a— a=0,18 — %:0,09

P(Zgza/2)=1—%=o,91: Zopy = 1,34

= n > 173,1856 = n = 174.

o g
Bz, L —131—2_
2n /8500

Problema 12.1.5 A3 (2,5 puntos) Una empresa, que se dedica a la venta de material tecnoldgico,
tiene unos beneficios (en miles de euros) dados por la funcién:

1,34 =0,0257 = o =1, 768226063

3

i 0<oxr<?2
5 si <z

B(z) =
2 —5r+9 si 2<2<4
5 si x >4
donde x es el tiempo en anos.
a) Hacer una grafica de B(z) ;jEs esta funcién continua? ;Es derivable?

b) (Cudndo aumentan y cudndo disminuyen dichos beneficios?

¢) (En qué afo o anos el beneficio es igual a 3000 euros?
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Solucion:

a) @ Haciendo una tabla de valores tenemos la grafica:

0sx<2 25x<4 x>4

x=2, x=4
(“4,5)

2,3)

000,00

@ Continuidad en [0, 00). Las tres ramas son continuas y hay que analizar la continuidad
enx=2yax=4.

e Enz=2: 3
x
lim B(z)= 1l (—) =
A P =l
lim B(z)= lim (2* —52+9) =3 — B(z) es continua en x = 2.
z—2+ z—2+
B(2)=3
e Enx=4:
lim B(z) = lim (2> —5z+9) =5
T—4- r—4-
lim B(z) = lim (5) =5 = B(x) es continua en z = 4.
z—4+t r—4+
B(4) =5

e Luego la funcién es continua en [0, 00).

@ Derivabilidad:

— si O<a<?2

20—5 si 2<ax<4
0 si T >4

Las ramas son derivables hay que estudiar la derivabilidad en z =2y z = 4.

e Enz=2:
B'(27) :g
= B'(27) # B'(2") no es derivable en x = 2.
B'(2T)=-1
3 Ean/(j_él) s
{ B(4%) = 0 = B'(47) # B'(4") no es derivable en x = 4.

e La funcidn es derivable en [0,2) U (2,4) U (4, c0)
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b) Tenemos 2z —5 =0 = x =5/2 y nos queda:

oo | D G [uw

B () + - + 0
B(x) | creciente /| decreciente N, | creciente , | constante

5
La funcién es decreciente en el intervalo (2, 5)
5
y creciente en el [0,2) U (5,4).

5 11
Tiene un minimo relativo en (5, Z) y otro absoluto en (0, 0).
Tiene un méximo relativo en (2,3) y otro absoluto en (4,5).

En conclusién:
000

= 3000€. A partir
11000

Los beneficios crecen hasta el aio 2 donde alcanza un beneficio de

= 2750€.

A partir de ese momento los beneficios crecen hasta el afio 4 donde se estabilizan en 5000€.

. ) .
de ese momento los beneficios decrecen hasta el ano — con un beneficio de

c) B(z)=3:

3
® Si0<zr<2= B(x):;:3=> x = 2 valor que no esté en la rama.

@& Si2<zr<4=— B(z)=2>-52+9=3= =2y 2z =3, luego en el afio 2 y en el
afio 3 hay un beneficio de 3000€.

@ Siz>4—=— B(z)=>5%# 3= no se producird nunca esta circunstancia.

Problema 12.1.6 B3 (2,5 puntos) Una empresa de juguetes fabrica molinillos de plastico como
el que se muestra en la figura 1. Las cuatro aspas del molinillo son iguales. La figura 2 muestra una
de estas aspas: por encima estd limitada por la pardbola y = —0, 24z% + 2z + 20, por la izquierda
por el eje de ordenadas, por la derecha por la recta y = 4o —24 y, por debajo, por el eje de abscisas.
Las unidades de los ejes se miden en cm.

a) Calcular la superficie total del molinillo (incluyendo el cuadrado
central). Figura 1

Figura 2

b) Cada molinillo se fabrica en plastico, con un coste de fabricacién
de 1,4 céntimos de euro por cm? de superficie, al que se afiaden
20 céntimos por el palito que le sirve de soporte. Asimismo, el \) gl
coste de distribucién (transportar los molinillos desde la fdbrica
a los puntos de venta) es de 24 céntimos por molinillo. ;A qué </
precio se debe vender cada molinillo si se desea que el beneficio x
total obtenido con la venta (precio de venta menos costes de
fabricacién y distribucién) sea un 20 % del precio de venta?

Solucién:

a) Tenemos f(z) = —0,242” + 2z + 20 y g(x) = 4z — 24

@ Buscamos los puntos de corte entre las dos gréaficas con = > 0:
55
f(x) =g(z) = —0,242° 422 +20 = 4o — 24 = —0,242° —20+44=0=—= z = -5
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(solucién no valida) y « = 10. Por otro lado f(0) = 20 = (0,20) y g(z) = 4z — 24 =
0= z2=6= (6,0)

25 25
También tenemos f'(z) = —0,482+2 =0 = z = N y f(z) = —-0,48 = f” (E) =

25 145
—0,48 = (E’ T) es un maximo relativo y con estos datos dibujamos un aspa del
molinillo.
¥ Mix(25/6,145/6)
x)
(0,20)
s1 s2 (10,16)
0<x<6 p<x<I
8(x)
y=0
0(0,0) 6.0

@ Tenemos dos areas:

y Se =

10
/6 ((2) — g(x)) da

6 6
/ (f(z) —0)dx = / (=0, 242” 4 22 + 20) dz = —0,082> 4 2% + 20x]§ = 138,72
0 0

10 10
/ (f(z) — g(z)) dz = / (~0,242% — 22 + 44) dx = —0,082% — 2? + 44a], = 49,28
6 6

S =51+ Sy = 138,72 + 49, 28 = 188 cm?

@ Area del cuadrado central 62 = 36 cm?

@ Area total= 45 +36 =188 -4 + 36 = 788 cm?
b) C =Coste del molinillo= 1,4 - 788 + 20 + 24 = 1147, 2¢ = 11,472€

Sea x el precio de venta, el beneficio B =2 —-C = 0,2t = 0,8t = C = x = 008 =
11,472 ’

. = 14, 34€

0,8 ’

Problema 12.1.7 A4 (2,5 puntos) Dos modelos de relojes, A y B, se producen en una fbrica en
la que hay 12 personas trabajando, cada una de ellas con una jornada laboral de 8 horas diarias.
El modelo A se tarda en hacer 3 horas y por él se obtiene un beneficio de 70 euros. El modelo B
se tarda en hacer 6 horas y por él se obtiene un beneficio de 160 euros. La produccién diaria debe
ser como minimo de 15 relojes, con la condicién de que el nimero de unidades del modelo B sea
como maximo la mitad del niimero de unidades del modelo A.

Para maximizar el beneficio diario:

a) Formular el correspondiente problema de programacién lineal.

b) Representar la regién factible.
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¢) ;Cudntos relojes de cada tipo le interesa producir al dia para obtener el maximo beneficio

diario? ;A cuanto asciende dicho beneficio?

Solucion:

Sean z numero de relojes A e y nimero de relojes B.

horas | beneficio
A 3 70
B 6 160
<96
a) La region factible es:
r+y>15 z+y>15
3z + 6y < 96 T+ 2y < 32
y < g =< z—-2y>0
x>0 x>0
y>0 y=>0

‘0(0,0) A(15,0) B(32,00—

Los vértices son: A(15,0), B(32,0), C(16,8) y

D(10,5).

b) La funcién objetivo es: f(x,y) = 70z + 160y

£(15,0) = 1050
£(32,0) = 2240
£(16,8) = 2400 Maximo
£(10,5) = 1500

Solucién por solver :

________

ggggggg

¢) El méximo beneficio es de 2400€ y se alcanza con la produccién de 16 relojes A y 8 relojes

B.

Problema 12.1.8 B4 (2,5 puntos) En un barrio viven un total de 875 personas clasificados en
tres grupos: ninos y jévenes, adultos y jubilados. La cuarta parte de los adultos es igual al doble
de la quinta parte de los ninos y jévenes y por cada 9 jubilados hay 26 del resto.

a) Plantear el correspondiente sistema de ecuaciones.

b) Explicando los pasos del método usado, resolver el sistema planteado.

¢) ;Cudntas personas hay en cada grupo?

Solucion:

Sean x numero de ninos y jovenes, y numero de adultos y z numero de jubilados.

a) 1y:gx = { 8z —5y=0

9(z +y) = 262

9xr 4+ 9y — 262 =0

141



- 1 1 1] 875 Fy 1 1 1 875
A= 8 —5 0 0 =| [ -8F | = 0 -13 -8 | —7000 =
9 9 26 0 F; —9F, 0 0 —35| —T7875

Sistema compatible determinado

—7875
R

hay 250 ninos y jovenes, 400 adultos y 225 jubilados.

=225, —13y — 1800 = —7000 = y = 400, x + 400 4 225 = 875 = z = 250

12.2. Extraordinaria

Instrucciones: Resolver un maximo de 4 preguntas, eligiendo UNA entre Al y B1,
UNA entre A2 y B2, UNA entre A3 y B3 y UNA entre A4 y B4. Cada pregunta se
evaluara entre 0 y 2,5 puntos.

Problema 12.2.1 A1l (2,5 puntos) En un taller de electricidad de vehiculos se reparan coches
(45 %), camiones (25 %), guaguas (20 %) y motos (resto). El 10% de los coches, el 15% de los
camiones, el 9% de las guaguas y el 12% de las motos vienen al taller por fallos en el sistema de
arranque.

a) (0,5 puntos) Construir un diagrama de drbol que describa lo anterior.

b) (1 puntos) Calcular la probabilidad de que se repare en el taller un vehiculo que no tenga
fallos en el sistema de arranque.

c¢) (1 puntos) Si se ha reparado en el taller un vehiculo que presentaba fallos en el sistema de
arranque, jcudl es la probabilidad de que sea una moto?

Solucién: -
Sean C' coche, K camién, G guagua, M motos, F fallos en el sistema de arranque y F' sin fallos
en el sistema de arranque.

a) El 4rbol de probabilidad a la derecha.

b) P(F) =
P(FIC)P(C) + P(FIK)P(K) + P(FIG)P(G) + P(FIM)P(M) =
0,9-0,45+0,85-0,25+0,91-0,2+0,88-0,1 = 0, 8875
P(F|\M)P(M 12-0,1
o) pM|F) = PERDPQAD _ 0,12-0,10 _ o e

P(F) ~1-0,8875

Problema 12.2.2 B1 (2,5 puntos) La probabilidad de que un ave rapaz, que nace en un zooldgico,
sobreviva més de 5 anos, es del 10 %.

a) (0,5 puntos) Si en un zoo tenemos 10 aves rapaces nacidas este ano, hallar la probabilidad
de que al menos dos de ellas sigan vivas dentro de 5 anos.
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b) (1 puntos) Si entre todos los zooldgicos del pais hay 200 aves rapaces nacidas este mismo
ano, hallar la probabilidad de que, al cabo de 5 anos, hayan sobrevivido més de 10 y menos
de 15 de ellas.

¢) (1 puntos) Se ha hecho un seguimiento de 160 aves rapaces que viven en libertad, observandose
que s6lo 12 de ellas han sobrevivido mas de 5 anos. Calcular un intervalo de confianza al
90 % para la proporcién de aves rapaces en libertad que sobreviven més de 5 afos.

Solucion:

a) B(10;0,1)
P(X>2)=1-P(X<2) =1—-(P(X =0)+P(X =1)) =

10 10
1— ((o) -0,1°.0,91° + (1> -0,11~0799> = 10,2639
N(np,/7pq)

b) B(200;0,1), n > 10, np =20 > 5y ng = 180 > 5 = B(200;0,1) ~ N(20;4,2426)
10,5 — 20 14,5—20) B N

P(10<X<15)7P(m< <m =P(-2,24<Z<-1,3) =

P(Z < -1,3)—P(Z<-2,24)=1-P(Z<1,3)— (1—-P(Z <2,24)) =

P(Z < 2,24) — P(Z < 1,3) = 0,9875 — 0, 9032 = 0, 0843

12
C) 7’?,2160,]3:@

NC=90%=090=1-a— a=0,1— %:0,0513(232@/2):
Zo = 1,645

b4 0, 075 o 925
E= Za/Q\/ =1,645\/ ——— 722 — 0,0343

IC = (p— E; p+E) (0, 075 O 0343; 0,075 + 0,0343) = (0,0407;0,1093)

=0,075y§=1—p=0,925
=0,95 =

M\Q

Problema 12.2.3 A2 (2,5 puntos) Se realiza un estudio para evaluar qué proporcién de los pa-
sajeros en las rutas interinsulares viaja con descuento de residente. Para ello se toma una muestra
de 300 pasajeros, de los cuales se observa que 225 viajan con este descuento.

a) (1,25 puntos) Determinar un intervalo de confianza, al 96 %, para la proporcién de pasajeros
que viajan con descuento de residente.

b) (0,75 puntos) Usando la proporcién de pasajeros con descuento de residencia calculada en
esta muestra como estimacién de dicha proporcién en la poblacién, jde qué tamano deberia
ser la muestra si se desea construir un intervalo de confianza al 92 % para esa proporcién con
un error maximo de 0,037

¢) (0,5 puntos) Si se pierden los datos de 5 de los pasajeros de la muestra, jcudl es la probabilidad
de que ninguno de ellos viajara con descuento de residencia.

Solucion:
225
a) ﬁzﬁ:0,75:> Gg=1-p=0,25,n=300y
NC=9%6%=0,96=1—a— a=0,04 = %:0,02P(Z§Za/2):1_%:0,98:>
Zayo = 2,055

54 2
E= Za/Q\/ =2 055\/0 75 O 5 _0,0514

IC = (p—E, p+E) = (0, 75— o 0514 0,75+0,0514) = (0, 6986; 0,8014) = (69,86 %; 80, 14 %)
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b) NC=92%=0,92=1—a= a=0,08 = %:O,O4P(Z§Za/2):1— =0,96 =

Zojs=1,75

0,75-0,25 1,75\
E=0,03=1,75 —" = n> (0’03) (0,75 -0,25) = 638,021 = n = 639
n b

¢) B(5;0,75) = P(X =0) = <(5)> -0,75% - 0,25° = 0,00098

ol R

Problema 12.2.4 B2 (2,5 puntos) Un fabricante de televisores afirma que la duracién media de
su producto es de 10 anos. Para verificar esto, se selecciona una muestra aleatoria de 50 televisores
y se encuentra que la duracién media es de 9,5 anos, con una desviacién tipica de 2 anos.

a) (1,25 puntos) Calcular el intervalo de confianza del 88 % para la duracién media de los
televisores del fabricante.

b) (1,25 puntos) ;Qué tamafio muestral se necesita para estimar la duracién media de los tele-
visores con un error menor de 6 meses y con un nivel de confianza del 95 %?

Solucién:

a) n=>50,X=950=2y NC=8%
NC=88%=0,88=1-a=— a=0,12 — %:O,O6P(Z§Za/2):1—
Zoyy = 1,555
g
E=Z,5-2 =1,555
04/2\/7; )
(9,0602; 9,9398)

| R

=0,94 =

2

—0,4398 IC = (X —E; X+ E) = (9,5—0,4398:9, 540, 4398) =
75 ( ) = ( )

Q

b) NC = 95% = 0,95 =1 —a = a = 0,05 = %:0,025P(Zg Zojp) =15 =
0,975 = Zy 2 = 1,96

2
E:ZQ/Q%:> 0,5 = 1,96 = n 2 61,4656 = n = 62

Problema 12.2.5 A3 (2,5 puntos) El beneficio de una empresa, en miles de euros, a lo largo de
50 anos viene dado por:

—0,04t% + 2,4t para 0<t <40
B(t) = 40t — 320
®) — para 40 <t <50
siendo t el tiempo transcurrido (en afios).
a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de B(t) a lo largo de los 50 afios.

b) (1,25 puntos) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de B(t). ;Cudl es el beneficio méximo
y cudndo se produjo?

c) (0,5 puntos) Hacer una grafica de B(t).
Solucién:

a) @ Continuidad en [0,50]. Las dos ramas son continuas y hay que analizar la continuidad
en t = 40:
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e Continuidad en t = 40
lim B(t) = lim (—0,04t> 4 2,4t) = 32
t—40—

o 40t — 320

lim B(t) = lim WE—320 _ 4 —
t—40+ t—40+ t

B(40) = 32

B(t) es continua en t = 40.
e Luego la funcién es continua en [0, 50].
@ Derivabilidad en [0, 50]. Las dos ramas son derivables y hay que analizar la derivabili-
—0,08t+2,4 para 0<t<40 B'(407) = —0,8
dad en t = 40: B'(t) = 320
t2
Luego B no es derivable en ¢ = 40 = B derivable en cualquier punto del intervalo
(0,40) U (40, 50)

=
para 40 < t50 B'(407) = 0,2

b) Monoton{a:
—0,08t+2,4=0=—= t=30 para 0<t<40

B'(t) = 320
() tT>O para 40 <t < 50
(0, 30) (30, 40) (40, 50)
B'(t) + - +
B(t) | creciente | decreciente “\ | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (30, 40)

y creciente en el (0,30) U (40, 50).

Tiene un minimo relativo en (40;32) y un méximo relativo en (30, 36).

Ademas tenemos B(0) = 0 y B(50) = 33,6 por lo que el méximo relativo calculado ante-
riormente es absoluto. Podemos afirmar que el maximo beneficio es de 36000€ cuando han
transcurrido 30 anos.

c¢) Representacién gréfica:

Mix(30,36)

Min(40,32)

<t<5
0<t<40 40<t<50

/ x=40 x=50

Problema 12.2.6 B3 (2,5 puntos) Un joyero quiere revender una ldmina de oro cuyos margenes
limitan las funciones f(z) = (z —2)? y g(x) = = + 4. Si se mide en centimetros:

a) (1,25 puntos) Hacer una gréfica de la ldmina ;Cuél es la superficie de la ldmina?

b) (0,75 puntos) Si cada centimetro cuadrado de ldmina pesa 2 gramos, jcudntos gramos pesa
la ldmina?
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c¢) (0,5 puntos) Si el costo de adquisicién de la ldmina fue de 20 euros por gramo, ;cudl debe
ser el precio que debe poner a cada gramo de oro para tener un beneficio de 625 euros?

Solucion:

a) La funcién f(z) corta el eje de ordenadas en (0,4) y el de abscisas en el (2,0); f'(x)
20r—2)=0= =2y f’(2) =4 > 0= (2,0) es un minimo relativo; ademéas f(z) > 0.
La funcién g(z) es una recta que corta a f(z) en los puntos f(z) = g(z) = (z — 2)?
r+4= 22 -5x=0=2=0yz=5= (0,4) y (5,9).

\ v o

Sl

\ 8(x)

fx)

o(0,0) 20

5 5 3 245 192
S=/ (g(x)—f(x))dxz/ (a4 se)de= 5 4 52 2125 o0 g3 em?
o 0 37 20,7 6

125 125
b) Peso=2- - =3 = 41,67 gr.

125 125
c¢) Tenemos: Beneficio=Venta-Coste, es decir: 625 = = -p— = 20 = p = 35€/gr.

Problema 12.2.7 A4 (2,5 puntos) Una cerrajerfa se encarga de realizar dos tipos de puertas
mixtas, de hierro y madera. Para las puertas tipo TIMANFAYA, necesita 2 metros cuadrados de
hierro y 2 metros cuadrados de madera, y para las puertas tipo TABURIENTE, necesita 1 metro
cuadrado de hierro y 3 metros cuadrados de madera. Dispone un stock de 1000 metros cuadrados
de hierro y 1500 metros cuadrados de madera. La cerrajeria obtiene un beneficio de 250 euros por
cada puerta tipo TIMANFAYA y, por cada puerta tipo TABURIENTE, obtiene un beneficio de
350 euros.

a) (1 punto) Formular el correspondiente problema de programacién lineal.
b) (0,5 puntos) Representar la regién factible y determinar sus vértices.

¢) (1 punto) ;Cudntas puertas de cada tipo se deben fabricar, con los metros cuadrados de
material disponibles en el almacén, para obtener un beneficio méaximo? ;Cudl es el valor de
dicho beneficio?

Solucién:
Sean x nimero de tipo TIMANFAYA e y nimero de tipo TABURIENTE.

m? hierro | m? madera | beneficio

TIMANFAYA 2 2 250
TABURIENTE 1 3 350
< 1000 < 1500
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a) La region factible es:

2z +y < 1000

2 —+ 3y S 1500 B(375,250)
x>0

Yy =0 \<A(500,0)

low,0) y=0

Los vértices son: O(0,0), A(500,0), B(375,250) y C(0,500).

b) La funcién objetivo es:

Solucién por solver :

f(z,y) = 250z + 350y e e

0) =
500, 0) = 125000

1,
I
£(375,250) = 181250 Méximo
I

0,500) = 175000

¢) El mdximo beneficio es de 181250€ y se alcanza con la fabricacién de 375 puertas tipo
TIMANFAYA y 250 tipo TABURIENTE.

Problema 12.2.8 B4 (2,5 puntos) Un avién ofrece asientos de tres clases: primera, business y
turista. El nimero de asientos business son el doble que los de primera clase, y por cada 15 asientos
de clase turista hay dos de clase business. El precio por asiento fue de 350€ para primera clase,
280€ para clase business y 200€ para la clase turista. Si el importe total cobrado por los asientos
fue de 31280€, ;cuantos asientos de cada clase habia en el avién?

Solucién:

Sean z nimero de asientos de primera, y nimero de asientos de business y z niimero de asientos
de turista.

y =2z 20 —y =20
Z Y
- B = 5 — 15y — 22 =0
350z + 280y + 200z = 31280 352 + 28y + 20z = 3128
2 -1 0 0 Fy 2 -1 0 0
. A= 0 15 -2 0 | = £y = 0 15 -2 0 |=
35 28 203128 2F3 — 35F 0 91 40| 6256
Fy 2 -1 0 0
Fy = 0 15 =2 0 = Sistema compatible determinado
15F3 — 91F 0 0 78293840
93840

=y =120, 15y ~200=0= y =16, 20~ 16 =0 = 2 =38
Se ofrecen 8 asientos de primera, 16 de business y 120 de turista.
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Capitulo 13

La Rioja

13.1. Ordinaria

El examen esta distribuido en tres bloques, cada uno con 3 ejercicios.
En total se debe contestar a 4 ejercicios, de dos maneras posibles: o bien se eligen dos bloques y
se contesta a 2 de cada uno de ellos, o bien se contesta a 2 de un bloque y a 1 de cada bloque
restante.
Para evitar confusiones, se recomienda consignar claramente en la primera pagina de las hojas de
respuestas a qué cuatro ejercicios se responde en el examen.
Todos los ejercicio valen 2,5 puntos, y en la mayoria de ellos dicha puntuacién se desglosa con maés
detalle.
Todas las respuestas deben ser debidamente justificadas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean ni programables ni graficas, y que
no calculen integrales.
El tiempo disponible para resolver a las preguntas es de una hora y media.

Bloque 1. Algebra y Programacién lineal.

Problema 13.1.1 (2,5 puntos) Una pequenia empresa ha comprado, para regalar a sus clientes,
cien botellas de vino tinto de tres clases y a tres precios distintos: las de vino joven cuestan 4€, las
de crianza 8€ y las de reserva 12€. Se ha gastado lo mismo en reserva que en las otras dos clases
juntas. Ademads, si hubiera cambiado las botellas de reserva, por botellas de crianza y viceversa se
habria gastado en total 20€ mas.

a) (2 puntos)iCudntas botellas ha comprado de cada clase?
b) (0,5 puntos) §Cudnto ha gastado en total?

Solucién:
Sean x botellas de vino joven, y botellas de crianza y z botellas de reserva.

r+y+z=100 Tz +y+ 2z =100 x = 25 botellas
a) 12z = 4x + 8y = r+2y—32=0 = y = 40 botellas
4o + 12y 4+ 82 = 20 + 4o 4+ 8y + 122 Yy—2=2>5 z = 35 botellas
Por Gauss:
11 11100 Fy 1 1 1] 100 P
A= 1 2 =3 0 = | Fb—F | = 0 1 —4|-100 = Fy =
0 1 —-1| 5 Fy 01 -1 5 F3 — Fy



1| 100

105

||OO>—l

3z

1
1 74 —100 = sistema compatible determinado.
0

b) Se ha gastado: 4z + 8y + 122 =4-25 +8-40 + 12 - 35 = 840€

Problema 13.1.2 (2,5 puntos) Sean

3 1 2 1 1 -1
A_(fﬁ f2>’B_(0 3) yc_(l 1

Determina cudles de las siguientes matrices tienen inversa, y si es el caso calcilela:

a) A b) B c) C

Solucion:

a) Al =0= HA

b) |[B|=6#0= 3B7! (162 11/{))6)

) [Cl=2#0=— 3C! —(11//22 }g)
d) |ABC| = |A||B||C| =0 = #(ABC)™ !

e) |BC|=|B||C| =12 # 0= 3(BC)™* KQ 1) <1

0 3
G o) =Cl i)

d) ABC

S

105=> 2=35,y—4-3=-100— y=40y z +40+35=100 = = =25

)

e) BC

Problema 13.1.3 (2,5 puntos) Necesitamos obtener al menos 80 gramos de cobre, 60 de zinc y
60 de niquel, y sabemos hacerlo mediante dos técnicas distintas a partir de objetos desechados
fabricados con alpaca. Usaremos la primera técnica durante un tiempo x, y después usaremos la

segunda durante un tiempo y.

Con la primera técnica podemos conseguir, en cada hora, 8 g de cobre, 3 g de zinc y 1 g de niquel.
Con la segunda técnica obtenemos en una hora 4 g de cobre, 6 g de zinc y 12 g de niquel.
(Cuanto deben valer x e y para conseguir el objetivo en el menor tiempo posible?

Solucién:
Sean x el tiempo de la primera técnica e y el de la segunda.

Cu Zn Ni
técnicaprimera 8 3 1
técnicasegunda | 4 6 12

>80 | >60 | > 60
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@ La region factible es:

8x + 4y > 80

3x + 6y > 60
r+12y > 60 =
x>0

y=>0

2z +y > 20
r+ 2y > 20
x4+ 12y > 60
x>0
y=0

D(0,20)

c(20/3
]

4(60,0)

0(0,0)

20 20
@ Los vértices son: A(60,0), B(12,4), C( 33 ) y D(0,20).

—_—, =

@ La funcién objetivo es:

fly)=az+y
Solucién por solver :
£(60,0) = 60
F(12,4) = 16 e
20 2 40 , PN i T v— T
fl—,— ) =— ~13,33 Minimo :: : F— : sssosssr
33 3 E
P ve—— —
£(0,20) =20 e

2 20 seeseses7  of 133333333

20 -

@ Hay que utilizar la técnica primera — :

unidades de tiempo y la técnica segunda

— unidades de tiempo, con un total

Agregar

Cambiar

minimo de 3 unidades de tiempo.

Bloque 2. Analisis.
Problema 13.1.4 (2,5 puntos) Definimos la funcién

x2+w

)= mrr—s

en todos los valores reales x en los que la expresién tiene sentido. ;Cudl es entonces su dominio?
(0,25 puntos)

. Qué asintotas horizontales y verticales observaremos en la grifica y = f(z) Indica los limites de
f relevantes en cada una. (0,75 puntos)

Dibuja dicha gréfica, senalando en la misma las asintotas, los cortes con los ejes y también los
extremos relativos de f, que debes calcular previamente. (1,5 puntos)

Solucién:

@« P13 -2=0= r=-2yr=1=Dom(f) =R {-2,1}.
@ Asintotas:

e Verticales:

o Enx=-2:
i 2?4 2 ’ 2?4+ {2}
m —— = =0 m —=|—|=—-
z——2- T2+ — 2 0t yz—>—2+ 2+ —2 0-
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o Enx=1;

) 2+ 2 ) 2+ 2
Ilm ——=|—|=—-0y llm ——=|—| =
z—1- 22+ 1 — 2 0- a1t 22+ —2

e Horizontales: y =1

, 2+ , 22+

lm ——— = 1lim ————— =

zo—ocox2 4+ —2 z—00 x2 4+ x — 2

e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

@ Puntos de corte:

e Con OY hacemos z =0 = (0,0)
e Con OX hacemos f(z) =0 = 2°+2=0= (0,0) y (—1,0)

2(2 1 1
@ Monotonfa: f'(z) = (2(::+;)2 0= 1 = -5
22 +x—
00, =3 5 0
f(x) s -
f(z) | creciente /| decreciente N\

1
La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —2) U (72, 75)
1
La funcion es decreciente en el intervalo (—5, 1) U (1, +00).

1
Tiene un maximo relativo en <—§, 5)

@ Representacion grafica:

y \
/L o\

Max(-1/2,1/9)

Problema 13.1.5 (2,5 puntos) Una funcién f, definida en el intervalo [0,2], tiene la gréfica si-
guiente:

{ //—\ /f\ i |
A T
"4 Rt W

(1) (1,75 puntos) Expresa por intervalos el valor de f(z).
(1) (0,75 puntos) Calcula los valores x tales que f(z) =1/3.

Solucién:
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(1) En el intervalo [0,1/2)
flz) ==
En el intervalo [1/2,1)

f(z) es una recta que pasa por los puntos (0,0) y (1/2,1/2) =

f(z) es una recta que pasa por los puntos (1/2,1/2) y (1,0) =

f() =~ +1
En el intervalo [1,3/2) f(x) es una recta que pasa por los puntos (1,0) y (3/2,1/2) =
fly=a-1
En el intervalo [3/2,2) f(z) es una recta que pasa por los puntos (3/2,1/2) y (2,0) =
f(@) =~ +2
x si 0<x<1/2
_ —z+1 si 1/2<z<1
@ =9 221 & 1<z<3/2
—x+4+2 si 3/2<x<2
1 1
== i 0<z< <
T=g si 0<z
1 2 .1
—x+l=-=z=- si -<z<l1
1 3 3 2
W) f) =5 =
1 1:> 4 si 1< <3
r—1== r=< si T < =
3 3
1 5 3
—x+2=§:> gj:§ si §§x§2

Problema 13.1.6 (2,5 puntos) Sea f(z) = z* — 3z + 2.

(1) (1 punto) Encuentra sus extremos relativos, y evalia f en dichos puntos.

(11) (1,5 puntos) Halla el drea de la regién limitada por y = f(x), y =0, x = 1, z = —2, y haz

un dibujo de dicha region.

Solucion:

(1) f(x)=32>-3=0= o =+1

' (x) =6r = {

f"(1)=6> 0= z =1 Minimo
/"(-1) = -6 < 0= x = —1 Mdximo

Hay un Minimo relativo en el punto (1,0) y un méximo relativo en el (—1,4).

() 2° =32 +2=0= =1y 2= —2= la funcién no corta al eje de abscisas en ningiin
punto interior del recinto de integracién [—2, 1]

4 2
F(a:)z/(x3—3x+2)da::%—3%+2x
2
(333—3ac+2)dx:F(1)—F(—2):§—|—6:—7
) 4 4
2
S:\Sl|:£zﬁ,75u2



Min(1,0)

Bloque 3. Estadistica y Probabilidad.

Problema 13.1.7 (2,5 puntos) Un bombo de loterfa tiene diez bolas, numeradas del 0 al 9. Rea-

lizamos dos extracciones consecutivas, sin reemplazar la primera bola. Sean los sucesos:
A = “la primera bola es 0”

B = “la primera bola es 5”
C = “la segunda bola es mayor que la primera”
Calcula entonces las probabilidades siguientes:

a) P(A) b) P(B) c) P(C) d) P(A|C) e) P(B|C)
Solucion:
1
a) P(A)—E—OJ
1
b) P(B):—Ozo,l
¢) P(C) = P(0;123456789) + P(1;23456789) 4 P(2;3456789) + P(3;456789) + P(4;56789) +
9 18 1 7 16 15 14
P(5;678 )+P(6,789)+P(7,89)+P(8,9)fE§+E ST 9 o9 09 10 s
L3, 12, 1l 19,8, 1,65, 0,3, 2 h 1b &_,
097109 09 0\ g g ToTgTg g9y 10 9 90
P(ANC) P(A) 0,1
d) P(A|C) = = = =0,2
) PIAIC) P(0) P(C) 0,5 7
P(B L4y
e) P(B|CO) = (BOC) 109 — =0,0889

PiC) I T
Problema 13.1.8 (2,5 puntos) La variable X mide la estatura de los (y las) policias de Francia.
Sigue una distribucién normal con desviacién tipica de 6,5 (en cm), de forma que el 11,507 % de

policias de Francia mide mas de 183 cm.

a) (1,75 puntos) Calcula la media de la variable X.

b) (0,75 puntos) Averigua la estatura que es superada por el 88,493 % de policias en Francia.

Solucion:
N(1;6,5)
183 — 183 —
a) P(X2183):P<Zz 82’5“):1—13(23%):0,11507:»
183 — 7 183 —
P(Zg 825”>=1—o,11507=0,88493:> 8;’5“:1,2:>M=175,2
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b) p(th):p<Z2ﬂ):p(Z§_ﬂ

6,5 6,5
—% =1,2= t=167,4
El 88,1193 % de los policias superan la altura de 167,4 cm.

) = 0,88493 —

Problema 13.1.9 (2,5 puntos) Llamamos X a la longitud de la cola de un ejemplar adulto de
lémur barbado, especie recientemente descrita. Sigue una distribuciéon normal cuya desviacion tipica
tiene un valor asumido de 4,2 cm (por los estudios realizados en variedades similares), y para estimar
su media p se ha tomado una muestra independiente de 20 lémures. La media muestral resulta ser
X =38,6 cm.

a) (1,25 puntos) Calcula un intervalo en el que situarfamos a u con el 95% de confianza.

b) (1,25 puntos) Si juzgamos excesivo el error muestral y queremos repetir la estimacién con
una muestra m&s numerosa, lo justo para que dicho error sea menor que 1 cm, jcual deberia
ser el tamano de dicha muestra?

Solucion:

a) n=20,X =386y NC=95%=0,95=1—a= a=0,05— %:0,025

P(Z < 2ap2) = 17%:0,975:> Zaj2 = 1,96

4,2
E:zoﬂ% - 1,96\/’%

IC=(X—E, X +E)=(38,6—1,8407; 38,6 + 1,8407) = (36, 7593; 40, 4407)

=1, 8407

o 4,2
b) EF = — = 1=1,96—= = n > 67,765824 = n = 68.
) Za/Z\/H ) \/ﬁ n =z ) n

13.2. Extraordinaria

El examen esta distribuido en tres bloques, cada uno con 3 ejercicios.
En total se debe contestar a 4 ejercicios, de dos maneras posibles: o bien se eligen dos bloques y
se contesta a 2 de cada uno de ellos, o bien se contesta a 2 de un bloque y a 1 de cada bloque
restante.
Para evitar confusiones, se recomienda consignar claramente en la primera pagina de las hojas de
respuestas a qué cuatro ejercicios se responde en el examen.
Todos los ejercicio valen 2,5 puntos, y en la mayoria de ellos dicha puntuacién se desglosa con mas
detalle.
Todas las respuestas deben ser debidamente justificadas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean ni programables ni graficas, y que
no calculen integrales.
El tiempo disponible para resolver a las preguntas es de una hora y media.

Bloque 1. Algebra y Programacion lineal.
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Problema 13.2.1 (2,5 puntos) Para que no se desanimen los equipos de menos nivel, los organi-
zadores de un torneo escolar de futbol adjudican en cada partido un nimero positivo de puntos a
los dos equipos. Lo hacen de forma que:

@ 5 empates equivalen a 2 victorias mas 2 derrotas;
@ ]| victoria equivale a 3 derrotas méas 1 punto;
@ ] derrota mas 5 puntos equivalen a 1 victoria més 1 empate.

;, Cuantos puntos se adjudican por victoria, empate y derrota?

Solucién:

Sean x el nimero de puntos por victoria, y el niimero de puntos por empate y z el niamero de
puntos por derrota.

5y = 2x + 2z 20 =5y +2z=0
- r=3z+1 == r—3z=1
z+5=x+y rT+y—2=>5
2 -5 210 ) +— F3 1 1 —-11]5
. A= 1 0 =311 = Fy = 1 0 =311 =
1 1 —-11]5 Fs3 +— Fy 2 =5 210
" 1 1 —-1] 5 Fy 1 1 -1] 5
Fy,— Fy = 0 -1 —-2| —4 = Fy = 0 -1 -2|—-4 =
F3 —2F; 0 -7 4|-10 F3 —TF 0 0 18] 18
Luego el sistema es compatible determinado (solucién tnica)
182=18—= z=1 x = 4 puntos por victoria
- —y—2=-d=y=2 = y = 2 puntos por empate
r+2—-1=5b= x=4 z = 1 puntos por derrota

Problema 13.2.2 (2,5 puntos) Una de las dos matrices siguientes tiene matriz inversa. Calcilala:

110 1
A=(10 1), A=|1
01 1 2

—_ O =

0
1 (2 puntos)
1

(Cudl es la inversa de dicha matriz inversa? ;Por qué sabes que la otra matriz no tiene inversa?
(0,5 puntos)
Solucién:
1/2 172 —1/2
Al =-2= 347 = 1/2 -1/2 1/2
-1/2  1/2 1/2
|IB|=0= #B*

Problema 13.2.3 (2,5 puntos) Dibuja la regién del plano formada por los puntos (x,y) que
cumplen
0<y, 0<x
r+y<4
r+2y<6,y
<3

(1 punto)

Estudia respectivamente en qué puntos de dicha regién toman su valor maximo las siguientes
funciones: (1,5 puntos)
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3
. + -y

Solucion:

@ La region factible es:

z+y<4
r+2y<6
r<3
x>0
y=>0

. z + 3y

x=3

000,0) =0

@ Los vértices son: 0(0,0), A(3,0), B(3,1), C(2,2) y D(0,3).

@ La funcién objetivo es:

L f(z,y) =2+ %y
f(0,0)=0
f(3,0)=3
IERE
f(2,2)=3
70,3 =3

El méximo es de 5 en el punto B(3,1).

. flz,y) =x+ 3y

Maéximo

14(3,0)

Solucién por solver :
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Solucién por solver :

-
~~
© N W WO
W N =R OO
S N N N N
I
OO oW O

El mdximo es de 5 en el punto C(2,2).

ut. f(z,y) =z + 3y

Maximo

El méximo es de 9 en el punto D(0, 3).

......

Bloque 2. Analisis.

Problema 13.2.4 (2,5 puntos) La futura compaiia Rioja-Rail seguird una estricta politica de
compromiso de puntualidad: si el retraso de un tren de cercanias es igual a un tiempo ¢ (en
minutos), y el importe pagado por el trayecto es L (en cualquier criptomoneda) se reintegrard en
la cuenta de usuario una cantidad dada por

0 si t <10
at+b si 10<t<20
r(t)=¢ L/2  si t=20
ct+d si 20<t<60
L si t > 60

Sabiendo que r es una funcién continua, dibuja su grafica y averigua los valores de a, b, ¢ y d.

Solucién:
La funcién r no estd definida para ¢t = 10 y, por tanto, no puede ser continua en ese punto.
Considero r(t) = 0 si t < 0. La funcién quedarfa de la siguiente forma:

0 si t <10
at+b si 10<t<20
r(t)=< L/2  si t =20
ct+d si 20<t<60
L si t > 60
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Las ramas son siempre continuas, hay que estudiar la continuidad en ¢t = 10, ¢t = 20 y ¢ = 60:

@ Ent=10:
lim r(t)= lim 0=0

t—10— t—10
lim r(t) = hm (at+b) =10a+b = 10a+b=0
t—10+1 t—>
f(10) =0
@ En ¢t = 20:
lim r(t)= lim (at +b) =20a+0b
t—20— t—2 I
tﬂglmr(t) fthm (cter) =20c+d . 9044 b=920ctd— 3=
L
20) = =
1(20) = 5
40a +2b =L
40c+2d =1L
20a +b—20c—d=0
@ En ¢t =60:
lim r(t) = hm (ct +d)=60c+d
t—60—
lim r(t)— hm L=1L = 60c+d=1L
t—601 t—60
f(60) =
L 0 si t <10
a—=—
_ 20 L
10a+b=0 I Zt+L si 10<t<20
40a+2b=1L b=—— 20 )
o { 40c+2d=1L — L2 — () ={ L/2 si t=20
206 +b6—20c—d=0 c= = L L
d=7 L si 1>60
@ Representacién grafica para L = 80:
0 si t <10
4t —40 si 10<t <20
r(t) = 40 si t=20
t+20 si 20<t<60
80 si t > 60
<10 ’ 10<t<29 20<t<60 260

=10 =20 =60

(60,80)

/(2040

00,0 | (10,0)

159



Problema 13.2.5 (2,5 puntos) En la figura, x es un valor tal que 6 < x < 19, y algunos segmentos
miden lo que se indica.

Justifica debidamente que el drea A(z) del poligono dibujado (sin contar el tridngulo inferior) viene
dada por

A(z) = 18 + 222 — 2?

;Para qué valor de x dicha area es maxima? ;Para cudl es minima? Dibuja la figura cuando x es
el valor de area minima.
Solucién:

o

o
|

8

(xr —6)6

A(z) = Se(x) — Si(x) = x(25 — ) — 5

Az)=-20422=0= z=11
A'(z) = —2= A"(11) = =2 < 0 = 2 = 11 u es un mdximo relativo con un drea maxima de
A(11) = 139 u?.

=252 — 22 —3x — 18 = —2% + 222 + 18

Para calcular el minimo valoramos la funcién en los extremos del intervalo A(6) = 114 y
A(19) = 75. Luego el drea minima es 75 u®> = =z =19 u

19

Problema 13.2.6 (2,5 puntos) La recta y = 5 — 2z delimita un tridngulo rectdngulo con los ejes
de coordenadas, Calcula sus vértices. (0,5 puntos)

La pardbola y = 22+ 2z divide al trigngulo anterior en dos regiones. Dibujalas sefialando los puntos
de corte, y halla el drea de ambas. (2 puntos)

Solucion:
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@ Corte con el eje de ordenadas: hacemos z = 0 = (0,5)
5
Corte con el eje de abscisas: hacemos y = 0 = (5, 0)
5 5/2-5 25
Los vértices del tridngulo son O(0,0), (0,5) y (5,0). Su érea serfa S; = /T = u‘2
@ Calculamos los puntos de corte de la recta y = 5 — 2z con la pardbola y = 22 + 22 —
5—2=a’4+2r = 2’ +4x—-5=0=z=1yx=-bF (no vélida por no pertenecer
a la frontera del tridngulo) Dibujamos con una tabla de valores, la recta con los puntos del

15
apartado anterior y la pardbola pasa por (0,0), (5, Z) y (1,3)

Sy
N

y
\
0,5)

A13)

o0 &%x)

Tenemos dos recintos:

e Primer recinto:
Sy :[0,1] con la recta por encima de la pardbola: (recta menos (05

parabola) 2

! z3 g
51:/(—$2—4m+5)da::———2m2+5x =_-u?
o 3 . 3

/|0(0,0) (5/2,0)

e Segundo recinto:
Sy tiene dos recintos, uno A : [0, 1] de la pardbola con el eje

5
de abscisas y otro B : {1, 5} de la recta con el eje de abscisas:

1 5/2
52:A+B:/($2+2$)d.13+/ (5—2z)dx =
0 1

1

3
T 9 o572 4 25 43
o Sr — =4+ ——4=—
3 +x . +or —x L 3 + 1 T
y 8 43 25
e Area del tridngulo= S; = S1 + S5 = 3tno=71 u? como era de esperar.

Bloque 3. Estadistica y Probabilidad.

Problema 13.2.7 (2,5 puntos) Basdndose en encuestas, se considera, para la gente de La Rioja,

que los sucesos

A: “le gusta pasar sus vacaciones en la playa”;

B: “le gusta pasar sus vacaciones en la montana”; y

C: “no le gustan ni la playa ni la montafia para sus vacaciones”
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Tienen probabilidades: P(A) = 0,75, P(B) =0,5y P(C)=0,1.
Se entiende que “le gusta” y “no le gusta” son en cada caso complementarios: cualquier persona

[{9¢}]

responderia o bien “si” o bien “no” a las preguntas de si le gustan playa o montana.
I. ;Cuénto valen P(AUB) y P(AN B)?
1. ;Son Ay B sucesos independientes?

1. ;Cudl es la probabilidad de que a una persona le guste la montana si sabemos que para ella
no sucede C?

Solucion:

1. Tenemos P(C) = P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=0,1= P(AUB)=0,9
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,9 =0,75+0,5 — P(AN B) =
P(ANB)=1,25-0,9=0,35

1. P(A)-P(B)=0,75-0,5=0,375%# P(ANB) =0,35 = Ay B no son independientes.

n. P(B|C) = P(BNC) _P(B)-P(BNC) _05-0_5

P(C) 1—P(C) ’1—0,17520’5556

Problema 13.2.8 (2,5 puntos) Una variable aleatoria X tiene distribucién normal de media 10 y
desviacion tipica 4. Tomaremos una muestra de cierto nimero n de valores independientes de X,
y llamaremos X a su valor promedio. El valor n cumple que

P(X <15) = P(X < 11)
I. (1 punto) ;Cudnto vale dicha probabilidad?
1. (1,25 puntos) ;Qué ntmero es n?
1. (0,25 puntos) ;Hay algtin valor a para el que P(X < a) no dependa de n?

Solucion:

b 4
Tenemos: X ~ N(10,4) y X = N (107 \/ﬁ)

15— 10
) = P(Z < 1,25) = 0,89435

I P(X<15):P(Z<

1110
4/\/n

. Sia=10= P(Y<10):P<Z<

4 11-10
1. P(X<11):P(Z< ):0,89435:> =1,25=> n=25

4/vn

10 -1
0 0) = P(z < 0)=0,5, el resultado no dependeria

v

den

Problema 13.2.9 (2,5 puntos) Nuestra casa estd en la ladera de un monte, justo donde comienza
el bosque de pinos. Un dia medimos el que tenemos més cerca, y resulté tener una altura de 17,26
metros. Le preguntamos a nuestro amigo guardabosque si es un valor representativo, y nos dijo:
“Qué casualidad, hemos calculado un intervalo al 90 % de confianza para la media de la altura, y
el extremo superior es de 17,26 m. Hemos supuesto que la altura tiene distribuciéon normal y que
la desviacién tipica es 6,93, la habitual en estas repoblaciones, y hemos medio 100 arboles para
calcularlo”.
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[ Cudl fue el promedio de la altura de los pinos de la muestra, y qué intervalo de confianza se
obtuvo por tanto?

Solucion: B
N(u;6,93), n =100 y extremo superior del IC = X + FE = 17,26

NC=90%=09=1-a— a=0,1— %:07055
P(Zgza/g)zl—%:0,95:> Zaj2 = 1,645

6,93
E:za/Q% - 17645\/’m —1,14

X+1,14=17,26 = X = 16,12
IC=(X—-E,X+E)=(16,12—1,14;16,12 4+ 1,14) = (14,98; 17, 26)
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Capitulo 14

Madrid

14.1. Modelo

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera responder razonadamente a
cinco preguntas cualesquiera a elegir entre las diez que se proponen.
Cada ejercicio se valorara sobre 2 puntos, y si consta de dos apartados, cada apartado se valorara

sobre 1 punto.
DURACION: 90 minutos.

Opcién A
1 -1 a
Problema 14.1.1 (2 puntos) Considere la matriz A= a 1 -—a
1 1 1

a) Determine los valores de a para los cuales la matriz A es invertible.
b) Calcular A~ para a = 1.
Solucién:

a) [Al=a*+2a+1=0= a=—-1= FA ' Vac R~ {-1}

1 -1 1 /2 1/2 0
b) Sta=1= A= 1 1 -1 |= A=| -1/2 0 1/2
11 1 0 —1/2 1/2

Problema 14.1.2 (2 puntos) Una empresa de transportes ha comprado dos furgonetas, una gran-
de y otra mediana. La normativa vigente solo permite circular un maximo de 400000 km a la grande,
250000 km a la mediana y un total de 600000 km entre ambas. Por las rutas que establece la em-
presa, por cada kilémetro que recorre la furgoneta grande, la mediana circula como méximo 2 km;
y por cada kilometro que recorre la furgoneta mediana, la grande hace un méximo de 4 km. Por
cada kilémetro de circulacién de la furgoneta grande se obtiene un beneficio de 10 céntimos y por
cada kilémetro de circulacién de la mediana un beneficio de 5 céntimos.

Determine el maximo beneficio posible y el nimero de kilémetros que debe recorrer cada una de
las furgonetas para obtenerlo.
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Solucion:

Sean z el numero de kilémetros recorridos por la furgoneta grande e y los de la mediana.

@ La region factible S es:
x < 400000
y < 250000
z +y < 600000
20 —y >0
z—4y <0
z,y >0

Los vértices a estudiar serdn: O(0, 0),

A(400000, 100000), B (400000, 200000),
C (350000, 250000) v D (125000, 250000)

@ La funcién objetivo es f(z,y) = 10z + by =

f(0,0) =

f(400000 100000) = 4500000
£(400000, 200000) = 5000000
£(350000, 250000) = 4750000

£(125000, 250000) = 2500000

El méximo beneficio se obtiene cuando la furgoneta *
grande hace 400000 kms y la mediana 200000 kms, sien- -
do este beneficio de 5000000 céntimos, es decir, 50000€

Problema 14.1.3 (2 puntos) Se pide:

a) Represente la gréifica de la funcién f(z) = 3

200000 -80¢

//(125000,250000) y=250000 C(350000,250000)
X+F600000
\B(400000,200000)
2x-y=0,
&
4(400000,100000)
X-dy=0
0(0,0)
<
Solucién por solver

— 3z + 1 prestando especial atencién a la

determinacién de sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. Determine los valores de =
en los que f alcanza maximos o minimos relativos.

b) Represente la gréfica de g(z) =

Solucién:
a) Calculamos

@ Dom(f) =R

@ Puntos de corte:

f(z —3)+2, donde f es la funcién del apartado anterior.

e Con OY = f(0)=1= (0,1)
e Con OX = f(z)=2%-32+1=0= (—1,9;0), (0,35;0) y
de obtener y no necesarios)

@ Asintotas no tiene.

@ Monotonfa: f'(z) =322 -3 =0= 2z = =+1

(1,5;0) (complejos

(700371) (7171) (71,+OO)
f'(x) + +
f(x) | creciente | decreciente N | creciente
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La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00), y decreciente en el intervalo
(—1,1), tiene un méximo relativo en el punto (—1,3) y un minimo relativo en (1, —1).

@ Curvatura: f’(z) =6r=0= =0

(—00,0) (0, +0)
/(=) - +

f(z) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa en el intervalo (—oo,0) —~ y céncava en el (0, +00) —. Tiene un
punto de inflexién en (0, 1)

@ Representacién grafica:

/
// }\’1(0,1) /
(-1,9;0). (0.35:0)  /(1,5:0)
o N

/ A

/ Min(1,-1)

b) f(x — 3) es la traslacién horizontal derecha de 3 unidades de la funcién f(z) y g(x) =
f(x —3) + 2 es la traslacién vertical hacia arriba de dos unidades de la funcién f(x — 3).

/ /
/ /)

//
s)x-3)+2/ /

Problema 14.1.4 (2 puntos) Considere el lanzamiento de un dado equilibrado. Sea A el suceso
el resultado es 1 0 2, B el suceso el resultado es 2 0 3 y C el resultado es par.

a) Verifique que P(A|C) = P(B|C) = P(AN B|C).
b) Calcule P(AU B|C).

Solucion:

a) P(A|C) = 2

3 casos favorables sélo hay uno que salga el 2 y 3 casos posibles 2 0 4 o 6.
1
P(B|C) = 3 casos favorables sélo hay uno que salga el 2 y 3 casos posibles 2 0 4 0 6.
1
P(ANB|C) = 3 AN B = {2} luego sblo hay un caso favorable y 3 casos posibles 2 0 4 o 6.

Luego: P(A|C) = P(B|C) = P(ANB|C) = %

1
b) AUB={1,2,3} = P(AUB|C) = 3 s6lo hay un caso favorable de tres posibles.
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Problema 14.1.5 (2 puntos) Para una poblacién en la que se observa una variable aleatoria X con
distribucién normal, de media desconocida y desviacién tipica igual a 1,5, se tomé6 una muestra
aleatoria simple para estimar la media poblacional y se obtuvo un intervalo de confianza cuyos
extremos son 11,0703 y 12,9297.

a) Determine el valor de la media muestral.
b) Si el tamano de la muestra fue 10, jcudl es el nivel de confianza del intervalo obtenido?

Solucion:
N 1,5)

— 11,0703 + 12,9297
a) X = — ;_ ! =

b) v 2E = 12,9297 — 11,0703 = 1,8594 = E = 0,9297

12

1,5 V10 - 0,9297
E= zm% — 0,9207 = Z“/Q\/’T*o = zajp = = 1,06

P(Zgza/Q) :P(Z§1,96)=O,975=1—%:> a=0,0= NC=1-—a=0,9
Luego el nivel de confianza es del 95 %.
Opciéon B

Problema 14.1.6 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
troa € R:
rt+ay=a
ax+y+az=0
z=1

a) Discuta la compatibilidad del sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 2.

Solucion:

0
A= a D JAl=1-ad*=0= a=+1
1

O Q =
o~
— o

@ SiaecR—{+1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

& Siag=—1:
1 -1 0] -1 F 1 -1 0] -1
A= -1 1 -1 0 =| KL+ F | = 0 0 —1]| -1 =
0 0 1 1 F3 0 0 111
Fi 1 -1 0| -1
F, = 0 0 —-1] -1 e
F5+ Fy 0 0 0| 0

Sistema compatible indeterminado
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& Siag=1:

B 1 1 011 Py 1 1 0] 1
A= 11 1|0 |=| Fk-F|= 0 0 1|-1 =
00 1|1 F3 0 0 1|1
Py 11 0] 1
Fy ={ 0 0 1|-1 =
F3 — Fy 0 0 0| 2
Sistema incompatible
b) Sia=2:
T+2y=a T =-2
20 +y+22=0 = y=2

Problema 14.1.7 (2 puntos) Se pide:

a) Determine el area de la regién acotada del plano limitada inferiormente por el eje de las = y

superiormente por la pardbola y = 9z — z2.

b) Determine el drea de la regién acotada del plano limitada inferiormente por la pardbola
y = 9z — x? y superiormente por las rectas tangentes a esa parabola en los puntos de corte
con el eje de las x.

Solucion:

a) 9z —2? =0 = x =0y x = 9. Los limites de integracién son los extremos del intervalo
[0,9]. La funcién en este intervalo es positiva (f(3) = 18 > 0) y el resultado de la integral
debe de ser positiva.

9 2
S:/ (9x—m2)dngi—
0 2

2*1° 243
310

7 = 12175 U2

/10(0,0) ()

b) f'(x) =9—-2z
En (0,0) la pendiente de la recta tangente es mg = f'(0) = 9 = y = 9z es la recta tangente
en (0,0)
En (9,0) la pendiente de la recta tangente es mg = f'(9) = -9 = y = —-9(x - 9) = y =
—9z + 81 es la recta tangente en (9,0)
Calculamos el punto corte de ambas rectas:

{y:9x :>{x:9/2
y = —9z + 81 y = 81/2
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9-81/2
El area del tridangulo formado por las dos tangentes y el eje de abscisas es A = 7/ =

729 2
T
729 243 243
El drea buscadaes S = A— S = — — == = 2= =60, 75 u?
4 2 4
0(0,0) (9,0)\\
4 N\
4 AN
// \\\k \

Problema 14.1.8 (2 puntos) Una pasteleria hace diariamente una cantidad fija de dulces cuya
masa requiere de un tiempo de reposo, el cual tiene que ser de una a dos horas. La pasteleria usa
un ingrediente secreto. La cantidad necesaria de ingrediente secreto, medida en gramos, varia en
funcién del tiempo de reposo de la masa segun la siguiente funcion:

1
Q(t):§t4—3t2+5, 1<t<2

siendo t el tiempo de reposo medido en horas.

a) La produccién diaria de dulces tiene un coste fijo de 150 euros més el coste por el uso del
ingrediente secreto, el cual cuesta 100 euros/gramo. Obtenga la funcién que representa el
coste de produccion diaria de estos dulces y encuentre el tiempo de reposo de la masa que
minimiza dicho coste. Indique el valor del coste minimo.

b) Obtenga el tiempo de reposo que maximiza el coste de produccién e indique la cantidad de
ingrediente secreto que se necesitaria en este caso.

Solucion:

1
a) C(t) =150+ 100 (5754 — 3t + 5) =50 (t* — 6t> + 13)

C'(t) = 200t (t2 -3)=0=t= +1/3, la solucién negativa no es relevante.
C"(t) = 600(t> — 1) = C”(v/3) = 1200 > 0 => ¢ = /3 horas es un minimo relativo con

un coste de C(v/3) = 200€
Tenemos C(1) = 400 y C'(2) = 250 => el minimo calculado es absoluto.

b) Por la visto en el apartado anterior el méximo coste se produce en ¢ = 1 hora de reposo con

5
una cantidad de Q(1) = 3= 2,5 gramos.

Problema 14.1.9 (2 puntos) Se pide:

a) Se tienen 7 sobres cerrados. Uno de ellos contiene un premio y el resto son sobres vacios. Se
lanza un dado y luego se descartan tantos sobres vacios como el dado indique. Posteriormente,
se escoge al azar uno de los sobres que restan.

b) (Cuél es la probabilidad de escoger el sobre premiado?
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¢) Si sali6 el premio, ¢cudl es la probabilidad de que el resultado del dado haya sido el 1?7

Solucion:

a) Sean G gana el premio y sea Q = {1,2,3,4,5,6} el espacio muestral del dado.

Tenemos: P(1) = P(2) = P(8) = P(4) = P(5) = P(6) = ¢

Tenemos: P(G[1) = % P(GJ2) = ; P(GI3) = i P(GJ4) = % v P(G]5) = % v P(GI6) = 1
b) P(G) = P(G|1)P(1)+P(G|2)P(2)+P(G|3)P(3)+P(G|4)P(4)+P(G|5)P(5)+P(G|6)P(6) =
6 6 56 46 36 2 6 6 120
P(GIL)P(1) %-+ 10
c) P(1|G) PG) 1 = 17~ 006803

Problema 14.1.10 (2 puntos) Para estimar la proporcién de estudiantes de una determinada
facultad que utilizan la cafeteria se toma una muestra de estudiantes al azar.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional es P = 0,55, determine el tamafio minimo necesario

de la muestra de estudiantes para garantizar que, con una confianza del 98,02 %, el margen
de error en la estimacién no supera el 10 %.

b) Si la muestra aleatoria fue de 100 estudiantes, de los cuales 70 utilizaban la cafeterfa, de-
termine un intervalo de confianza al 95 %. para la proporcién de estudiantes que utilizan la

cafeteria.

Solucion:

a) Tenemos NC = 98,02 %
NC=0,9802=1—a— a=0,0198 — %:0,0099

P(Z < Zyjp)=1— % =1-0,0099 = 0,9901 = Z, /5 = 2,33

0,55-0,45
E=z, /2 =033,/ 222 2% 1 —
/ n n

2,332
n> (55 ) (0,55-0,45) = 134,365275 = n = 135

70
b) nleO,ﬁ:m:OﬁyNC:%%:

NC=0,95=1—a— a=0,05— %:0,025
P(ZSZQ/Q):1—%:1—0,025:0,975: Zojy = 1,96

[5d [0,7-0,3
E:Zoc/Q ;:1,96 W:0,0SQS

IC = (p—E,p+E) = (0,7—0,0898;0,7+0,0898) = (0,6102;0,7898) = (61,02 %; 78,98 %)
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14.2. Ordinaria

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera responder razonadamente a
cinco preguntas cualesquiera a elegir entre las diez que se proponen.
Cada ejercicio se valorara sobre 2 puntos, y si consta de dos apartados, cada apartado se valorara

sobre 1 punto.
DURACION: 90 minutos.

Opcién A

Problema 14.2.1 (2 puntos) Se considera la matriz A dada por

1 -1 1
A=12 1 0
1 0 1

a) Estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

b) Determine la matriz X tal que

1
A-X=11
1
Solucion:
/2 1/2 —1/2
a) [A]=2#0= 347 = -1 0 1
~1/2 —-1/2 3/2
1 /2 1/2 —1/2 1 1/2
by X=A1'11]=( -1 0 1 1]=(0
1 -1/2 —1/2 3/2 1 1/2

Problema 14.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por la siguiente
expresion:
f(z) =622 +ae” -2, acR

1
a) Obtenga el valor del pardmetro real a sabiendo que / f(z)dx=e—1.
0

b) Para a = 1, obtenga la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de
abscisa x = 0.

Solucién:
! 1
a) / flz)dz = 2$3+ae$—2x]0=ae—a:e—1:> ale—1)=e—1= a=1.
0
b) La ecuacién punto pendiente de una recta es y — b = m(x — a), en nuestro caso a = 0.
f)=622+e*—2= fa)=120+e" = m=f(0)=1yb=f0)=-1= y+1=

r=y=x—1
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Problema 14.2.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por la siguiente

expresion:

e

—_ si <0
2 +1 -
xTr) =
/(@) 2?41 )
si >0
r+1

a) Indique el dominio de la funcién f(z) y analice su continuidad, senalando el tipo de discon-
tinuidad si la presenta.
b) Determine las asintotas de la funcién anterior.
Solucién:
a) @ Continuidad en x = 0:
4
lim =0
z— 0— T2 +1
.22 41 =
lim =1
=0+ -+ 1
f(0)=0

lim f(x) # lm f(z) = f no es continua en z = 0 hay una discontinuidad no
z— 0~ z— 0t

evitable, la funcién tiene un salto.

4
- . S
@ Enlaramaz <0= f(z)= R el denominador no se anula para ningtn valor de
x
esta rama y, por tanto, es continua en toda la rama.
2 +1

@ En laramaz > 0= f(z) = ) el denominador se anula para x = —1 valor que
x
no esta en la rama y, por tanto, es continua en toda la rama.
@ En conclusién, f es continua en R — {0}.

@ En conclusién, Dom(f) =R, en z =0 es f(0) = 0.

b) Asintotas:
gt
x2+1
esta rama y, por tanto, no tiene verticales.
lim f(x) = —oco = no hay horizontales.
T—r —0O0
/(=)

m= lim ~——+ = 400 = no hay oblicuas.
Tr—r —0Q0 T

@ Enlaramaz <0= f(z)= el denominador no se anula para ningiin valor de

2

1
@ Enlaramaz > 0= f(x):x _:—1
T

en esta rama y, por tanto, no tiene verticales.
lim f(z) = 400 = no hay horizontales.

el denominador so6lo se anula en x = —1 y no esta

r— +00
2
1
m= lim L%~ i vl
r—+o00 T r— 400 x4 + & )
o o ¢ +1 )_ , (1—x)_
y=z—1
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Problema 14.2.4 (2 puntos) Sean dos sucesos A y B tales que P(A) = 0,55 y P(B) = 0,1.
Ademés se sabe que P(B|A) = 0,89, donde B es el suceso complementario de B. Calcule las
siguientes probabilidades:

a) P(ANB).
b) P(AN B), siendo A el suceso complementario de A.

Solucion:

a) P(B|A) = P(]’j(g)B) =0,80 = P(A) - P(ANB) =0,89P(A) = P(ANB) =

0,11P(A) = 0,11-0,55 = 0,0605.
b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-(P(A)+ P(B) - P(ANB)) =
1—(0,55+0,1—0,0605) = 0,4105

Problema 14.2.5 (2 puntos) La capacidad en mililitros de un bote de champ se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviaciéon tipica igual a 10 ml.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamario 20 y se obtiene que su media muestral es de 200
ml. Determine un intervalo de confianza del 95 % para la capacidad media de los botes de
champn.

b) Determine el tamafio minimo de la muestra para que el error mdximo cometido en la esti-
macién de la media sea menor que 0,5 mililitros, con un nivel de confianza del 90 %.

Solucion:
N (p;10)

a) NO=0,95=1—a = 04:0,05:>%:0,025

P(Z < z4p9)=1— 75 =1-0,025=0,975 = z,/5 = 1,96

e

X =200y n=10:
10
E=zyp—= 1,96 = 43827

Vn V20
(X — E,X + E) = (195,6173; 204, 3827)

b) NC=0,90=1—a = a:0710$%=0705

P(Z<za/2):1—%:1—0,05:0,95:> Zaj2 = 1,645

o 10
E= — = 0,5=1,645—= = n ~ 1082,41
Zoz/2\/ﬁ ) ) \/’ﬁ n ’
n = 1083
Opcién B
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Problema 14.2.6 (2 puntos) Una pasteleria tiene 220 bufiuelos de chocolate, nata y crema. Hay
el doble de bunuelos de nata que de crema. Ademas, el doble de la cantidad de los bunuelos de
crema mas el triple de los bunuelos de chocolate es igual al doble de la cantidad de los buniuelos
de nata. Calcule la cantidad de bunuelos que hay de cada tipo.

Solucién:

Sean x el nimero de bunuelos de chocolate, y el nimero de bunuelos de nata y z el nimero de
bunuelos de crema. Se tiene que

T +y+z=220 =40
y—22=0 = (y=120
3r —2y+22=0 z =60

Problema 14.2.7 (2 puntos) Se desea producir pintura verde en dos tonalidades, VERDEL y
VERDE2, mezclando pintura azul y amarilla en distintas proporciones. Un litro de pintura VER-
DEI1 necesita 0,3 litros de azul y 0,7 litros de amarillo, mientras que un litro de pintura VERDE2
necesita 0,5 litros de azul y 0,5 litros de amarillo. Actualmente se dispone de 20 1 de azul y 28 de
amarillo. El beneficio por litro de la pintura VERDE] es de 1 euro, y por litro de pintura VERDE2
es de 1,2 euros. No se pueden producir méas de 30 litros de pintura VERDEL. ; Cuéntos litros de
pintura VERDE1 y VERDE2 debe producir para maximizar sus beneficios? ; Cudl serd el beneficio
obtenido?

Solucién:

Sean z litros de pintura VERDEL e y litros de pintura VERDE2.

azul | amarillo | beneficio
VERDE1 | 0,3 0,7 1
VERDE2 | 0,5 0,5 1,2

20 28

Region factible:

0,3z 4+ 0,5y <20 3z + 5y < 200
0,7x 4+ 0,5y < 28 . Tz + 5y < 280
xr <30 xz <30
z,y >0 z,y >0

3x+5y=200

0(0,0) A4(30,0)

Los vértices son O(0,0), A(30,0), B(30,14), C(20,28) y D(0,40)
La funcién objetivo es f(z,y) =z + 1,2y

£(0,0)=0
£(30,0) = 30
£(30,14) = 46,8
£(20,28) = 53,6
£(0,40) = 48



El beneficio méaximo es de 53,6€ vendiendo 20 | de VERDE1 y 28 1 de VERDE2.
Problema 14.2.8 (2 puntos) Se consideran las siguientes funciones reales de variable real:
flz) = —2® +22% + 42, g(z) =4z
a) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x).

b) Calcule el drea de la regién acotada limitada por las graficas de las funciones f(z) y g(x) en
el primer cuadrante del plano cartesiano.

Solucion:

2
a) fl(z) =32 +4z+4=0= m:2yx:—§

Coo—2/3) | (252 | o)
F@ [ - ¥ -

f(x) | decreciente N | creciente ' | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —2/3) U (2, 00) y creciente en el (—2/3,2).

b) f(z)=g(r) = —2*+22°=0 = z90=0yz; =2.

x4 f,US
F(x):/(f(x)_g(x))dxz/(—x?’—l—QxQ)dx:_Z+%
2 4 4 ,
s=| [ 0~ st as] =11 - ro1 = [ - = =10

y

8

0(0,0)

Problema 14.2.9 (2 puntos) El Ministerio de Educacién y Formaciéon Profesional convoca regu-
larmente unas ayudas al estudio. En el curso 2019-2020 las ayudas destinadas a las Ensenianzas
Obligatorias representaron el 56,5 % del total, el 24 % correspondieron a Ensenanzas Universita-
rias, mientras que el 19,5 % restante fueron para Ensenanzas Postobligatorias No Universitarias.
Las ayudas concedidas son financiadas o bien por el ministerio o bien por la Comunidad Auténoma
a la que pertenece el estudiante. Concretamente, en el curso 2019-2020, las ayudas financiadas por
el ministerio representaron el 13,8 % del total de ayudas de Ensefianzas Obligatorias, el 86,1 % de
las Universitarias y el 80,3% de las Postobligatorias No Universitarias. Eligiendo una ayuda al
estudio al azar de las anteriormente descritas, calcule la probabilidad de que:

a) Sea financiada por el ministerio.

b) La ayuda sea de Ensenanza Obligatoria, sabiendo que ha sido financiada por el ministerio.
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Solucién:
Sean O las ayudas son destinadas a las Ensenanzas Obligatorias, U las ayudas son destinadas
a las Ensenanzas Universitarias, P las ayudas son destinadas a las Ensenanzas Postobligatorias
No Universitarias, M las ayudas han sido financiadas por el ministerio y M las ayudas han sido
financiadas por la Comunidad Auténoma.

a) P(M) = P(M|O)P(O) + P(M|U)P(U) + P(M|P)P(P)
0,565 -0,138 40,24 - 0,861 40,195 - 0,803 = 0, 4412

P(M|O)P(O) _ 0,565 0,138

b) P(OIM) = P(M) 0,4412

=0,1767

Problema 14.2.10 (2 puntos) El 30 % de los individuos de una poblacién tienen una titulacién
universitaria. Se escoge una muestra al azar de 120 individuos.

a) {Cudl es la distribucién aproximada que sigue la proporcién de individuos con titulacién
universitaria de la muestra?

b) Halle la probabilidad de que més del 35% de los individuos de la muestra sean titulados
universitarios.

Solucion:

a) p=0,3yn=120. Tenemos n > 30, np =36 >5yng=84>5 = ﬁ%N<p, %1) =
N(0,3;0,0418)

0,35-0,3

=PZ>1,2)=1-P(Z<1,2)=1-0,8849 =0,1151
e =Pz L) =1-P(Z<12)=1- 0889 =0,

b) P(p>0,35) = (7>

14.3. Ordinaria-Coincidente

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera responder razonadamente a
cinco preguntas cualesquiera a elegir entre las diez que se proponen.
Cada ejercicio se valorara sobre 2 puntos, y si consta de dos apartados, cada apartado se valorara

sobre 1 punto.
DURACION: 90 minutos.

Opcién A
Problema 14.3.1 (2 puntos) Se considera la matriz A dada por
-1 1
=01 o)
a) Calcule A% — A.

b) Estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

Solucion:

177



waea=( ) - )= )0 D=6 Y

b) [A] = —1#40=— 347" = (j D

Problema 14.3.2 (2 puntos) En una cooperativa se produce aceite de girasol y de oliva. Hay que
producir al dia como minimo 10 litros de aceite de girasol y 24 litros de aceite de oliva. Ademas,
los litros de aceite de oliva producidos deben ser al menos el doble de los litros de aceite de girasol
y no hay capacidad para producir en total mas de 75 litros al dia. Sabiendo que un litro de aceite
de girasol da un beneficio de 1 euro y que un litro de aceite de oliva da un beneficio de 3 euros,
jcuantos litros de aceite de cada tipo habra que producir para maximizar el beneficio? ;Cudl sera
ese beneficio?

Solucién:

Sean x litros de aceite de girasol e y litros de aceite de oliva.

Regién factible:

r+y <75
Yy > 2x
x> 10
y=>24

D(10,65)

A(10,24)

B(12,24) =24

0(0,0)

Los vértices son A(10,24), B(12,24), C(25,50) y D(10, 65)
La funcién objetivo es f(x,y) = x + 3y

£(10,24) = 82
£(12,24) = 84
£(25,50) = 175
£(10,65) = 205

El beneficio maximo es de 205€ vendiendo 10 1 de girasol y 65 1 de oliva.
Problema 14.3.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real
f(z) =ax®+ 42 +5

a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién f(x) tenga un extremo relativo en
el punto de abscisa x = 1.

b) Para a = 1 obtenga la ecuacién de la recta tangente a la funcién f(z) en el punto de abscisa
z=0.
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Solucion:
a) fl(z) =2arx+4= f'(1)=2a+4=0= a=—-2.

b) La ecuacién punto pendiente de una recta es y — b = m(x — a), en nuestro caso a = 0.
fl@)=2*+4zx+5= f(z)=22+4= m=f(0)=4yb=f0)=5= y—5=
dr = y=4x+5

Problema 14.3.4 (2 puntos) El informe ALADINO es un estudio de la Agencia Espanola de
Seguridad Alimentaria y Nutricién (AESAN) que se realiza a escolares de 6 a 9 anos residentes en
Espafia. En el informe de 2019, el 50,2 % de los escolares encuestados tenian entre 6 y 7 afios, los
restantes tenfan entre 8 y 9 afios. Segun los estdndares de la Organizacién Mundial de la Salud
(OMS), se observé que el 23 % de los escolares estudiados presentaban sobrepeso y que en el grupo
de escolares con 6-7 anos de edad el 78 % no tenfa sobrepeso. Eligiendo un escolar al azar, calcule
la probabilidad de que:

a) Tenga sobrepeso y pertenezca al grupo de escolares con 6-7 afos de edad.

b) No tenga sobrepeso y pertenezca al grupo de escolares con 8-9 afios de edad.

Solucién: _
Sean A entre 6 y 7 anos, B entre 8 y 9 anos, S tiene sobrepeso y S no tiene sobrepeso.
— P(SNA — _
Tenemos P(S|A) = (P(A)) = P(SNA)=P(S|4) - P(A) =0,78-0,502 = 0,39156

S S S S
0,39156 | 0,502 | = | A | 0,11044 | 0,39156 | 0,502
B[ 0,11956 | 0,37844 | 0,498
0,23 0,77 1 0,23 0,77 1
a) P(SNA)=0,11044.

b) P(SN B) = 0,37844

A
B

Problema 14.3.5 (2 puntos) Para estimar el porcentaje de paises firmantes de la Agenda 2030
que cumplen en 2022 al menos la mitad de los objetivos de desarrollo sostenible se tomé una
muestra de paises al azar.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional es P = 0,20, determine el tamafio minimo necesario
de la muestra de paises para garantizar que, con una confianza del 95 %, el margen de error
en la estimacién no supere el 5 %.

b) Si la muestra aleatoria fue de 34 paises, de los cuales 10 cumplian al menos la mitad de
los objetivos de desarrollo sostenible, determine un intervalo de confianza al 95% para la
proporcién de paises firmantes que cumplen en 2022 al menos la mitad de los objetivos de
desarrollo sostenible.

Solucion:
a) NO=0,95=1—a = a:0,05:>%:07025
P(Z<za/2)=1—%:1—0,025:0,975:> Zaj2 = 1,96
P=0,20yQ=0,80

P 0,2-0,8
E:ZQ/Q\/TQ = 1,96/ === = 0,05 = n > 2458624 => n =246
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10
b) p= ——O 2941, ¢ =0,7059 y n = 34

g /0,2941 - 0, 7059 2941 o 7059
= a/g\/>— 1,96 = 10,1532

(p—E,p+ E) =(0,141;0,4473)
Opciéon B

Problema 14.3.6 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-

tro a € R:
T+y—z2=2

2z +ay =1
r—2y+z=-—1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = —1.
Solucién:
B 1 1 -1 2
a) A= 2 a 0|1 = |4|=2a+2=0= a=-1

@ Siac R—{-1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =ntmero de incégnitas
— sistema compatible determinado (solucién tnica)

@& Sig=-1
11 =11 2 Fy 11 -1] 2 F
A= 2 -1 0|1 |=|FR-2F|=]1 0 -3 2 |-3 |=| F
1 -2 1 |-1 F—F 0 -3 2 |-3 P — I
1 1 -1 2
0 —3 2 | -3 | = sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0 00
) Sia=—
1
r+y—z=2
{—3y+2z:—3 = yzl—i—g)\

e’ si <0
2r +a si x>0

a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién f(z) sea continua en su dominio.

b) Para a = 1, obtenga el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grafica de la
funcién f(x), el eje de abscisas y las rectas x =1y x = 3.

Solucion:
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a) @ Las dos ramas son continuas, independientemente del valor de a.

@ Continuidad en x = 0:

2
lim e* =1
x— 0~

lim 2z4+a)=a = a=1
z— 0t
f(0)=1

b) Si a = 1y el drea pedida se encuentra en el intervalo [1,3] hay que comprobar si la rama
f(x) =2z + 1 corta al eje de abscisas dentro del intervalo: 22 +1=0= x = —1/2, luego
la funcién no corta al eje de abscisas dentro del intervalo y los limites de integracién seran 1

y 3.
3 .
S:/ (2x+1)d:r::m2+x]i:12—2:10u2
1

Problema 14.3.8 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real

T+ 2
@) ==

a) Halle el dominio de la funcién y determine sus asintotas.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
Solucién:

a) Dom(f) =R — {3} y sus asintotas:

@ Verticales en © = 3:

I T +2 }

im =|—| =-

z—3- 2 — 3 0~ &
T+ 2 5

o3rz—3 lov) =t

@ Horizontales en y = 1:
, T+ 2 , T+ 2

lim = lim =1
mﬁfoox—?) z~>+oox—3

@ Oblicuas no hay por haber horizontales.

5
b) f(x) = BCEDH # 0 = no hay extremos relativos. Como f'(z) < 0 Vo € R — {3} la

funcion es decreciente en todo el dominio de la funcion.

¥

x=3|
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Problema 14.3.9 (2 puntos) En un festival de musica actiian varios grupos del panorama nacional
e internacional reconocidos en la industria musical actual. Los artistas se agrupan por estilo musical
en las siguientes categorias: el 25 % son bandas de miisica indie, el 35 % de k-pop y el resto de misica
trap. Ademds, se sabe que son nacionales el 75 % de los grupos indie, el 15% de las agrupaciones
de k-pop y el 60 % de los artistas trap. Eligiendo un grupo musical al azar, calcule la probabilidad
de que:

a) Sea nacional.

b) Toque musica indie, sabiendo que es nacional.

Solucién: o
Sean I musica indie, K musica k-pop, T musica trap, N musica nacional y N musica no nacional.
0,73 N
a) P(N) = P(N|I)P(I) + P(N|K)P(K) + P(N|T)P(T) = 0,75 - féir
0,254+0,15-0,3540,6-0,4 = 0,48 i K:\'
3K

P(N|I)P(I) 0,75-0,25 i
b) P(I|N) = = = 0.390625 g -
) ( ‘ ) P(N) 0,48 ) T{_\
0,4 N

Problema 14.3.10 (2 puntos) El porcentaje de agua en el cuerpo humano se puede aproximar
por una variable aleatoria normal de media p y desviacién tipica ¢ = 8 puntos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 personas, obteniéndose una media muestral de
65 puntos. Determine un intervalo de confianza al 99 % para p.

b) Suponga que p = 67 puntos. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de 10 personas, la media muestral, X, este comprendida entre 65 y 69 puntos.

Solucion:
N(;8)

a) NC’:O,99:1704:>a:0,01:>%:0,005
P(Z<za/2):1—%:1—0,005:0,995:> Zaj2 = 2,575
Y:65yn—20
8

Efza/zf 2, 575E—4 6063

(X — E,X + E) = (60,3937; 69, 6063)

> N (67;2,5298)
7 <

—\ﬁ
Z < 69 — 67

/W 8/v10
=2P(Z<0,79) —1=2-0,7852 — 1 = 0, 5704

= P(=0,79 < Z < 0,79) = P(Z < 0,79) —
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14.4. Extraordinaria

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera responder razonadamente a
cinco preguntas cualesquiera a elegir entre las diez que se proponen.
Cada ejercicio se valorara sobre 2 puntos, y si consta de dos apartados, cada apartado se valorara

sobre 1 punto.
DURACION: 90 minutos.

Opcién A

Problema 14.4.1 (2 puntos) Se considera la matriz A dada por

0 06
A=| 12 o0 0
0 1/3 0

a) Determine A y A%0%3,

b) Estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

Solucion:
0 0 6 020 1 00
a) A= 1/2 0 0 |,A%= 00 3 |,4%=( 010
0 1/3 0 1/6 0 0 0 0 1
0 0 6
A% — (ATA=T-A=A=| 1/2 0 0
0 1/3 0

b) |[Al=1#40= A ' =A% yaque A- A’ = A =] —

o w o

3
0 2
ATl = 00
6 0

1/
Problema 14.4.2 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real
f(z) = 23 4 222
a) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en el punto de abscisa z = 1.
b) Determine los extremos relativos de la funcién f(z) indicando si son mdximos o minimos.
Solucién:

a) fl(x) =32 +4x = m=f(1)=T7T,a=1y b= f(a) = f(1) = 3.
La ecuacién punto pendiente de unarectaesy—b=m(z—a) = y—3=7(z—-1) = y =
Tr —4
4

b) f'(x) =32 +42 =0 = sz,x:—g

f"(0) =4> 0= z =0 minimo

@) =6rta= 1§ (_g) _

4
-4 < (0= x:—g maximo
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Problema 14.4.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real.

2 .
_Jarr+3 si o x<2
f(x)—{ e’ si ox>2

a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién f(z) sea continua en su dominio.

b) Calcule el drea de la regién acotada del plano delimitada por la gréfica de f(z), el eje de
abscisas y las rectas t =2y x = 3.

Solucion:

a) Dom(f) =R
Continuidad en x = 2:

lim f(z) = lim (e) = €? = 4da+3=¢e =
z—21 z—2t
f@2)=¢

e -3

a= ~ 1,097264024
b) f(x) =e” #0 = sdlo hay un recinto de integracién S; : [2, 3]:

3
_ T _ z3 _ 3 2
Slf/ efder=e"],=¢" —¢
2

S =151] =e3 — % ~ 12,696 u?

Problema 14.4.4 (2 puntos) Un estudio europeo sobre hdbitos alimenticios y actividad fisica
indica que el 27,4 %de mujeres espafiolas mayores de 16 anos practica semanalmente alguna acti-
vidad fisica durante al menos 150 minutos, y que el 65,1 % consume de 1 a 4 porciones de fruta o
verdura al dia. Ademads, el 76,3 % de estas mujeres dedica semanalmente al menos 150 minutos a
practicar alguna actividad fisica o consume de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia. Calcule
la probabilidad de que eligiendo una mujer espanola mayor de 16 anos al azar:

a) Dedique semanalmente al menos 150 minutos a practicar alguna actividad fisica y consuma
de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia.

b) No dedique semanalmente al menos 150 minutos a practicar alguna actividad fisica, sabiendo
que no consume de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia.
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Solucién:
Sean A practica actividad fisica y F' come de 1 a 4 porciones de fruta.
Tenemos: P(A) = 0,274, P(F) =0,651y P(AUF)=0,763

a) PLAUF) = P(A) + P(F) — P(ANF) = P(ANF) = P(A) + P(F)—P(AUF) =
0,274 4 0,651 — 0,763 = 0, 162

——= _ P(ANF) P(AUF) 1-P(AUF) 1-0,763

b) P(AIF) = P(F) 1-P(F) 1-P(F)  1-0,651

=0,6791

Problema 14.4.5 (2 puntos) Para estimar la proporcién de empresas que tuvieron pérdidas du-
rante el primer ano de la pandemia se tomé una muestra de empresas al azar.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional es P = 0,55, determine el tamafio minimo necesario
de la muestra de empresas para garantizar que, con una confianza del 99,01 %, el margen de
error en la estimacién no supere el 10 %.

b) Si la muestra aleatoria fue de 100 empresas, de las cuales 70 tuvieron pérdidas, determine un
intervalo de confianza al 95 % para la proporcién de empresas que tuvieron pérdidas durante
el primer ano de pandemia.

Solucion:

a) NC'=0,9901 =1 —a = a = 0,0099 = %:0700495
P(Z< Zop)=1— % —0,99505 —> Zg5 = 2,575

5 0,550, 45
E=Zu % = 0,1 :2,575\/% — n > 164,1079687 = n = 165.

b) NC=0,95=1-a= a=0,05= %:0,025
P(Zgza/2)=1—%=0,975:,» Zoya = 1,9
70

n =100, ﬁ:ﬁzo Ty§=0,3=

E = Za/g\/ —196\/0703 0, 0898

IC=(p-F p+E (0, 7 O 0898;0,7 + 0,0898) = (0,6102; 0, 7898)
Opcién B

Problema 14.4.6 (2 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente
del parametro real a:

ar+y+2z=1

r+ay+2z=a

r+2y+az=1

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 0.

Solucion:
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A= cJAl=a®*~Ta+6=0=a=-3, a=1, a=2

— = Q
N
[SE NI V)
—Q =

@ SiagcR—{-31,2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(4) = n? de incégnitas y
el sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

& Sig=-3:
- -3 1 2 1 Fy -3 1 21
A= 1 -3 2| -3 =| 3Fh+FH | = 0 -8 8| -8 =
1 2 -3 1 3F5+ Iy 0 7T =7| 4
F -3 1 2| 1
Iy = 0 -8 8| -8 =
8F5 + TF, 0 0 0| —24
Sistema Incompatible
& Siag=1:
- 11 211 Fy 11 2|1
A= 11 2|1 =| Fh—F | = 0 0 00 E
1 2 1|1 F; — F 01 —-110
Sistema Compatible Indeterminado
& Sig=2:
2 1 2|1 Fy 2 1 2|1
A= 1 2 2|2 |=|2KhL-F |=| 0 3 2|3 |=
1 2 211 2F; — F 0 3 2|1
P 2 1 2|1
Fy = 0 3 2| 3 =
F;— F, 0 0 0|-2

Sistema Incompatible

b) Sia=0:
y+2z=1 x=-1/3
x4+22=0 =< y=2/3
r+2y=1 z=1/6

Problema 14.4.7 (2 puntos) Una entrenadora personal debe disenar una rutina para un cliente
con una duracién entre 45 y 60 minutos repartidos entre ejercicios de fuerza y cardiovasculares.
El tiempo dedicado a los ejercicios de fuerza no puede superar al de los cardiovasculares, aunque
el tiempo dedicado a los ejercicios de fuerza debe ser de al menos 20 minutos. La entrenadora
considera que para su cliente el beneficio de un minuto cardiovascular es doble que un minuto de
fuerza. ;Qué duracién de cada tipo de ejercicios resulta més beneficiosa para su cliente en la rutina
programada? ;Y la menos beneficiosa?

Solucién:

Sean x tiempo de entrenamiento de fuerza e y tiempo de entrenamiento cardiovascular.
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a) La region factible:

C(20,40)
x+y <60
i5<§ x4y <60 T4y > 45 D@02
S : =Y =4 <y
x> 20
>0 x> 20 x=20
y=0 00,00
P . [ 45 45
Los vértices a estudiar serdn: A 55 ) B(30,30), C(20,40) y D(20,25).
b) f(z,y) =z +2yen S:
45 45> 135
— — | =—=67,5
f( 272 2 ’
£(30,30) = 90 —
£(20,40) = 100
£(20,25) = 70

El entrenamiento més beneficioso seria con 20 minutos de fuerza y 40 de cardiovascular, con
una duracién de 100 totales.

El entrenamiento menos beneficioso seria con 22,5 minutos de fuerza y 22,5 de cardiovascular,
con una duracién de 67,5 totales.

Solucién por solver

gggggg

Problema 14.4.8 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real

2
fl@) =2+ p
a) Halle el dominio de la funcién y determine sus asintotas.
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
Solucién:

2
fa)y=ot2=TE2

T T

2) Dom(f) = R — {0}

Asintotas:
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@ Verticales: x = 0

i 2 +2 {2} I 2 +2 2 N
11m =|—|=-—00, lim = |—| =4+
0= T 0~ z—0t T 0+
@ Horizontales: No hay
242 242
lim Tt = —o00, lim T =400
T—>—00 x T—+00 x
@ Oblicuas: y = mx +n
2
2
m= tim T8 gy T2
T—oo I r—oo
242 2
n= lim (f(z) — ma) = lim <x + —33): lim <7):O
T—00 T—00 €T r—00 \ T
Yy=x
, % -2
b) f(@) = —5—=0= T =42

(=00, —V2) | (=V2,V?2) (v/2,0)
f'(z) + -

f(z) | creciente | decreciente N, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—co, —v/2) U (v/2,00) y decreciente en el (—v/2,0) U
(0,v/2), con un maximo relativo en (—v/2, —2v/2) y un minimo relativo en (v/2,2v/2).

Problema 14.4.9 (2 puntos) La Agencia Estatal de Investigacién Espanola convoca regularmen-
te el Programa Ramén y Cajal para la contratacién de investigadores de trayectoria destacada
en dos modalidades: general y jovenes doctores. En la convocatoria 2021 se presentaron 2159 so-
licitudes en la modalidad general y 1316 en la modalidad de jévenes doctores. El porcentaje de
investigadores seleccionados en la modalidad general fue el 16,1 %, mientras que en la modalidad
de j6venes doctores fue del 21,1 %. Eligiendo un investigador al azar, entre los solicitantes, calcule
la probabilidad de que:

a) Sea seleccionado para recibir una de las ayudas Ramén y Cajal.
b) La solicitud sea de la modalidad general, sabiendo que el investigador ha sido seleccionado.

Solucién: B
Sean G modalidad general, D jévenes doctores, S seleccionado y S no seleccionado.
2159
T : P(G) = ———— = 0,6213, P(D) = 1—-0,6213 = 0,3787, P(S|G) = 0,161
enemos: P(G) = o1=5— 516 — #6218 PD) ’ 3787, P(S]G) = 0,161 y
P(S|D) = 0,211

S

0,161
G
a) P(S) = P(S|G)P(G) + P(S|D)P(D) = . ﬁ
0,161 -0,6213 + 0,211 - 0, 3787 = 0, 179935 : &

P(S|G)P(G) 0,161 -0,6213 g

P = = ! = 2 0,378 0,211 2

b) P(GIS) P(S) 0,179035 999 D<
0,789 S
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Problema 14.4.10 (2 puntos) La distancia diaria en kilometros recorrida por un autobus urbano
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida u y
desviacion tipica igual a 2 kilometros.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamafnio 20 y se obtiene que su media muestral es de 50
kilométros diarios. Determine un intervalo de confianza del 99 % para la distancia media
recorrida diariamente por los autobuses urbanos.

b) Determine el tamafio minimo de la muestra para que el error maximo cometido en la esti-
macién de la media sea menor que 1 kilémetro, con un nivel de confianza del 90 %.

Solucion:
N(p;2)

a) n=20,X=50y NC=99%=0,99=1-a= a=0,01 = %:0,005

P(Z < 20p5) = 1— % — 0,995 = 2,0 = 2,575

2
E= ZQ/Q% = 2,575

IC = (X —E,X+E)=(50—1,1516;50 + 1, 1516) = (48, 8484; 51, 1516)

=1,1516

b) NC=90%=0,90=1—a= a=0,10= < =0,05

2

P(Z < za2) :1—%:0,95: Zajz = 1,645

1,645 -2

2
1 ) =10,8241 = n =11

2
E=1=— 1:1,645—:>n2(

vn

14.5. Extraordinaria-Coincidente

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera responder razonadamente a

cinco preguntas cualesquiera a elegir entre las diez que se proponen.
Cada ejercicio se valorara sobre 2 puntos, y si consta de dos apartados, cada apartado se valorara

sobre 1 punto.
DURACION: 90 minutos.

Opcién A

Problema 14.5.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A y B dadas por
5 2 1 01
A= < 2 1 ) b= ( 011 )

a) Determine la matriz X tal que, A- X = B.
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b) Calcule B - B' - A™!, donde B' denota la matriz transpuesta de B 'y A~! la matriz inversa
de A.

Solucién:
. 1 -2
a) Como |[A|=1#0= JA :( )

5
o . (1 2 (101)_(1—2 —1)
A-X=B—= X=4 B_( 5 ) o1 1) L2 5 3

10
a1 (1 01> ( 1-2)_( o1>
b) B-B -4 “(0 11 ? 1 -2 5) \ -3 8

Problema 14.5.2 (2 puntos) Una familia acaba de comprar una parcela y desea construir en ella
una piscina rectangular. Tiene que decidir el largo y el ancho de la piscina sabiendo que el largo no
puede ser mas de 2 veces el ancho, y que 3 veces el ancho no puede sobrepasar a 2 veces el largo.
Ademas, el perimetro debe tener 30 metros como maximo y quieren que la piscina tenga al menos
4 metros de ancho. ;Qué dimensiones deben elegir si quieren una piscina lo més larga posible?
Solucién:

Sean x largo de la piscina e y ancho de la piscina.

a) La regién factible:

z <2y z—2y <0
Jy < 2z 20 — 3y >0
S : 2¢r+2y <30 = r+y <15
x>0 x>0
y=>4 y=>4

A(6,4)

¥4 B(8,4)

0(0,0)

Los vértices a estudiar seran: A (6,4), B(8,4), C(10,5) y D(9,6).
b) f(z,y) =xen S:

Solucién por solver

f(6,4)=6 :
f(8,4) =8 . : somw w ':
£(10,5) =10 ———
f(g) 6) = : nnnnnnn sestol =

El méximo largo es de 10 m con un ancho de - N

5 m.

ggggggg
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Problema 14.5.3 (2 puntos) Dada la siguiente funcién real de variable real

2 x—3

ax’e si z<3
m si >3

a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién sea continua en x = 3.
b) Para a = 1, determine los maximos y minimos relativos de f(z) en el intervalo (—oo,1).
Solucién:

a) Continuidad en z = 3:

lm f(z) = lim (az?e*™?) = 9a

r—3~ r—3~ 9
—z— 2 — 1
lim f(z) = lim Lkl {9} = lim =~ 2 =
z—3+ z—3+ 2 — 372 0 z—3+2x —3 3
f(3) =9a
9 o — 0
a = — a=—
3 27

b) f(z) = 22" = f'(z) = x(x+2)e” 2 =0= 2 =0y x = —2. Ambos puntos pertenecen
a la rama (—oo, 3].

1(@) = @ + 4w+ 2)e = = { SO0

a f"(=2)

Problema 14.5.4 (2 puntos) Sean dos sucesos A y B tales que P(A) = 0,57, P(B) = 0,46 y
P(AN B) =0,28. Calule las siguientes probabilidades:

2¢ 3 > (0= z = 0 Minimo
= 2% < 0= z= -2 Miximo

a) P(AUB.
b) P(B|A) siendo A el suceso complementario de A.
Solucién:
a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,57 + 0,46 — 0,28 = 0, 75

P(BNA) P(B)—P(ANB) 0,46 —0,28

b) P(BI4) = P@A)  1-P(A)  1-0,57

=0,4186

Problema 14.5.5 (2 puntos) La longitud en metros de un coche se puede aproximar por una
variable aleatoria normal de media p y desviacion tipica ¢ = 0,2 metros.

a) Determine el tamafno minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacion de p sea menor de 4 centimetros con un nivel de confianza

del 95 %.

b) Suponga que p = 4 metros. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria

simple de tamano n = 36 coches, la longitud media, X, sea mayor de 4,04 metros.

Solucion:
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a) NO=0,95=1—a= a=0,05= %:0,025
P(Z < Za o) :17%:0,975:» Zoyy = 1,96

0,2
E:ZQ/Q\;ﬁ:> 0,04:1,96\}52> n > 96,04 — n = 97.
0,2

) = N(4;0,0333)

4,04—4)

> ) = > —
(Z = 70,0333 Pz 21,2)
1—0,8849 = 0, 1151

Opcién B

Problema 14.5.6 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pa-
rametro a € R:
2ax +y + 2z =2
z—az=0
3r—y—2z=2a

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 1.
Solucién:
a)
2¢ 1 2|2

A= 1 0 —a|0 |; |[Al=-2d*-3a—-1=0=
3 -1 —-1|2a

a=-1, a=——
2

1 _
® SigeR—{-1, —5} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incdgnitas y

el sistema es compatible determinado. (Solucién tinica)

1
@& Sig=——:
- -1 1 2 2 Fy -1 1 212
A= 1 0 1/2 0 = Fs+ Fy = 0 1 5/2 2 =
3 -1 —-1|-1 F3 +3F 0 2 515
Fy -1 1 212
Fy = 0 1 5/2 2 =
F3 — 26 0 0 01

Sistema Incompatible
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@& Sig=—1:

—2 1 2 2 -2 1 212
A= 1 0 1 0 = 2F2+F1 0 1 4|2 —
3 -1 —-1]|-2 2F3 + 3F, 0 1 4|2
Fi -2 1 2|2
P - 0 1 4|2
3 — F, 0 0 00
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sia=1:
e +y+2z=2 x=2/3
z—2z=0 = (¢ y=-2/3
Jx—y—z=2 z=2/3

Problema 14.5.7 (2 puntos) Se considera la siguiente funcién real de variable real dependiente

de un pardametro real a:
f(z) = —2® + 4ax® — 172 + 5a

a) Calcule el valor de a para que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién
f(z) en el punto de abscisa x = 1 sea la misma que la pendiente de la recta g(x) = V3 — 4z

b) Para a = 0, obtenga el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grafica de la
funcién f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 2.

Solucién:
a) f'(z) = =32 +8ax — 17 = m = f'(1) = —20 + 8a.
g (z)=—-4= ¢'(1) =4 como f'(1)=¢'(1) = —20+8a=-4=— a=2

b) Sia=0= f(z) =2 - 17Tt =0= =0y z = £V/17. Ninguno de estos valores estan
dentro del intervalo de integracién, luego sélo hay un drea a estudiar S : [0, 2].

x* 1722 2

2
51:/ (—2® —17z)de = —" — =-38+0=38
0 4 2 0

S =51 = 38 u?

Problema 14.5.8 (2 puntos) Se considera la siguiente funcién real de variable real:

22 +4zx+3
T

fz) =
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a) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
b) Determine las asintotas de la funcién.

Solucion:

a) f’(x):xQx;3:O:> r=+V3

(—OO,—\/g) (_\/§7 \/g) (\/5700)
f(x) + - +
f(x) | creciente /| decreciente N | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —v/3) U (V/3,00) y decreciente en el (—v/3,0) U
(0,/3), con un maximo relativo en (—v/3,4 — 2v/3) y un minimo relativo en (v/3,4 + 2v/3).

b) Dom(f) = R — {0}
Asintotas:

@ Verticales: © =0
o 2?44z +3 3 o 2?4+ 4z +3 3
Iim —— = =—-00, lim —— =

r—0~ X

@ Horizontales: No hay

@ Oblicuas: y = mx +n

2
@: h'mwz

5 1

m = lim
r—o00 I T—00 X

244243 dr +3
n= lim (f(z) — ma) = lim (M_QOZ lim < s >:4

T—>00 T—>00 €T T—>00 €T
y=x+4

Problema 14.5.9 (2 puntos) Un restaurante de comida rapida sirve el 40 % de los ments para
consumir en el local, el 35% es transportado por motoristas a domicilio (delivery) y el resto
de ments son recogidos por los clientes en el local (take-away). El restaurante tiene un ment
vegetariano que es consumido por el 8 % de los clientes en el local, el 5% de los pedidos a domicilio
y el 12% de los recogidos en el local por los propios clientes. Eligiendo un ment al azar, calcule la

probabilidad de que:

a) Sea vegetariano.

b) Haya sido llevado a domicilio por un motorista, sabiendo que es vegetariano.
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Solucién:
Sean L consume en el local, D se transporta a domincilio, R lo recoge el cliente, V menu vegeta-
riano y V menu no vegetariano.

a) P(V) = P(V|L)P(L) + P(V|D)P(D) + P(V|R)P(R) =
0,08-0,4+0,05-0,35+0,12- 0,25 = 0,0795
P(V|D)P(D)) _ 0,05-0,35

b) PIDIV) = P(V) 0,079

= 10,2201

Problema 14.5.10 (2 puntos) La vida media de una persona medida en semanas se puede apro-
ximar por una variable aleatoria normal de media p y desviacién tipica ¢ = 300 semanas.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 personas ya fallecidas, obteniendose una media
muestral de 4020 semanas. Determine un intervalo de confianza al 99 % para pu.

b) ;Qué tamano de muestra serfa necesario para que la longitud del intervalo anterior no sobre-
pase las 100 semanas?

Solucion:
N (3 300)

a) n=20, X =4020y NC =99% = 0,99 =1—a = a = 0,01 = %:0,005

P(Z < 20p) =1— % = 0,995 = 2,5 = 2,575

300
E= za/Q% = 2,575 s = 172,7363

IC = (X — E, X + E) = (4020 — 172, 7363; 4020 + 172, 7363) = (3847, 2637; 4192, 7363)

100 300 (2,575 . 300)2
b) F=—= =2 — >(Z2=—— ") =29 2 —9
) 5 50 = 50 ,575\/ﬁ:>n_ 0 38,7025 = n 39
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Capitulo 15

Murcia

15.1. Ordinaria

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Debes responder a un maximo de 4 preguntas. Ca-
da cuestién tiene una puntuaciéon de 2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 preguntas, sélo se
corregiran las cuatro primeras que haya respondido el estudiante. No se podran usar calculadoras
graficas ni programables.

Problema 15.1.1 (2,5 puntos) Discutir el sistema lineal de ecuaciones en funcién de los valores
del parametro a:

ax+y+z=1
2r4+y+2z=1 (2 puntos)
rt+ay+z=2

Resolverlo para a = 0. (0,5 puntos)

Solucién:
B a 1 1]1
A= 2 1 1|1 |; |A|l=-a*+3a—-2=0=a=1, a=2
1 a 1|2

& Sia#1lya#2= |A| #0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

& Sia=1:
B 11 1)1 P 1 1 1] 1
A= 2 1 11 =| FR-2F | = 0 -1 —-1|-1 =
1 1 1(2 F; — Fy 0 0 01
Sistema Incompatible
& Sig=2
2 1 1|1 P 2 1 1|1
A= 2 1 1|1 =| (L—-F | = 0 0 0|0 |=
1 2 12 2F; — I 0 3 1|3

Sistema Compatible Indeterminado
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Sia=0:

y+z=1 =0
2+y+z=1 = y=-—1
r+z=2 z=2
Por Gauss:
1 0 12 Fy 1 0 1] 2
A= 01 1|1 |= F = 01 1|1 =
2 1 11 F3 —2F; 0 1 —-1]|-3
Fi 1 0 1] 2 —22=—-4= 2=2
Fy = 0 1 1] 1 — y+2=1= y=-1
F3 — Fy 0 0 —2|—-4 r4+0+2=2= 2=0

Problema 15.1.2 (2,5 puntos) Una empresa fabrica relojes smartwatch de dos tamafos de pan-
talla distintos: el tipo A, de 44 milimetros y el tipo B de 40 milimetros. Su produccién semanal
debe ser al menos de 10 relojes en total y el nimero de smartwatch que fabrica la empresa tipo B
de 40 mm no puede superar en més de 10 unidades a los de tipo A. Los costes de produccién de
cada tipo de smartwatch son de 150€ para el tipo A y de 100€ los del B, disponiendo la empresa
de un méximo de 6000€ a la semana para el coste total de produccién. Ademds, se conoce que los
relojes smartwatch tipo A generan un beneficio de 130€ y los de tipo B de 140€.

a) (1,5 puntos) Si la empresa quiere maximizar el beneficio, formule el problema que debe
resolver y represente la region factible, calculando sus vértices.

b) (1 punto) ;Cudntos smartwatch de cada tipo habrd que producir a la semana para que el
beneficio total de la empresa sea maximo?, ;Cudl es este beneficio méximo?

Solucién:
Sea x : numero de relojes tipo A e y : nimero de relojes tipo A.

a)

Coste | Beneficios
Tipo A 150 5
Tipo B | 100 4
< 6000
La regién factible es:
z+y=>10 r+y=>10
z+10>y z—y>-10 P 9
1502 + 100y < 6000 = ¢ 3z + 2y <120 fjj:w/ \\
y=>0 y=>0 -
x>0 x>0 N
- D
Los vértices son: A(10,0), B(40,0), C(20,30) y D(0,10) o e
b) f(z,y) = 130z + 140y
Solucién por solver :
£(10,0) = 1300 -
f(40,0) = 5200 e e
£(20,30) = 6800 Maximo —— .

£(0,10) = 1400

Se deben fabricar 20 relojes tipo A y 30 relojes tipo B. El
beneficio es de 6800€.
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Problema 15.1.3 (2,5 puntos) La funcién de coste de una empresa es C(q) = ¢ + 3¢ + 10 donde
q representa las unidades producidas. Sabiendo que el precio de venta, en euros, de cada unidad
producida es p = 30, se desea conocer:

a) (0,5 puntos) La funcién beneficio de esta empresa.

b) (1,5 puntos) El ntimero de unidades producidas que maximiza el beneficio de la empresa.
Razone su resultado.

¢) (0,5 puntos) El beneficio mdximo que puede lograr la empresa.
Solucién:
a) Beneficio = Ingresos - costes:
B(q) = 30q — (¢° + 3¢+ 10) = —¢° +27¢ — 10
b) B'(q) = —3¢*> + 27 = 0 = ¢ = £3, la solucién negativa es irrelevante.

(0,3) (3,00)
B'(q) + -
B(q) | creciente ' | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (0, 3) y decreciente en el (3, 00), con un maximo relativo
en ¢ = 3 con un beneficio de B(3) = 44.
Como B(0) = —10 podemos asegurar que ese maximo es absoluto.

¢) Como se ha visto en el apartado anterior el beneficio maximo es de 44€.

244z si 0<z<1
Problema 15.1.4 (2,5 puntos) Sea la funcién definida a trozos f(z) =< 8z — 2
2z
a) (0,5 puntos) Estudiar la continuidad de la funcién en todo su dominio.

si z>1

b) (1 punto) Estudiar el crecimiento o decrecimiento de la funcién en su dominio.

¢) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de
abscisa x = 2.

Solucion:
a) Dom(f) = (0,00)

Las dos ramas son continuas, hay que comprobar la continuidad en z = 1:

lim f(z)= lm (2+V2) =3

r—1—

lim f(z)= lim 8z —2 —3 = fcontinuaenx =1

z—1+ z—1+ 22

f1) =3

La funcién f es continua en (0, 00).
i si O<z<l1
b) fi@) =4 2y7
— sl r>1
x
(0,1) (1,00)

f'(@) + +
f(x) | creciente | creciente

La funcion es siempre creciente en todo el dominio de la funcién.

199



8xr —2

c) Enx=2=aes f(z) = = b= f(a) = f(2) = T ym= f'(2) = i La ecuacién

2z 2
7T 1 1
punto pendiente de una rectaesy —b=m(z —a) = y — 3= Z(m —2)= y= i +3
. 22
Problema 15.1.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = gt calcule
—x

a) (0,5 puntos) El dominio de la funcién y los puntos de corte con los ejes.
b) (0,5 puntos) Asintotas verticales y horizontales.
c) (

d) (0,5 puntos) Médximos y minimos locales.

1 punto) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucién:
a) Dom(f) =R — {£3} y los puntos de corte:

@ Con OY hacemos z =0 = (0,0)
@ Con OX hacemos f(z) = 0= 22> =0 = (0,0)

b) Asintotas:

@ Verticales:

e Enx=-3:
i 222 { 18} i 222 { 18} .
1m = || = - m —s=|—|=+4x
z—-3- 9 — 22 0- Y ool 9 _ g2 0+
o Enx=3:
i 222 {18} i 222 {18}
m —— = |—| =00 m —=|—| =-x
z—3- 9 — 22 0+ Voo 9 22 0-
@ Horizontales: y = —2
222 222

lim —— = lim =—
z——009 — 22 29009 — g2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

c) f’(x):(9367;)2:0z =0

(_007 O) (Oa OO)
f'(@) - +
f(x) | decreciente N\ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,3) U (3,00) y decreciente en el (—oo, —3) U (—3,0)
d) La funcién tiene un minimo relativo en el punto (0, 0)

a5l | | s

\ /

\ /

PMin(0,0)
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Problema 15.1.6 (2,5 puntos) Representar la regién del plano limitado por las pardbolas f(x) =
22 =22+ 2y g(x) = —2* + 6. Calcular su érea.

Solucién:
Los puntos de corte entre las dos graficas son:

22 =20 42=—2’4+6= 22" -20—4=0= 2=—-1= (—1,5), 2 =2= (2,2)

Para f(z) = 2® — 2z + 2 tenemos corte con el eje OY el (0,4) y con el OX hacemos f(z) =
x? — 22 4+ 2 # 0 no corta al eje OX pero si al eje OY en (0,2)

flley=22-2=0=a2=1, f(a)=2= f'(1) =2 > 0= (1,1) es un minimo.

Para g(x) = 2% — 42 + 4 tenemos corte con el eje OY el (0,4) y con el OX hacemos f(z) =
—2246=0= (v6,0) y (—V6,0) con OX y en (0,6) con OY.

fllz)=-22=0= 2=0, f'(z) = 2= f"(0) = -2 < 0= (0,6) es un maximo.

L/

(-6,0)

2 2 3 2
2
S1 :/ (332—2x—|—2—(—x2—|—6))dx=/ (22% — 2 — 4)dx = %—x2—4x =-9
-1 ~1 -1
S = |S1| =9 U2
L, 2lnx
Problema 15.1.7 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) =
x

a) (1 punto) Calcular / f(z)dx.

b) (1,5 puntos) Calcular el drea de la regién delimitada por la grafica de la funcién f(z), el eje
de abscisa y las rectas z =1y z =e.

Solucion:
t=Inz
21 2t
a)/ 27 gy = dt:ldac = —xdtz?/tdt:t2+0:(lnx)2+0
T T T
dr = zdt

b) La funcién no corta al eje de abscisas en el intervalo [1,¢], y F(z) = (Inz)%.

‘5'1:/6 fz)de=F(e) = F(1) =1-0=18 =S| =1 u*
1
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Problema 15.1.8 (2,5 puntos)

1) e
0(0,0) /7(1.0; (e0)

a) La Direccién General de Trafico ha realizado un estudio estadistico en la Regién de Murcia
sobre el uso del casco de protecciéon por parte de los usuarios de patinetes eléctricos. El
estudio estima que el 60 % de los usuarios de estos patinetes son hombres y, de estos, el 30 %
usa el casco; mientras que, entre las mujeres que usan este medio para desplazarse, son el
40 % las que usan casco de proteccién. Si elegimos un usuario de patinete eléctrico al azar.

(1) (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de que use casco de proteccidn.

(1) (1 punto) Sabiendo que el usuario de patinete eléctrico usa casco de proteccién, jcudl
es la probabilidad de que sea mujer?

b) (1 punto) El gasto medio por cliente, en euros, en la loterfa de las pasadas Navidades se
distribuye segin una variable Normal de media desconocida y desviacién tipica igual de 10
euros. Se elige una muestra aleatoria de 225 clientes, resultando que han tenido un gasto
medio de 65 euros. Calcule un intervalo de confianza para el gasto medio de la loteria de
Navidad de 2022 con un nivel de confianza del 97 %

Solucion:

a) Sean H hombre, M mujer, C usa casco y C no usa casco.

) o

0,3
P(C) = P(C|H)P(H)+P(C|M)P(M) = H <
0,6 0,7 C
0,3-0,6+0,4-0,4=0,34

11 0,4 0,4 C
() M
CIM)P(M) 0,4-0,4 0,6~ =
=27 —,4706 C
P(C) 0,34 ’

Py = 2

b) N(u,10), n =225 X =65y
NC=0,97T=1—a— a=0,03— %:0,015
P(Z < Za o) :1—%:0,985: Zosy = 2,17

1
E=Zyp— =217 0
n

ViV /225
IC = (X —E,X + E) = (65— 1,4467; 65 + 1,4467) = (63, 5533; 66, 4467)

= 1,4467
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15.2. Extraordinaria

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Debes responder a un maximo de 4 preguntas. Ca-
da cuestién tiene una puntuaciéon de 2,5 puntos. Si se responde a mdas de 4 preguntas, sélo se
corregiran las cuatro primeras que haya respondido el estudiante. No se podran usar calculadoras
graficas ni programables.

Problema 15.2.1 (2,5 puntos) Discutir el sistema lineal de ecuaciones en funcién de los valores
del parametro a:

r+ay+z=1
2y+az=2 (2 puntos)
z+y+z=1

Resolverlo para a = 3. (0,5 puntos)
Solucién:

1 a 1
A= 0 2 2 | = |Al=d*-a=0=a=0ya=1
1 1 1

—Q

@ SiaeR-{0,1} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A4) = nimero de incégnitas=—
sistema compatible determinado (Solucién tnica)

& Siag=1:
1 1 11 i
A= 0 2 1|2 =7 sistema compatible indeterminado
1 1 171
& Siag=0:
1 0 11 Fi 1 0 11 Fy
A= 0 2 02 =i Fy = 0 2 02 = Fy =
1 1 11 F3s — Fy 01 0]0 2F; — Iy
1 0 1 1
0 2 0 2 — sistema incompatible
0 0 0|-2
& Siag=3: 1
r+3y+z=1 x:g
W4+3z=2 = { y¥=0
T4y +z=1 I
3
Por Gauss:
1 3 11 Fy 1 3 11
A= 0 2 3|2 = Fy = 0 2 312 —
1 1 11 F3 — Fy 0 -2 010

—2y=0= y=0

04+3z2=2=— z=

wl o

2 1
T+ +3 z 3
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Problema 15.2.2 (2,5 puntos) Sea S la regién del plano delimitado por el sistema de inecuaciones:

3x+2y > 2
r—y<4
z>1
y<2

a) (2 puntos) Represente la regién S y calcule sus vértices.

b) (0,5 puntos) Determine los puntos de la regién factible dénde la funcién f(x,y) = 4z — by
alcanza su valor maximo y minimo. Calcule dichos valores.

Solucion:

a) La region factible es:

342y >2
c—y <4 D(1,2) =2 (6,2
z>1 ]
y S 2 00,0) A(1,-1/2 y=d
1 3xt12y=2
Los vértices son: A (1, —§>, B(2,-2), C(6,2) y D(1,2) %
b) f(z,y) =4z — by . 3
1,-2) ==
/ < / 2) 2
f(2,—2) = 18 Maximo
£(6.2) =14

f(1,2) = =6 Minimo

El minimo se encuentra en el punto D(1,2) con un valor de -6 y el maximo en el punto
B(2,-2) con un valor de 18.

Solucién por solver :

8 & o e F G H A 8

Objetivo 6

Problema 15.2.3 (2,5 puntos) La funcién de costes de una empresa C(q) = ¢> — 16¢ + 48 donde
q es el nivel de produccién. Si la ecuacién de demanda viene dada por la expresion p = 12 — g,
dénde p es el precio unitario de venta. Determine:

a) (0,5 puntos) La funcién de beneficios de la empresa en funcién del nivel de produccién.

b) (1 punto) El nivel de produccién, ¢, para el que se maximiza la funcién de beneficios de la
empresa.
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¢) (0,5 puntos) El precio para el que se obtendria el maximo beneficio.
d) (0,5 puntos) El valor del beneficio méximo.
Solucién:

a) Ingresos: I(q) = pg = q(12 — q)
Costes: C(q) = ¢* — 16q + 48
Beneficio: B(q) = I(q) — C(q) = q(12 — q) — (¢* — 16q + 48) = —2¢* + 28¢q — 48

b) B'(q) = —4q + 28 = 0 = ¢q = 7 unidades
B"(q) = -4 = B"(7) = -4 <0 = ¢ =T es un Méximo relativo.
La produccién se maximiza con 7 unidades.

¢) El precio serfa p =12 — g =12 — 7 = 5 cada unidad.
d) El beneficio maximo es de B(7) = 50

ar +5 si < -1

b2 —22+1 si —1l<z<2

Problema 15.2.4 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 31
— si T > 2
(z —1)2

a) (1,5 puntos) Calcular el valor de los pardmetros a y b para que la funcién sea continua en
todo su dominio.

b) (1 punto) Determine la derivada f'(z) para x > 2.
Solucién:

a) @ Las dos primeras ramas son continuas por ser polinomios, en cuanto a la tercera el tinico
punto de posible discontinuidad seria en z = 1 que no estd en la rama. En conclusién
la funcién es continua en las tres ramas y el estudio se limita a z = -1y x = 2.

@ Continuidad en z = —1

lim f(z)= lim (ax+5)=—-a+5

r——1— r——1—

lm f(z)= lim (ba? —22+1)=b+3 = —a+5=b+3=a+b=2
rz——1t z——1t
f(=1)=—-a+5

@ Continuidad en 2 = 2

lim f(z) = lim (ba® — 2z +1)=4b—3
T—27 T2

-1
lim f(z) = lim 3367:5 = 4b-3=5=b=2
o2+ a2t (x —1)2
f(2)=4b-3
- { b:2 — { a:O
a+b=2 b=2
. 3z—1 , 3z +1
b) Siz >2= f(x):m: f(gs):_m
24 4
Problema 15.2.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = w, calcule:
x
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a) (0,5 puntos) El dominio de definicién de la funcién y el punto de corte con los ejes coorde-
nados.

b) (0,5 puntos) Las asintotas verticales y horizontales, si las hay.
c¢) (1 punto) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) (0,5 puntos) Mdximos y minimos locales.
Solucién:

a) Dom(f) =R — {0} Puntos de corte:

@ Con OY hacemos x = 0 = No hay

24 4
@ Con OX hacemos f(z) = rotrht 0= (2,0)
x
b) Asintotas:

@ Verticales: En z = 0:

z—0— T 0~

o x2—4x+4 { 4 }
lim —m8M8M8 = = —00;
z—0t
@ Horizontales: No hay

) 22 —4dx +4
lim —m—— =

o x?—4x+4
T——00 x % wll{gc x =+
@ Oblicuas: y = mx +n
2 4z +4
m = lim /(=) 1 a 2x+ =1
r—o00 I T—00 x
2 4x+4
n= lim (f(z) —mz) = lim <x rd ):_4
Tr—r 00 xr—r 00 x
y=x—4
2 —4
¢) fll@) = 5= =0= z=42

(—00,—2)
_l’_
creciente

(2,00)
+
creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —2) U (2,00) y decreciente en el (—2,0) U (0, 2)
d) La funcién tiene un minimo relativo en el punto (2,0)

|

Mz

decreciente

y un méximo relativo en (—2, —8)

0(0,0)

Max(-2-8
SR

/ A

\
V/
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Problema 15.2.6 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 3¢**2

a) (1,25 puntos) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva f(z) = 3¢*2 en el punto
r=-2

b) (1,25 puntos) Calcular el drea del recinto limitado por la curva f(z) = 3¢”2, el eje de abscisa
ylarectaxz =1

Solucion:

a) a=—-2= b= f(-2)=3, f'(z) = 3e%t2 — 1 = f(=2)=3
La ecuacién punto pendiente de la recta es y—b = m(z—a) = y—3 = 3(x+2) = y = 3z+9

b) f(x) =3e**? > 0 Vo € R = la funcién no corta el eje de abscisas. El intervalo de integracién
impropio es S : (—o0, 1)

1
/ 3e* T2 dx = 3e$+2}: = 3% — 3!t
t

S = lim (3¢ —3e'™?) = 3e® — 3¢ = 3¢ ~ 60, 2566 u*

t——o0

Problema 15.2.7 (2,5 puntos) Representar graficamente la regién limitada por las graficas de las
funciones f(z) =9 — 2% y g(x) = 3 + 2 calcular su area.

Solucion:

@ f(z) es una pardbola que pasa por los puntos (3,0), (—3,0) y (0,9). f'(z) = 22 =0 =
x=0y f'(z)=-2= f"(0) =—-2< 0= (0,9) es un mdximo relativo.
g(x) es una recta que corta a f(z) en f(zr) =g(z) = 9—2* =3+ = 2°+2-6=0 =
r=-3= (-3,0) yz=2= (2,5)

L&

/

0(0,0) 3,0

Problema 15.2.8 (2,5 puntos)
a) Sean Ay B dos sucesos, tales que P(A) = 0,3, P(B|A) =0,6 y P(A|B) =0,3:

(1) (0,5 puntos) Calcular P(AN B).

(11) (0,5 puntos) Calcular P(B). ;jSon los sucesos A y B independientes?, razone su res-
puesta.

(1) (0,5 puntos) Calcular P(AU B).
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b) (1 punto) Las calificaciones de la asignatura de matematicas de la poblacién de una regién
espanola, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
1y varianza de 1,69 puntos. Se toma una muestra aleatoria de 324 estudiantes de la regién
obteniendo una calificacién media de 5,84 puntos. Halla un intervalo de confianza para la
media poblacional con un nivel de confianza del 99 %.

Solucioén:
a) (1) P(B|A)= P(;l(z)B) = P(ANB) = P(B|A)P(A)=0,6-0,3=0,18
o PO = Z = P = g = <0

P(A)P(B)=0,3-0,6=0,18=P(ANB) = Ay B son independientes.
(i) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(A) + 1 — P(B) — (P(A) — P(AN B)) =
1-P(B)+P(ANB)=1-0,6+0,18 = 0,58
b) N (1, v/1,69) = N(u;1,3), n =324, X = 5,84 y
NC=0,99=1—a— a=0,01 — %:0,005
P(Z < Zopp)=1- % — 0,995 = Zop = 2,575

1,3
E= Za/Q% = 2,575~ = 0,186

IC=(X—E,X+E)=(5284—0,186;5,84 + 0,186) = (5,654; 6,026)
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Capitulo 16

Navarra

16.1. Ordinaria

Elija tres de los seis ejercicios siguientes

Problema 16.1.1 (10 puntos) Considere las matrices A = (g _22 _11), B=(1 0]y

1 0
c=(1 %)
a) (2 puntos) Razone qué dimensién debe tener una matriz D, para que (B"- D) sea una matriz
columna.
b) (2 puntos) Calcule A - B.

c¢) (6 puntos) Despeje y calcule la matriz X que verifica la ecuacién ABX — C = I , siendo I la
matriz identidad.

Solucion:
a) BB D =M = m=3n=1yp=2

2x3 mXxXn px1

Luego dim(D) =3 x 1
2 1
3 -2 1 3 2
b)A'B_<o 2 —1> _11 _01 _(3 1)

¢) ABX-C=1= ABX =1+C= X =(AB)"'(I+C) =
-1
2 1

A B G [ S AN

-1 -1
x=(V ) (% 0)=(30)

Problema 16.1.2 (10 puntos) Una empresa produce un tipo de pintura que vende en el mercado
nacional, con un beneficio unitario de 10.000 euros/tonelada. Esta empresa se estd planteando
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introducir su producto en el mercado internacional, ya que el beneficio unitario se duplica en dicho
mercado. La empresa no se plantea aumentar su capacidad actual de producciéon de 80 toneladas
mensuales. Por temor a perder la clientela nacional, la empresa ha decidido destinar mensualmente a
este mercado al menos el 75 % de la produccién total. Ademds, un cliente del mercado internacional
ha solicitado a la empresa un pedido de 10 toneladas mensuales, por lo que se ha decidido destinar
mensualmente al mercado internacional al menos dicha cantidad. Determine la cantidad mensual
que se debera destinar a cada uno de los dos mercados, si la empresa desea maximizar el beneficio
mensual.

a) (4 puntos) Plantee el problema.
b) (4 puntos) Resuélvalo graficamente e interprete la solucién en el contexto del problema.

¢) (2 puntos) Analice grificamente qué ocurriria si el beneficio de la pintura en el mercado
nacional se incrementa a 20.000 euros/tonelada.

Solucién:
Sea z Tm en el mercado nacional e y Tm en el mercado internacional.

a) La region factible es

z+y <80 x4y <80

> : - ~ —
20,75 (x+y) _ ) z-3y=>0
y > 10 y > 10
X 2 0 €T Z 0 - —AG010) 10 w;(’\rria;

Los vértices son: A(30,10), B(70,10) y C(60,20).

f(z,y) = 10000z + 20000y Solucién por solver :

£(30,10) = 500000 — ===
£(70,10) = 900000 e
£(60,20) = 1000000 Méximo

El méaximo beneficio serfa de 1000000€ con la venta de 60 -
Tm en el mercado nacional y 20 Tm en el internacional.

b) f(z,y) = 20000z + 20000y

£(30,10) = 800000
£(70,10) = 1600000 Méximo
£(60,20) = 1600000 Méximo

El méximo beneficio seria de 1600000€ con la venta de b Tm en el mercado nacional y ¢ Tm
en el internacional siendo (b, ¢) cualquier punto del segmento que une los puntos B y C.

Problema 16.1.3 (10 puntos) Considere la funcién f(z) = /5 + 22

a) (4 puntos) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la funcién f(z) en el punto z = —2.
b) (3 puntos) Calcule / xf(z) dx.

¢) (3 puntos) Calcule la derivada de la funcién g(z) = 61n(5 — 3z) 4 327 sin(7z — 5).

Solucion:
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_ _ _ ! _ €z _ 1 __2 ¥4
a) a=-2yb=f(-2)=3. fl(z) = Wz = m = f'(-2) = 3.Laecuauclon punto

2 2
pendiente de una rectaes y —b=m(x —a) = y—3 = —g(x—i—Q) = y= —gac—f— =

3
t =5+ 2>
b) /xf(x)dm = /xmclx = /$(5+x2)1/2dx _ dt:2§tdx _\ /xtl/g _ ;Lt _
dx = o x
L[ £ (5 + 22)%/? (5+22)V5 1 22
- dt = _B+a?)’? L (5+a?)VE+a?
! _ : 2 —18 ) )
¢) g'(z) = 6.5 — 3x+6x sin(7x—5)+3z°-7 cos(Tz+5) = - 3x—|—6x sin(7x—5)4+21z° cos(7z+5)

Problema 16.1.4 (10 puntos) Considere la funcién f(z) = —22 + 22 + 3
a) (1 punto) Calcule los puntos de corte con los ejes.
b) (3 puntos) Calcule los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) (2 puntos) Dibuje el recinto limitado por la funcién f(z), el eje OX y las rectas z = =2 y
T =2.

d) (4 puntos) Calcule el area de dicho recinto.
Solucién:
a) Puntos de corte

@ Con OY hacemos z =0 = (0, 3)
@ Con OX hacemos f(r) =0= —2?+2x+3=0= (—1,0) y (3,0)

b) f(z)=—a2*+20+3= fl(z)=224+2=0= z=1.

(7005 1) (17 OO)
f(x) + -
f(x) | creciente | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 1) y decreciente en el (1,00).
Hay un méximo relativo en el punto (1,4).

c¢) El recinto estaria entre x = =2y o = 2:

x=-2 Mix(1,4 =,
x 5 o

(-1,0) 60
lo(0,0) N
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d) Hay dos recintos de integracién, Sy : [-2,—1] y Sa : [—1, 2]

3
F(:c):/(fx2+2x+3)dx:f%+xz+3x

= _1—x2 x xr = —1)— — =—§—
&—/_2( +2z+3)dz = F(-1) — F(-2) 7

’ 22 2
522/ (—m2+2x+3)d:c:F(2)—F(_1):7+§:l:9

-1

7 34
S =181 +15:| = 5 +9=" ~11,3333 u>

Problema 16.1.5 (10 puntos) En una prueba de evaluacién sorpresa para 50 estudiantes, 20 de
ellos hacen una prueba tipo test y 30 de ellos resuelven un problema. El1 90 % de los estudiantes que
hacen la prueba tipo test han aprobado y 24 estudiantes que resuelven un problema han aprobado.

a) (2 puntos) Se elige al azar un estudiante. Calcule la probabilidad de que no haya aprobado.

b) (4 puntos) Se elige al azar un estudiante. Si el estudiante ha aprobado, ;qué es més probable,
que haya hecho un examen tipo test o un problema? Calcule dicha probabilidad.

c) (4 puntos) Se elige un estudiante de examen tipo test y otro estudiante de examen con
problema. Calcule la probabilidad de que los dos hayan aprobado.

Solucién: B
Sean T prueba test, R resuelve un problema, A aprueba, A suspende.
_ _ - 2 3 6 4
P(A) = P(AIT)P(T)+ P(A|IR)P =—--014--—=—==
a) P(A) = PAIT)P(T) + PAIRP(R) = 20,1+ 50 = o
0,16
0,9 —A
P(AIT)P(T) 0,92 q B
b) @ P(T|A) = = =0,42 ; ’ 7
) (TA) P(A) 1-0.16 0, 4286 25 0~
PAIR)P(R) _ 5 -3
& P(R|A) = = = 14 3/ 24304
¢ (R|A) P(A) 1-0.16 0,57 3/5 e
@ Es mas probable que haya resuelto el problema. 630~ A
24
¢) P(los dos han aprobado) = P(A|T) - P(A|R) =0,9- 30— 0,72

Problema 16.1.6 A partir de una muestra de 200 jévenes entre 18 y 25 anos, se observé que 50
no usan transporte ptublico.

a) (5 puntos) Calcule un intervalo de confianza para la proporcién de jévenes que usan transporte
publico, con un nivel de confianza del 96 %. Interprete la solucién en el contexto del problema.

b) (5 puntos) Calcule el tamano muestral para que la amplitud del intervalo se reduzca a la
tercera parte, con un nivel de confianza del 98 %.
(Escriba las férmulas necesarias y justifique las respuestas)

Solucién:
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150
=200:p=— =0,75y NC = 0,96
a) n D= 550 =075 %6
NC=0,96=1-a= a=00i= 5 =002

P(Zgzm):1-%:1-0,02:0,98:> Zoj2 = 2,055

54 0,75-0,25
E = Zym\ 2 = 2,055y 222 — 0,062
2\ 055 500 0, 0629

IC = (p—E,p+ E) = (0,75 — 0,0629,0629; 0, 75 + 0, 0629) =
(0,6871;0,8129) = (68, 71 %; 81, 29 %)

b) NC=0,98=1-a= a=0,02= %:0,01

P(Z< Zop)=1- % —1-0,01 =0,99 = Z,/, = 2,325
Amplitud  2E 2-0,0629

Amplitud= 2F = 3 3 3 =0,0419 =

El nuevo error seria 0,0419 =0,021

E =2, % = 0,021 = 2,3254/ % = ,n > 2298,31 =
n = 2299

16.2. Extraordinaria

Elija tres de los seis ejercicios siguientes

Problema 16.2.1 (10 puntos)

a) (7 puntos) Clasifique el siguiente sistema en funcién del nimero de soluciones y resuélvalo
utilizando el método de Gauss.

r+y+3z=1
dr +3y+5z=5
204+y—2z=3

b) (3 puntos) Sean las matrices A = <:13 ;1) y B= (7{4 :(23) Determine el valor que debe

tomar el parametro k para que el producto de ambas matrices conmute.

Solucién:
11 3|1 F 1 1 3|1 £
A) A= 43 5|5 | =|RBR-an| =0 -1 7|1 | =] R -
2 1 —-113 F;—-2F 0 -1 —-7|1 Fs — Iy
1 1 311
0 -1 =71 — Sistema Compatible Indeterminado (infinitas soluciones)
0 01]0
2=\ T =244\
—y—MN=1= y=-1-7TXA = y=—1-TA VIeR
x4+ (-1=TAN+3A=1= 2=2+4) z=A
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war-sa— (i )G 2 -0 )0 3=

—k—-12=-14
(7k*12 0) (714 0 >
-4 —14) T Bk-6 —k-12) ) LT T

Problema 16.2.2 (10 puntos) Una empresa utiliza dos maquinas distintas (M1 y M2) para fa-
bricar tres tipos de ldminas de acero (rayada, lisa y doblemente rayada). Una hora de trabajo de la
maquina M1 fabrica 10 metros de ldmina rayada, 50 metros de lamina lisa y 10 metros de ldmina
doblemente rayada. Una hora de trabajo de la maquina M2 fabrica 40 metros de lamina rayada,
20 metros de ldmina lisa y 10 metros de lamina doblemente rayada. Cada hora de trabajo de las
méquinas M1 y M2 tiene un coste de 800 euros y 100 euros, respectivamente. Sabiendo que la
empresa tiene una demanda diaria de al menos 240 metros de ldmina rayada, 300 metros de lamina
lisa y 120 metros de lamina doblemente rayada, calcule cuantas horas deberd trabajar al dia cada
maquina para minimizar el coste de fabricacion.

a) (4 puntos) Plantee el problema.
b) (4 puntos) Resuélvalo grificamente e interprete la solucién en el contexto del problema.

c¢) (2 puntos) Analice graficamente qué ocurriria si la demanda diaria de la ldmina de acero lisa
aumenta en 100 metros més respecto de la demanda actual.

Solucién:
Sea x numero de horas de M1 e y numero de horas de M2.

rayada | lisa | doble rayada | coste
M1 10 50 10 800
M2 40 20 10 100
> 240 | > 300 > 120

a) La regién factible es

10z + 40y > 240 r+4y > 24
502 + 20y > 300 52 + 2y > 30
10z 4+ 10y > 120 = ¢ z+y > 12
z>0 x>0
y=>0 y=>0
Los vértices son: A(24,0), B (8,4), C(2,10) y D(0,15). ™ S

f(z,y) = 800z + 100y

f(24,0) = 19200 T
[ (8,4) = 6800 IS S
£(2,10) = 2600 o L

£(0,15) = 1500 Minimo

El minimo coste seria de 1500€ con 0 horas de maquina M1
y 15 horas de maquina M 2. '

b) Cambiaria la segunda restricciéon: 50z + 20y > 400 = 5z + 2y > 40.
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T+ 4y > 24
oz + 2y > 40
T +y>12
x>0
y=>0

Los vértices serfan: A(24,0), B(8,4), C(16/3,20/3) vy L= —
D(0, 20). A e

f(z,y) = 800z + 100y

£(24,0) = 19200

f(8,4) = 6800

£(16/3,20/3) = 14800/3 =~ 4933, 33
£(0,20) = 2000 Minimo

El minimo coste seria de 2000€ con 0 horas de méaquina M1 ¢
y 20 horas de maquina M?2.

Problema 16.2.3 (10 puntos) Considere las funciones f(z) = 2+ 3 y g(z) = —2 4+ 42 + 3

a) (3 puntos) Calcule la derivada de la funcién g(x) en el punto 2 = 1, aplicando la definicién
de derivada.

b) (7 puntos) Dibuje el recinto del plano comprendido entre las funciones f(x) y g(z). Calcule
el area de dicho recinto.

Solucion:

g(1+h) —g(1)

—(1+h)?+4(14+h)+3—-6 . 2h—h* _  h(2—h)

11\ _ 17 — 11 =
N e h TR T R

{9}:11’1(11(27}1):2

0 h—0

b) La funcién g es una pardbola que corta al eje OY en el punto (0,3) y al OX en los puntos
—2? +4r+3=0= (2+V7,0). ¢'(z) = 2r+4=0= x =2y como ¢g"(x) = —2 es
g"(2) = —2 < 0= (2,7) es un mdximo relativo.

La funcién f es una recta que corta con g en los puntos en los que f(z) = g(z) = z +3 =
2?44 4+3= 2> -3x=0= (0,3) y (3,6)
El drea encerrada S : [0, 3]

3 322

3 3
5 [t - s@)ds = [+ anyae - -2 42




Problema 16.2.4 (10 puntos) El beneficio (en miles de euros) de una pequeiia empresa de Navarra

varia segun la funcion:

[ P 48t+4 s 0<t<T . :
B(t) = { 9t _3 S T<t<10’ siendo ¢ el tiempo transcurrido en meses.
a) (1 punto) ;Cuél es el beneficio inicial de la empresa?

b) (3 puntos) Estudie la continuidad de B(t), clasificando en su caso los puntos de discontinui-
dad.

¢) (3 puntos) {En qué mes se alcanza el beneficio méximo? jCuél es ese beneficio méximo?
d) (3 puntos) Represente la gréfica de la evolucién del beneficio de esta empresa.

Solucion:

a) B(0) =4 = el beneficio inicial de la empresa es de 4000€

b) Las dos ramas son polinomios y, por tanto, continuas en el dominio de la funcién. Hay que
estudiar su continuidad en ¢t = 7:

lim B(t) = lim (=t +8t+4) =11
t—7—

t—=T7-

lim B(t) = lim (2t —3) =11 = lim B(t) = lim B(t) = B(7) =
t—T7t+ t—7+ t—7— t—T7t+

B(7) =11

B es continua en t = 7 y, por tanto, en el dominio de la funcién.

2% +8=0= t=4¢(0,7)

¢) Tenemos B'(t) = { 2>0 Vte(7,10)

0.1 0% 7.10)
B'(t) + - +
B(t) | creciente | decreciente N | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,4)U(7,10) y decreciente en el (4, 7), tiene un méximo
relativo en (4,20) y un minimo relativo en (7,11)

Tenemos B(0) = 4y B(10) = 17, luego el beneficio méximo es de 20000€ cuando transcurren
4 meses.

d) La gréfica serfa:

0<t<7 7<t<10
Mix(4,20)

50 (10,17)

Min(7,11) |x=19

x=7
04

00,0)

Problema 16.2.5 (10 puntos)

a) (5 puntos) En un concurso se dispone de dos urnas. En la primera urna hay 15 bolas, 6 de
ellas premiadas con un viaje, 5 bolas con un premio de 1.000 euros y 4 bolas sin premio. La
segunda urna tiene 10 bolas (3 con viaje, 4 con 1.000 euros y 3 sin premio). Un concursante
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tiene que seleccionar al azar una bola de la primera urna e introducirla en la segunda urna.
Tras esto, el concursante tiene que elegir una bola al azar de la segunda urna. Calcule la
probabilidad de que la bola seleccionada no tenga premio.

b) (5 puntos) En una universidad se realiz6 una encuesta a los estudiantes acerca de sus hébi-
tos de alimentacién y ejercicio fisico. El 40 % realizaban 5 comidas al dia y el 70 % de los
estudiantes hacfan ejercicio fisico regularmente. El 80 % de los estudiantes que realizaban 5
comidas al dia hacian ejercicio fisico regularmente.
Se selecciona un estudiante al azar. Calcule la probabilidad de que ni realice 5 comidas al dia
ni haga ejercicio fisico regularmente. (3 puntos)
Compruebe si los sucesos “comer 5 comidas al dia” y “hacer ejercicio fisico regularmente”
son 0 no sucesos independientes. (2 puntos)

Solucién:

a) Sean:
P; premio en lzilrna U1, P; no premio en la urna Uy, P, premio i ‘
en la urna Us, P> no premio en la urna Us. < o

11715 3/1. ?2
P(Py) = P(P|Py)P(Py) + P(P|Py)P(Py) = .
3 11 4 4 49 0.997 IINg

[ERRTS TR TR T A arn

b) Sean C hacen 5 comidas al dfa, C' no hacen 5 comidas al dfa, F' hacen ejercicio fisico y F no

hacen ejercicio fisico. Tenemos P(C) = 0,4, P(F') =0,7y P(F|C) =0,8

P(F|C) = Pf(g)c) — P(FNC) = P(FIC)P(C) = 0,8-0,4 = 0,32
P@CAF) = P(CUF) =1- P(CUF) =1 (P(C)+ P(F)— P(CNF)) =
1—(0,4+0,7—0,32) = 0,22

P(C)-P(F)=0,7-0,4=0,28# P(CNF)= Cy F no son independientes.

Problema 16.2.6 (10 puntos) El salario mensual (en euros) de los jévenes de un pais A sigue
una distribucién normal con varianza 40.000 euros?, mientras que el salario mensual de los jévenes

a)

b)

2)

de un pais B sigue una distribucién normal con desviacion tipica 300 euros. Se tomé una muestra
de 169 jévenes del pais A y se obtuvo un salario mensual medio de 1.200 euros. A partir de una
muestra de 49 jévenes del pais B, se calcul6é un salario mensual medio de 1.600 euros.

(5 puntos) Calcule un intervalo de confianza para el salario mensual medio de los jévenes del
pais A y otro para el salario mensual medio de los jévenes del pais B, ambos con un nivel de
confianza del 88 %. Interprete las soluciones en el contexto del problema.

(5 puntos) Con los datos de la muestra del pais B se ha calculado otro intervalo de confianza
para el salario mensual medio: [1, 525; 1, 675]. Determine el nivel de confianza de este intervalo,
justificando su respuesta.

(Escriba las férmulas necesarias y justifique las respuestas)

Solucion:

NC = 0,88
NC=08=1—a=— a=0,12— %:O706

P(ZgZa/g):lf%:170,06:0,94:> Zoyy = 1,555
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« N (uA; \/40000) = N (14;200), ng =169 y X4 = 1200

200
Ea = Za/2\;TA7 = 1,555 s = 23,0281

ICa = (X4 — Ea; X4 — E4) = (1200—23,9231; 1200+23,9231) = (1176, 0769; 1223,9231)

& N (up;300), ng =49 y X = 1600

300
Ep = Za/g;% = 1,555 = = 66,6429

ICp = (X5 — Ep; X — Eg) = (1600—66, 6429; 1600+66, 6429) = (1533, 3571; 1666, 6429)

@ El error del intervalo de confianza en el pais A es menor que el de B. El motivo es una
mayor dispersién op > 04 y por el tamano muestral nq > np.

1675 — 1525
b) Ahora Ep = ————— = T5:
300
T5 = Zojooe = Zojp = 1,75 = P(Z < 1,75) = 0,9599 = 1 — = = a = 0,0802 =
/49 2

1—a=0,9198 = NC =91,98%
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Capitulo 17

Pais Vasco

17.1. Ordinaria

& Este examen tiene ocho problemas distribuidos en cuatro bloques.
De estos ocho problemas tienes que responder a cuatro, de por lo menos tres
bloques diferentes.

@ En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en
orden hasta llegar al nimero necesario.

@ Esta permitido el uso de calculadoras cientificas que no presenten ninguna de las siguientes
prestaciones:
e pantalla gréfica
e posibilidad de trasmitir de datos
e programable
e resolucion de ecuaciones
e operaciones con matrices
e célculo de determinantes
e derivadas e integrales

e almacenamiento de datos alfanumeéricos

Algebra

Problema 17.1.1 (2,5 puntos) Sean las matrices A = (_1 2), B = (_1 2 11), C =

(3 0 1 )
2 -1 -1
a) (1 punto) Razona qué dimensién deben tener las matrices P y @ para que los productos
(A-P-B")y (Q-A-C) den como resultado una matriz cuadrada.

b) (1,5 puntos) Resuelve la ecuacién matricial: A- X — 2B -C" = A?

Solucion:
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a) (A - P -B')=
2x2 mxn 3X2 2%
(Q - - C)=T = q=2yp=3 (para que T sea cuadrada)
pxq 2%2 2x3 pX3

Luego dim(P) = 2x 3 = dim(A-P-B') = 2x 2y dim(Q) = 3x 3 = dim(Q-A-C) = 3 x 3.

2:> m=2yn=3

b) A-X-2B-C'=A"= A- X=A"+2B-C'= X =A"1(A"+2B.-C") =

(—1 2)‘1 (—1 —3)+2(—1 2 1) g _21 B
-3 4 2 4 3 -1 -\ | )| °

—46
~59/2

-1 -1 —28

(o2 ) G D)+ (G 360 =G a0 G w0) = o

Problema 17.1.2 (2,5 puntos) Una empresa especializada en la fabricacién de mobiliario para
casas de munecas produce mesas y sillas que vende a 20€ y 30€, respectivamente. La empresa quiere
saber cuantas unidades de cada articulo debe fabricar diariamente para maximizar los ingresos,
teniendo en cuenta las siguientes restricciones:

@ El nimero total de unidades producidas de ambos articulos no podré exceder de 4, por dia.

@ (Cada mesa requiere 2 horas para su fabricaciéon y cada silla 3 horas. La jornada laboral
méxima es de 10 horas.

@ El material utilizado en cada mesa cuesta 4€, y el utilizado en cada silla 2€. El presupuesto
para material es de 12€ diarios.

PRECIO | MATERIAL | TIEMPO | UNIDADES
MESA 20€ 4€ 2 horas T
SILLA 30€ 2€ 3 horas Y

a) (2,1 puntos) Plantea y resuelve el problema de maximizacién.

b) (0,4 puntos) Razona si con estas restricciones se pueden fabricar diariamente 1 mesa y 1 silla,
y si esto le conviene a la empresa.

Solucién:
Sean x numero de mesas, y numero de sillas.

PRECIO | MATERIAL | TIEMPO | UNIDADES
MESA 20€ 4€ 2 horas x
SILLA 30€ 2€ 3 horas y
TOTAL < 12€ < 10 horas <4
a) La region factible es
r+y<4 r+y<4
dor + 2y < 12 2r+y <6
2¢+3y <10 = 2¢ + 3y <10
z>0 z>0
y>0 y>0
- 10
Los vértices son: O(0,0), A(3,0), B(2,2) y C (07 3) 00 G0
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f(z,y) = 202 + 30y Solucién por solver :

gggggggg

f(0,0)=0 i
f(3,0) =60

f(2,2) =100 Maximo -

f <0, 1?) =100 Maéaximo

El beneficio méximo, de 100€ se consigue en cualquier punto del segmento que une los puntos
ByC.

Como en resultado tiene que ser entero buscamos algiin punto de ese segmento que cumpla
esta condicién:

10
Siz =0 tenemos 3y =10 = y = 3 = no es valido.

8
Siz=1tenemos 2+ 3y =10 = y = 3 = no es vélido.
Six =2 tenemos 4 + 3y = 10 = y = 2 = si es valido.
Luego tienen que fabricar 2 mesas y 2 sillas con un beneficio maximo de 100€.

b) Como (1,1) es un punto interior de la regién factible la solucién es posible aunque no sea la
optima para la empresa.

Analisis
Problema 17.1.3 (2,5 puntos)
a) (0,8 puntos) La grafica de la funcién g(x) = ax® + bx + ¢ tiene las siguientes caracterfsticas:

@ Pasa por el punto (0,0)

@ Tiene un minimo relativo en (1, —1)
Obtén el valor de los parametros a, by c.

b) (1 punto) Determina los maximos relativos, minimos relativos y puntos de inflexién de la

funcién f(x) = —2® — Zx, y realiza su representacién grafica.

2 2

c¢) (0,7 puntos) Halla el drea de la regién limitada por el eje de abscisas OX, la gréfica de la

3
3—§x,y1asrectasm:3yx:4

funcién f(x) = 2%
Solucién:

a) g(z) = az® +bx+c= ¢'(x) = 3az® + b

9(0)=0= c=0 1 3
J)=-1l= a+b+c=-1 = a=3, b:—i ye=0=
d(1)=0= 3a+b=0
1
g(x):ixB—gx

Habria que comprobar si el punto (1, —1) es verdaderamente un minimo local:
g"(z) = 6az = 3z = ¢”(1) = 3 > 0, luego el punto estudiado es un minimo local.
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_1s 3 Mgy — 542 -3 _ _
b) f(a:)—2m 2x:>f(a:)—2a: 2—0:>x—j:1.
(—o0,—1) (—1,1) (1,00)
f'(x) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00) y decreciente en el (—1,1). Tiene
un maximo relativo en el punto (—1,1) y un minimo relativo en el (1, —1).

) =3z=0= 2=0

(—00,0) (0, 00)
/(=) - +

f(x) | convexa —~ | concava —

La funcién es céncava (—) en el intervalo (0,00) y es convexa (—) en el intervalo (—oo,0)
con un punto de inflexién en (0, 0).

Otra forma de comprobar si era punto de inflexién seria por la tercera derivada f”'(x) =
3= f"(0)=3%# 0= 2z =0 es un punto de inflexién.

Los puntos de corte con el eje de abscisas son:

fla) = %m‘”’ ~Sr=0=> (0,0, (-v53,0) y (V3,0)

2
Representacion:

<

Mix(-1,1)

P1(0,0)
(3,0 (3,0)

Min(1,-1)

c) En el intervalo (3,4) la funcién no corta el eje de abscisas por lo que hay un recinto Sy : [3, 4]
4 4 4
1 3 T 133
si=[ (G -2a) =2 5| =12
! /3 ot TT) T R T T R

133
S = |Sl| = ? ~ 16,625 u2

Miéx(-1,1)

PI(0,0)

3 Min(1,-1) 3.0
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Problema 17.1.4 (2,5 puntos) Se considera la funcién definida por

f(x)—{ 202 —8x+6 s <1
Tl 222482 -6 si z>1

a) (1,7 puntos) Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién.
b) (0,4 puntos) Determina los extremos relativos de la funcién.

¢) (0,4 puntos) Representa la grafica de la funcién.

Solucién:

a) Las dos ramas son continuas por ser polinomios, hay que estudiar la continuidad en z = 1:

lim f(z) = lim (22 —8x+6) =0

x—1- r— 17

lim f(z) = lim (-222 48z —6) =0 = lim f(z) = lim f(z) = f(1) =
lel)Jr 0 z—1t z—1- z—1t

f =

f es continua en x = 1 y, por tanto, en R
Las dos ramas son derivables por ser polinomios, hay que estudiar la derivabilidad en z = 1:

4r—8 si x<1 {f’(lf):fll

f/(x):{ Az +8 st w>1 =4 — FAASON=

f no es derivable en = 1 y, por tanto, si lo es en R — {1}

b)
f/(x)7{4x—8:O:> x = 2 fuera de larama z < 1
Tl 42+8=0= =2 dentrode larama z > 1

Enlaramaz > 1= f"(z) = -4= f"(2) = -4 < 0= (2,2) es un méximo relativo y
tendrd un minimo relativo en (1,0)

c¢) Calculamos los puntos de corte:

@ Con OX = —22°4+8z—6 =0 = (1,0)y (3,0), la otra rama 22°—8x+6 = 0 = (1,0)
y (3,0) fuera de esta rama.

@ Con OY solo corta la rama z < 1, haciendo 2 = 0 = (0, 6)

y

(0,6)

Maix(2,2)

0,0 Min(1,0) 3,0

Probabilidad
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Problema 17.1.5 (2,5 puntos) De una baraja, Lucia y Carlos han extraido 8 cartas: los cuatro
ases y los cuatro reyes. De esas 8 cartas, Lucia le ha dado dos cartas a Carlos y, posteriormente,
ha cogido una carta para ella.

Calcula:

a) (0,4 puntos) La probabilidad de que Carlos tenga dos ases

b) (0,6 puntos) La probabilidad de que Carlos tenga un as y un rey.

¢) (0,7 puntos) La probabilidad de que Lucia tenga un as y Carlos no tenga dos reyes.
)

d) (0,8 puntos) La probabilidad de que Lucia tenga un rey.

Solucién:
Sean A. as de Carlos, A.A. ases de Carlos, R, rey de Carlos, R.R,. reyes de Carlos, A.R. as y rey
de Carlos, R.A. rey y as de Carlos, A; as de Lucia y R; rey de Lucia.

13 3 44 4
P(A:Ac) =P =—.2 =" yP(AR,) = P(RA) === =—
( c C) (R;CRC) 8 7 12 y ( CRC) ;Rc c) 8 7 1§
P(A|AAL) = & P(A/|R.R.) = & P(A)|A.R,) = 5y P(A|R.A) = i
A
2/6,
4 3 3
3) P(AA) = P(RR) =3 2 ==
4 4 4
P(A P(RA)= — 4+ — ==
b) P(A.R:) + P(R:A.) 14—|—14 -
3 2 4 3 4 3 5
©) PATRR) =~ =+ s+ o=
3 4 4 3 4 3 3 2 1
ODPR)=7 5 a6 a6 146 2

By

Problema 17.1.6 (2,5 puntos) Jimena tiene dos trajes rojos, un traje azul y uno blanco. Ademds,
tiene un par de zapatos de color rojo, otro par de color azul y dos pares blancos. Si decide aleato-
riamente qué ponerse, determina las probabilidades de los siguientes sucesos:

a) (0,3 puntos) Llevar traje rojo y zapatos blancos.

b) (0,4 puntos) No ir vestida totalmente de blanco.

¢) (0,4 puntos) Llevar zapatos azules.

d) (0,5 puntos) Llevar zapatos azules o blancos.

e) (0,4 puntos) Ir vestida totalmente del mismo color.

f) (0,5 puntos) Llevar zapatos rojos, sabiendo que no esta vestida totalmente del mismo color.

Solucién:
Sean T, traje rojo, T, traje azul, T} traje blanco, Z, zapatos rojos, Z, zapatos azules y Z; zapatos
blancos.
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2 2 1
b) P( no ir de blanco) =1 — P(ir de blanco) =1 — P(T, N Zp) =
2 1 7
1—-2.2 =2
4 48
¢) P(Z,) = P(Za|T,)P(T,) + P(Zo|T,)P(T,) + P(Z,|T,)P(T,) = z
12 11 11 1 14
11tiit T g
2/4 Zy
d) IID(Za UZy) = P(Zy)+ P(Zy) — P(ZoaN\ Zy) = P(Z,) + P(Zy) = 24 vt
Z + P(Zb|TT)P(TT) + P(Zb|TT)P(TT) + P(Zb|Tr)P(TT) = 1/4 T, %Zﬂ
1,22 12 12 3 % i
474 444 44 4 Tt
Zq
e) P(del mismo color) = P(T,.Z,.) + P(TyZy) + P(T.Z,) = 24
21, 12 11_5 =
4 4 4 4 4 16

) P(Z, Nno mismo color)
f) P(Z|no mismo color) = P (1o mismo color) =

P(Z,NT,)+P(Z.NT) +-1+%-1 2

1 — P(mismo color) 1-— = 1

Inferencia estadistica

Problema 17.1.7 (2,5 puntos) El ntimero de horas semanales que las y los estudiantes de ba-
chillerato de una determinada ciudad dedican al deporte es una variable aleatoria que sigue una

distribucién normal de media 8 y varianza 7,29. Se elige una muestra aleatoria simple de tamano
36.

a) (0,75 puntos) Indica cuél es la distribucién de la media muestral, X.

b) (1 punto);Cudl es la probabilidad de que el nimero medio de horas semanales que dedican
al deporte esté entre 7,82 y 8,367

¢) (0,75 puntos) En la distribucién de la media muestral X, obtén el intervalo caracterfstico
para el 99%

Soluciodn:
N(8;4/7,29)
N ) 7,29
a) X~ N<8, ’ ):N(8;0,45)
V36
y 7,82 -8 8,36—8)
< < = < < 4 ) = — < < =
b) P(7,82< X < 8,36) =P T <z e P(—0,4< Z<0,8)
0

P(Z <0,8)— P(Z < —0,4) = P(Z <0,8) — 1+ P(Z < 0,4) = 0,7881 — 1 +0, 6554 = 0, 4435
¢) NC=0,99=1-a= a=0,01— %:07005
P(ZgZa/g)zl—%:1—0,005:o,995:> Zoy = 2,575
o
B = Zopp 7 =2,575-0,45 = 11587

El intervalo caracteristico es (u—F, u+E) = (8 —1,15875;8+1,15875) = (6,84125;9, 15875)
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Problema 17.1.8 (2,5 puntos) En una cierta universidad se ha tomado una muestra aleatoria
simple de 400 estudiantes, y se ha observado que de ellos 160 han aprobado todas las asignaturas.

a) (1,25 puntos) Estima el porcentaje de estudiantes de esa universidad que aprueban todas las
asignaturas, con un nivel de confianza del 97 %.

b) (0,5 puntos) Calcula el error maximo admisible, con el nivel de confianza indicado.

c¢) (0,75 puntos) A la vista del resultado anterior, se quiere repetir la experiencia para conseguir
que el error maximo admisible no sea superior a 0,04, con el mismo nivel de confianza.
(Cudntos estudiantes, como minimo, ha de tener la muestra?

Solucién:

a) n=400,p= 10 =0.44=1-p=06yNC=09T=1-a= a=0,03:>%=0,015

P(Z < Zojs) =1 =5 =1-0,015= 0,985 = Zoj = 2,17

| Pq 10,4 -
E= Za/Q =2,17 0 06—00532

IC=(p—F p+E (0, 4 0 0532; 0,4+ 0,0532) = (0, 3468;0,4532) = (34,68 %; 45,32 %)
El porcentaje de aprobados se encuentra entre el 34,68 % y el 45,32 % con una confianza del
97 %.

b) E =0,0532 = 5,32%

0,4-0,6
c) 0,04=217\/ —— = n > 706,335 = n = 707 alumnos.
n

17.2. Extraordinaria

@ Este examen tiene ocho problemas distribuidos en cuatro bloques.
De estos ocho problemas tienes que responder a cuatro, de por lo menos tres
bloques diferentes.

@ En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en
orden hasta llegar al nimero necesario.

@ Esta permitido el uso de calculadoras cientificas que no presenten ninguna de las siguientes
prestaciones:
e pantalla gréfica
e posibilidad de trasmitir de datos
e programable
e resolucién de ecuaciones
e operaciones con matrices
e célculo de determinantes
e derivadas e integrales

e almacenamiento de datos alfanumeéricos

Algebra
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Problema 17.2.1 (2,5 puntos) Sean las matrices A = (; ;) y B= (33 _21>
a) (0,75 punto) Comprueba que la matriz B es la inversa de la matriz A.
. 9 10
b) (0,75 punto) Calcula la matriz (A — 215)*, donde Iy = 0 1

¢) (1 punto) Calcula la matriz X tal que A- X =B
(5 2)-s

2 1 2 -1 1 0 -
am=(5 ) (5 )= )= B8=4"

w e =[G )-C -6 8 - @ 5)-m

e Cip_ o (2 —1>(2 —1)_(7 —4)
) A-X=B= X=A"'B=0B B—(_3 )5 )=

Solucion:

a) [A|=1#0= 3471

Problema 17.2.2 (2,5 puntos) En un examen de matemadticas se propone el siguiente problema:
Indica dénde alcanza el minimo la funcién F(x,y) = 6z + 3y — 2, en la regién determinada por las
siguientes restricciones:

20 +y>6; 2x+5y<30; 2x—y<6

a) (2,2 puntos) Jimena responde que el minimo de la funcién se alcanza en el punto (1,2) e
Ivén, por el contrario, que lo hace en el punto (3,0).

@ ;Es cierto que el minimo de la funcién se alcanza en el punto (1,2)?

@ ; Es exacta la respuesta de Ivan?
Razona tus respuestas
b) (0,3 puntos) ;Cudnto vale dicho minimo?

Solucion:

a) La region factible es

2x+5y=30

20 +y >6
2z 4+ 5y < 30
20 —y <6

Los vértices son: A(3,0), B(5,4) y C(0,6).

0(0.0)

227



F(z,y) = 6x+ 3y — 2

F(3,0) = 16 Minimo
F(5,4) = 40 Méximo
F(0,6) = 16 Minimo

Solucién por solver :
El minimo se alcanza en cualquier punto del seg- - _. « . ..
mento AC. El conjunto de soluciones posibles serfa ‘.

{(z,y) e R*/y = —2z+ 6, Vz € [0,3]}. Por lo tanto: (

@ El minimo no se encuentra en el punto (1,2) por no
pertenecer al segmento AC|, ni siquiera a la regién fac-
tible.

@ La respuesta de Ivan es un minimo por pertenecer al
segmento AC, pero no seria la solucién exacta al haber
infinitas soluciones posibles que darian 16.

b) El minimo vale 16.
Analisis

Problema 17.2.3 (2,5 puntos) La siguiente funcién I(t) representa las ganancias/pérdidas (en
miles de euros) de una empresa desde que se fundé:

8t — 16
It =77

L t>0
donde ¢ es el tiempo pasado (en afios), e I(t) son las ganancias/pérdidas.
a) (0,4 puntos) Realiza la representacién gréfica de la funcién I(t)
b) (0,3 puntos) ;Cudnto fue la inversién inicial (capital inicial)?
¢) (0,3 puntos) {En qué afio gané 5600€7
d) (0,5 puntos) §A partir de qué ano la empresa empieza a obtener ganancias?

e) (0,3 puntos) Analiza la evolucién de la funcién (intervalos de crecimiento y decrecimiento)

f) (0,7 puntos) En caso de seguir asi jcudl es la tendencia de la evolucién de las ganancias/pérdi-
das? ;La relacionas con alguna caracteristica de la funcién?

Solucion:

a) Tenemos: Dom(I) = [0, 00), corta al eje de abscisas en (2,0) y el de ordenadas en el (0, —16).
No tiene asintotas verticales, la tinica posible ¢ = —1 no esta en el dominio de la funcién. Si
tiene asintota horizontal en y = 8, tlgglo I(t) = 8 y, por tanto, no tiene oblicuas.

T (t) — i
(t+1)2
la funcién.

> 0 = I no tiene extremos relativos y es creciente en todo el dominio de

I"(t) = ————=3 <0 == I es convexa ~ en todo el dominio de la funcién.

(t+1)
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Con estos datos dibujamos:

0(0,0) (20)

(0,-16)

b) I(0) = —16 = se invirtieron 16000€.

t—1
¢) I(t) = 5,6 — 16

ganancias de 5600€.

=56 =— t =9 alos 9 anos la empresa, en ese ano, tiene unas

d) A partir del segundo afio, como se ha visto en la representacién grafica.
e) La funcién es siempre creciente por ser f'(x) > 0 Va € [0, 00)

f) La funcién tiende a estabilizarse en 8000€, se aproxima a la asintota horizontal y = 8.

—2x —a si <0
Problema 17.2.4 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = z—1 si O0<z<2
br—5 s x> 2

a) (1,2 puntos) Halla los valores de los pardmetros a y b para que la funcién f(z) sea continua
en el conjunto de todos los niimeros reales.

b) (0,5 puntos) Representa la grafica de la funcién f(z) para los valores de los pardmetros a = 0
vy b=3.

¢) (0,8 puntos) Para los valores de a = 0 y b = 3, calcula el drea de la regién limitada por la
grafica de la funcién f(z), el eje de abscisas OX, y las rectas x = 1y = = 3.

Solucion:

a) Las tres ramas son continuas por ser polinomios, hay que estudiar la continuidad en z =0y
T =2.

@ Continuidad en x = 0:

i fl@) =l 1) =1 = lim f(@) = lin_ () = [(0) =
70) = —a

—a=—-1= a=
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@ Continuidad en z = 2:

lim f(x) :qul_)mz(x— 1)=1

wfn; f@) = limbe —5) =2 -5 = lm [() = lim f(z) = f(2) =
7(2)=20—5 : :

2b-5=1=b=3

—2x  si x <0
b) Sia=0yb=3= f(z) = z—1 si 0<z<2
3x —5H si x> 2
Como las tres ramas son tres rectas, con dos valores en cada una se puede representar la
funcién y queda:

: 4
= = (&)

x<0 0<x<2 x>2

-1,2)

[e2)]

0(0,0)

(0,-1)

¢) = = 1 estd en la segunda rama, hay que comprobar si la gréifica de la funcién corta al eje
de abscisas en el intervalo (1,2). Tenemos x — 1 = 0 = = = 1, luego la funcién no corta
al eje de abscisas en el interior del intervalo (1,2). Tendremos dos recintos Sy : [1,2] en la
rama 0 < x < 2y Sy :[2,3] en la rama x > 2. Podemos resolver por figuras geométricas dos

tridngulos rectangulos y un cuadrado:

. 1-3 3 5
S, — — 2y S, = 1.1=241=2">9-8,+8, =
R R 5" I

2
Por integrales:

=3u?

DO | Ot

+

DN =

2 2 2
T 1
= —1 Sl i
S /l(x ) dx 5 xL 5
3 2 3
3x } 5
Sg—/2 (3x—5)dx—7—5x2—§
1
2

S=|51|+|Sz|= =3 u2

¥

| Ot

+

0(0,0) 2,0

(0,-1)




Probabilidad

Problema 17.2.5 (2,5 puntos) Gorka, jugador de un equipo de fitbol, ha sido titular el 80 % de
los partidos de liga. Su equipo ha ganado un 40 % de los partidos en los que Gorka ha sido titular;
y cuando no lo ha sido, su equipo ha ganado el 45 % de los partidos.

a) (0,8 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que el equipo gane un partido?

b) (0,6 puntos) Sabiendo que su equipo ha ganado, ;Cudl es la probabilidad de que Gorka haya
sido titular?

¢) (0,6 puntos) {Cudl es la probabilidad de que Gorka no sea titular y que su equipo gane el
partido?
d) (0,5 puntos) ¢Los sucesos “ser titular” y “ganar el partido” son sucesos independientes?

Razona tu respuesta.

Solucién: - B
Sean T es titular, T no es titular, G gana el partido y G pierde el partido.

a) P(G) = P(G|T)P(T) + P(GT)P(T) = 0,4-0,8 + 0,45 - 0,2 =

0,41 0é -G
T
b) P(T|G) = P(GJL%?(T) = 0’817'401’8 =0, 7805 & 06> 7
¢) P(TNG) = P(GT)P(T) =0,45-0,2 = 0,09 e i A
d) P(TNG) = P(G|T)P(T) =0,4-0,8 =0,32y P(T)- P(G) = T o

0,8-0,41=0,328— P(TNG)# P(T)-P(G)= Ty Gno
son independientes.

Problema 17.2.6 (2,5 puntos) Una urna contiene 5 bolas rojas y 3 verdes. Se extrae una bola y
se reemplaza por dos bolas del otro color. A continuacién, se extrae una segunda bola.

Calcula:
a) (1,4 puntos) La probabilidad de que la segunda bola extraida sea verde.

b) (1,1 puntos) La probabilidad de que la primera bola extraida haya sido roja, sabiendo que la
segunda bola ha sido roja.

Solucién:
Sean R1 bola roja en la primera extraccién, V'1 bola verde en la primera extraccion, R2 bola roja

en la segunda extraccion y V2 bola verde en la segunda extraccion.

4/9 R2

a) P(V2) = P(V2|R1)P(R1)+ P(V2[V1)P(V1) = g%+ g % = W S )
(o) ~ 0,4306

5 9

PR = P(R2P}(%]1%)21)’(R1) - 13_. % - % ~ 0,4878 TN Z "

V2

Inferencia estadistica
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Problema 17.2.7 (2,5 puntos) El peso neto de las tabletas de chocolate de una determinada
marca es una variable aleatoria normal de media desconocida p y desviacién tipica 7 gramos.
Sabemos que 36 tabletas de chocolate, elegidas al azar, han dado un peso total de 5274 gramos.

a) (1,7 puntos) Calcula un intervalo de confianza para la media p con un nivel de confianza del
94 %.

b) (0,8 puntos) Con el mismo nivel de confianza jcudntas tabletas, como minimo, habrd que
tomar en la muestra para que la amplitud del intervalo de confianza que se obtenga sea, como
maximo, de 3 gramos?

Solucién:
N(p;7)
5274

a) X = 2= = 1465y NC=0,94=1-a = a=0,06 = %:0703

P(Zgzm):1-%:1-0,03:0,97=> Zoyy = 1,885
o 7

E=2Zy5—=185—— ~22

Ve
IC=(X—-E,X+E)=(146,5—2,2:146,5 + 2,2) = (144,3;148,7)

b) 3=2E= E=1,5
1,5:1,885%:>n277,38:> n = 78 tabletas de chocolate.
n

Problema 17.2.8 (2,5 puntos) Un jugador A realiza lanzamientos con una moneda equilibrada,
mientras que otro jugador B lo hace con una moneda trucada. La probabilidad de obtener cara
con la moneda trucada es 0,4. Asociadas a dichos lanzamientos se definen las variables que siguen
las siguientes distribuciones binomiales:

@ X nidmero de caras que obtiene el jugador A en n lanzamientos, X = B(n, p)

e n = numero de lanzamientos con la moneda equilibrada.

e p = probabilidad de obtener cara con la moneda equilibrada.
@ Y nimero de cruces que obtiene el jugador B en n’ lanzamientos, X = B(n/,p')

e n' = ntmero de lanzamientos con la moneda trucada.

e p' = probabilidad de obtener cruz con la moneda trucada.

a) (0,6 puntos) Calcula la probabilidad de que el jugador A obtenga 3 caras en tres lanzamientos
con su moneda equilibrada.

b) (0,6 puntos) Calcula la probabilidad de que el jugador B obtenga 2 cruces en 2 lanzamientos
con la moneda trucada.

c¢) (1,3 puntos) {Qué es més probable, que el jugador A obtenga menos de 190 caras en 400
lanzamientos con su moneda equilibrada o que el jugador B obtenga menos de 110 cruces en
200 lanzamientos con su moneda trucada? Justifica la respuesta.

Solucién:
a) B(3;0,5) = P(X =3)= ( ) -0,5%-0,5°=0,125
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b) B(2;0,6) = P(Y =2) = (2> -0,6%-0,4° = 0,36

¢) El jugador A:
B(400;0,5) se cumple: n = 400 > 10, np = 400-0,5 = 200 > 5, ng = 400-0,5 = 200 > 5 =
N (np,\/npq)
B(400;0,5) ~"" N(200;10)
1 -2
PO < 1) = p (7 < 10230
0,1469
El jugador B:
B(200;0,6) se cumple: n = 200 > 10, np = 200-0,6 = 120 > 5, ng =200-0,4 =80 > 5 =
N (np,\/npq)
B(200;0,6)  ~"" N(120;6,9282)
109,5 — 120
PY <110)=P|(Z < %0 )= P(Z<-1,52)=1—-P(Z<1,52) =1-0,9357 =
0,0643 ’
La probabilidad de que A obtenga menos de 190 caras en 400 lanzamientos, con la moneda

equilibrada, es mayor de la que tiene el jugador B para obtener 110 cruces en 200 lanzamientos
con la moneda trucada.

) =P(Z<-1,06)=1-P(Z<1,05)=1-0,8531 =
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Capitulo 18

Resumenes teoricos

18.1. Algebra

Matrices
matriz A dimension Transpuesta AT dimensién
air - Qin air -0 Aim
mxn nxm

Am1 " Amn apl " Gnm

matriz cuadrada orden identidad matriz triangular
a1 - ain 1 --- 0 a1 - ain

n
ani -+ A 0 --- 1 0 - ann

@ Suma: Tienen que tener la misma dimensién y se suman término a término.

@ Producto de una matriz por un nimero real: Se multiplican todos los términos de la
matriz por ese nimero.

@ Producto de dos matrices: Se desarrolla multiplicando matriz fila por matriz columna de
la siguiente manera:

b1
(ann a2+ am )- : =anbn +aizbar + -+ + a1nbm
bnl
El ntimero de columnas de la primera matriz tiene que ser igual al niimero de filas de la
segunda.
Determinante de una matriz

@ La matriz tiene que ser cuadrada

aip  ai2

a) De orden dos:
az;  G22

= 11G22 — G120G21
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b) De orden tres: (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
a1 @22 Q23 | = Q11022033 + A21032013 + A31G12023—
az1 asz ass

—(a13a22a31 + a23az2a11 + a33a12021)

@ Propiedades:

a+m b+n c+p a b c m n p
a) d e f =|d e f|+| d e f
g h i g h i g h 1
b) |AT] = |A]
¢) |[A-B| = |A|-|B|
d) Si cambiamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo.
e) Si una fila o una columna tiene todos sus elementos igual a cero el determinante vale

cero.
f) Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante vale cero.
g) Si dos filas o dos columnas son proporcionales el determinante vale cero.

h) Si una fila o columna es combinacién lineal de las otras el determinante vale cero.

a b ¢ a b ¢ a b c a b c
)|d e fl=|d e fl+|d e f|= d e f |, es decir, si a una
g h i g h i a b c g+a h+bdb i+c
fila (o0 a una columna) le sumamos otra fila (u otra columna) el determinante no varfa.
a b c a b c a b ¢ a b c
Hld e fl=|d e fl+]| d e f|= d e f , es decir,
g h i g h i ra xb xc g+zxa h+zb i+ zxc

si a una fila multiplicada por un ntimero (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra
columna) el determinante no varfa.

Matriz Adjunta:

@ Adjunto del elemento a;; de una matriz es el valor del determinante resultante de eliminar
la fila 7 y la columna j multiplicado por (—1)**7 y se le denomina Aij.

@ Matriz adjunta. Adj(A) = (4i;)

Calculo del determinate de una matriz por adjuntos:
Se elige una fila o una columna (cualquiera es vélida, siempre serd mejor aquella que tenga més
ceros), escojo la primera fila para el ejemplo:

|A] = a11 411 + a2+ - + a1, A1y
Inversa de una matriz: ‘ "
(Adj(A))
Al
Una matriz tiene inversa si, y sélo si, |A| # 0.

A las matrices que tienen inversa se la llama Regulares y a las que no la tienen se las llama
Singulares.

AT =
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Rango de una matriz

Es el numero de filas linealmente independientes.

De forma practica se calcula por determinantes. Si tenemos una matriz de dimensién 3 X 4 cogemos
matrices cuadradas que tengan el mayor orden posible, tendremos cuatro de orden 3, si el determi-
nante de alguna de ellas es distinto de cero el rango es 3 y habremos terminado, si por el contrario
todas son cero el rango ya no puede ser 3 y buscaremos menores de orden 2. Si alguno de estos
menores es distinto de cero ya habremos terminado, y el rango sera 2, si por el contrario todos son
cero tendremos que buscar menores de orden 1, y en el momento que encontremos alguno distinto
de cero el rango serd 1.

Sistema de Ecuaciones lineales

anrit+ - FamTp = by
am1T1+ - +amnTy = bm
ail N A1n
Matriz del sistema: A =
Am1 Amn
ail N A1n bl
Matriz ampliada: A =
Gmi  ***  Gmn | bm
1
Matriz de variables: X = : ,
Tm
by

Matriz de términos independientes: B = :
bm,
Se trata de una ecuacién matricial: AX = B.
Si |A] #0 = 3A~! y en este caso el sistema se podra resolver de la siguiente manera X = A~'B

Antes de resolver un sistema estudiar si hay ecuaciones nulas, iguales o proporcionales, para el
estudio del rango.

Teorema de Rouché

@ Si Rango(A) =Rango(A4) = n° de incdgnitas se trata de un Sistema Compatible Determinado
(SCD). Y tiene solucién unica.

@ Si Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas se trata de un Sistema Compatible Indetermi-
nado (SCI). Y tiene infinitas soluciones.

@ Si Rango(A) #Rango(A) se trata de un Sistema Incompatible. Y no tiene solucién.

Sistema homogéneos Son aquellos en los que b; = 0, estos siempre tienen solucién z; = zo =
- = &, = 0 solucién trivial, pero en el caso de que de que Rango(4) < m (n° de incdégnitas)
estarfamos ante infinitas soluciones, es decir:
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@ Si Rango(A) = m (n° de incégnitas) = SCD = x1 = x3 = -+ - = 2, = 0 solucién trivial.

@ Si Rango(A) < m (n° de incégnitas) = SCI = infinitas soluciones.

Regla de Cramer
Sea A = (017 CQ, Cg, o

de las columnas y tendremos:

-, Cp, B), entoces sustituimos la columna B en la matriz A por cada una

xlz‘B7027C37"'aCn‘ CL‘Q:lCl,B,C?)"..’CTLl :|Cl7C2a"'?B‘
|A] ’ Al ’ Al
18.2. Analisis
Tabla de Derivadas
funcién derivada funcién derivada
y==k y =0 y=z y =1
y = az" y = naz" " y = au” y = nau"
y=uxv y =u £ Y = uv y =u'v+u
u’ u u'v — uv’
y= {L/’a y' = y=- Yy= —15
nvVun—1! v v
u’ u’
y=1Inu Y =— y = log, u y =
? - v—1,7 / }Llna
y=u" Yy =u’ (v Inu) + vu’Tu y = a“ y =v'a%Ina
y=e" y =u'et Yy =sinu y =u cosu
Y = CoSU y = —u'sinu Yy = tanu y = sec’u
Yy =cotu y = —u csctu Yy = cscu = —u/cscucotu
7
/ l . ’ u
= secu =u'secutanu = arcsinu = —
y y y V==
/ u/ ! ul
= arccosu - = arctanu = —
y V= y V=1
Regla de la Cadena y= f(g()) =4 (x)f'(9(x))
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Representacion grafica de funciones
Hay que seguir los siguientes pasos:

1 Dominio Buscar Puntos Singulares 2 Signo f()>00 f(x) <0

Corte con OX : f(x) =0
Corte con OY : =0

Par: f(—z) = f(z) con OY

4 Simetria : Impar : f(—z) = —f(z) con O

3 Ptos. Corte

5 Asintotas :

Verticales : x = p
lim f(z) = o0

[L’*}p

Horizontales : y = p
If =

(i @) =p

Si 3y = p = No Oblicuas
Oblicuas : y = mx +n

6 Monotonia :

Creciente : f'(x) >0 ~

Decreciente : f/(z) <0 N\

Si f'(p) = 0 Punto Critico :
Miéximo si f”(p) <0
Minimo si f”(p) > 0

. flx) Pto. Inflexién si
i Ny /") =0y f"(p) #0
n=im_(f{z) - ma)
Céncava : f(x) >0 U
Méximo : 7\ Convexa : f"(z) <0 N
Méximos y de creciente a decreciente | Si f”(p) = 0 Punto Critico :
Minimos Minimo : \, 8 Curvatgag Pto. Inflexién si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9 Periodo : fla+T) = f(x)
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Tabla de Integrales Inmediatas

Tipo Simple Compuesta
et fa+1
Potencial a # —1 / xdr = / fo- fldx
a+1
f . 1 f'
Logaritmica —dz =In|x| dx =1n |f|
x
Exponencial / e dr = e” / f'dx = e’
z : bi
Exponencial / iy = 2 / al - f'dx = @
" Ina Ina
Seno /c srdr =sinx /f’-cosfda::sinf
Coseno / sinz dx = —cosx / f'-sin fdx = —cos f
Tangente sec? dz = tanx / f'-sec? fdr =tan f
/(1+tan2x)d:v:tanx - (1+tan? f) de = tan f
1 Fil
/ p—m dr = tanx cos? ] dx = tan f
Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdr = —cot f
/(1+cot2x)dx:—cotx - (1 +cot? f)dr = —cot f
1 7
/ —— dz = —cotw .f2 dx = —cot f
sin” x sin” f
1 . I .
Arco seno dx = arcsin x \/ﬁ dx = arcsin f

.
dxr = arcsin —
2 a

7
/ fi dx = arcsin i
a2 — f2 a

Arco coseno

dx = arccosx

/ idmzarccosf
iE

x
dxr = arccos —
a2 _ IQ a

dxr = arccos =
a

Arco tangente

dxr = arctan x

1
14 22

e =
/ 1+f2d17arctanf
7

1 T
——— dr = arctan —
a? 4 x2 a

g !
/a2+f2 dx—arctana

Neperiano — Arcotangente

ax? +bx +c

M N
T dr = In+arctanx

: M #0
az? 4 bz + ¢ irreducible
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Definicion de Derivada

f(x) = lim fe+h) - f@) f'(a) = lim flat+h) ~ f(a)

h—0 h h—0 h

Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

lm_ f(z) = lm f(z) = f(a)

r—>a~ r—> a™t

@ Si lim f(z)# lim f(r) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
z—>a~ r—> a™t

punto)

@ Si lim f(z)= lim f(x)# f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
T—>a~ z—>at

en ese punto)
Derivabilidad

Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a”) = f/(a

o flath) = f@) o g flath) = fla)
i G, ) = S

+).

flla™) =

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un méximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a, ], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (a < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abscisas, es decir, 3¢ € [a, ] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

c € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Célculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /I f(t)dt donde ¢ € [a,b]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, ] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)
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Teorema de integraciéon por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b
/ f'(@)g(w) da = [f(x)g(x)], — / f(x)g'(z) dx
/ wdv = uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)

Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. ST hacemos el cambio de variable ¢ = g(x) se cumple que

b g(b)
/ Fg(2))d (@) dz = / F(t)dt
a g(a)

Limites cuando © — +o
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

m 2@
x— oo Q(gj)

L=

@& lim P(x)= +oo el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
r—>00

mio.

A
& Sin>m=— L :Sign0<§) - 00

& Sin<m— L=

0

A
& Si = — |, = —
[ 1n m B

Si lim P(z)%® =[1°] = ¢*, donde

xTr—>00

A= lim Q(z)(P(z)—1)

r—>00

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

i S [0] o [20] SO L)

Aproximaciones cuando z — 0

sinz ~ x tanz ~ x e ~1l+x log(l+z)~x
x ™
2

a*~1+zlna | arcsinz ~x | cosr ~1— — |arccos~ — — =
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18.3. Probabilidad

Frecuencia absoluta de un suceso A es el numero de veces que se repite dicho suceso

= f(4)

Frecuencia relativa de un suceso A es la proporciéon de veces que ha sucedido A de N ex-
A
periencias = f,.(A) = S
N
Ley de los grandes nimeros: Nh’m fr(A) = P(A)
— 00

Ley de Laplace: P(A) = Numero de casos favorables

Ntmero de casos posibles

) = Espacio muestral es el de todos los sucesos, seria el suceso seguro: P(2) = 1.
() = Espacio vacio es el de ningin suceso, serfa el suceso imposible: P(()) = 0.

Diagramas de Venn: (esquemas usados en la teorfa de conjuntos)

Union de dos conjuntos: Es el total de
todos los elementos del conjunto A con to-

dos los de B: AU B

Interseccion de dos conjuntos: Es el to-
tal de todos los elementos comunes entre los
conjuntos A v B: An B

(i

Sucesos Incompatibles: Dos sucesos son
incompatibles si su interseccion es vacia.

AnNB=0= P(ANB)=10

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

En el caso de que los dos sucesos sean incompatibles la formula quedaria:
P(AuB)=P(A)+ P(B)
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Sucesos independientes: Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).

A es el suceso contrario o complementario

de A:

A=Q—-A— P(A)=1-P(A)

P(ANB)=P(B)— P(AN B)

P(ANTD) = P(A) — P(AN D)

Leyes de Morgan: AUB=ANBy ANB=AUB

Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que ocurra un suceso A sabiendo que ha

P(ANB
ocurrido el suceso B: P(A|B) = (P(:ﬂ)
Teorema de Bayes: P(A|B) = P(B;Lf(l)BJ)D(A)

Teorema de la probabilidad total: Si A; U As U A3 U A4 U A5 = Q y los sucesos A; con
i =1,...,5 son incompatibles dos a dos (interseccién vacia), entonces:

P(A) = P(A1)P(A|A1) + P(A2) P(A|A2) + P(A3) P(A|A3) + P(A4) P(A|Aq) + P(A5) P(A|A5)
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Probabilidad condicionada:
P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

probabilidad total

P(A) = P(A1)P(A|A1)+P(A2) P(A|Ay)+P(A3) P(A)As)+P(A4) P(A|Ag)+P(As) P(A|As)

Organizacién por arboles:

Py A —POH

P{a|B) _ «
P(B) . /
w

Pc) b

PlaC) - @
Cﬁ
P
\b

;

Organizacion por tablas de contingencia:

Renault | Seat | Mercedes | Totales
Blanco 15 20 10 45
Negro 300 455 200 955
315 475 210 1000
20 200 45 210
P(BIS) = 2L, P(N|M)= 20, P(B) = o=, P(M) = 0

475’
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18.4. Estadistica

Graficos:

@ Varable discreta: con diagrama de barras.
zi, p(xi) = pi, Z pi=1
Media = p = Z x;p;, Varianza = o2 = Z pix; — u)2 = Z pixi — 12
Desviacién tfpica = V/Varianza
@ Variable continua: histogramas (intervalos)
Ti, [is

Media = X = szxf Varianza — o2 — 2= f(£f X)? _ sz}f? P

Desviacién tipica = v/ Varianza

Histograma

Habitantes segtin edad media de una poblacién (en miles)

5

™

IS

75

habitantes

- N W

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 £0-70 70-90 90-110
edad media

Distribucién Binomial B(n,p):
n a _n—a
P(X=a)=( u )pq

p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de fracaso. Por ejemplo, si B(7,0,4) =
n="7p=0,4y q=0,6:
P(X=2)= ( ; )0,420,65 =0,261
PX<3)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3),6
P(X<3)=1-PX>3)=1-(P(X=4)+PX=5+PX=6+PX=7)

Su Media= p = np, su Varianza= o2 = npq y su Desviacién Tipica= v/ Varianza.
Distribucién Normal N(u, 0):




N(1.2)

N{p,0) = => N(0,1)

k—
Tipificacién Paso de una normal N(u, o) a otra N(0,1): k — M, si queremos calcular P(a <

g
X < b) y X es de una normal N(u, o) entoces Z seguird una normal N(0, 1)

P(a<X<b)=P(u<Z<a_”)
g (o)

Cuando una distribucién binmial B(n,p) cumple np > 3 y ng > 3, se aproxima a una normal
N (np,/npq), si son mayores de 5 la aproximacién es perfecta.

\
N N©.1

P(Z<a)

P(Z>a)=1-P(Z<a), P(Z<—-a)=1—-P(Z<a)
Pla< Z <b)=P(Z<b)—P(Z<a)

La correccion por continuidad de Yate seguird las siguientes reglas:
Plx=a)=P(a—0,5< X <a+0,5)

P(X <a)=P(X <a+0,5)
P(X <a)=P(X <a-0,5)
P(X >a)=P(X >a+0,5)

P(X>a)=P(X>a—0,5)
Célculo de z,/5 con un Nivel de confianza del 95%: NC = 0,95 = 1 — a (o =Nivel de signifi-

cacién)= «a = 0, 05. Para una distribucién bilateral tendremos % =0,025 = P(Z < z4)2) =

1— % =1-10,025 = 0,975 se busca en la tabla N(0,1) y obtenemos z,/, = 1,96
Para muestras aleatorias de tamaiio n con media X de una N(u, o) la media X se distribuye como

una normal N (,u, L)

vn

g

o

Error: F = 2,2
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Intervalo de Confianza: (X — E,X + E) = <Y - za/z%,y + Za/g\;;> zona de aceptacién
n n

de hipétesis de igualdad de medias.

1—
Proporciones: Sea p proporcién de la muestra de tamano n, se distribuye como una N <p, p(p))
n

p(1 —p)

1-— 1-—
Intervalo de Confianza: (p — E,p+ E) = (ﬁ — Za)2 u,ﬁ + 2a/2 M) zona de
V n V n

aceptacion de hipétesis de igualdad de proporciones.

Error: £ = 2,2
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TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

P(Z<2)=F(z)=

1
N2

; x
je 2 dx

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 05714 05753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 06517
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 06772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
06 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
07 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
09 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
151 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
= 0.8849 0.8669 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.6980 0.6997 0.9015
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 09162 09177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
15 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 09418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
17 0.9554 0.9564 09573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 09625 09633
L 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
19 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
20 09772 09778 09783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 09812 09817
21 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 09878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 09913 09916
24 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 09934 0.9936
2 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
26 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
20 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 09973 09974
28 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
219 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
30 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
al] 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 09993
i 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
2L 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
34 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 09998
3L 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.99938
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