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Capitulo 1

Andalucia

1.1. Ordinaria

Instrucciones:
a) Duracién: 1 hora y 30 minutos

) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios cada uno.
c¢) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.
)

Se realizaran inicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenezcan.
En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregirdan tnicamente los cuatro que
aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni gréficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion
de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacién méxima de cada ejercicio estdan contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

BLOQUE A

1
Problema 1.1.1 (2,5 puntos) Considera la funcién continua f : R — R definida por prp—
er e

a) (1,5 puntos) Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se
obtienen y valores que se alcanzan).

. 2
b) (1 punto) Calcula IETOO (2*f(x)).

Solucion:

_ T —x _ 2z 1
a) f'(x) = ,? + e” = ,e. i —— =0= —¢*®4+1=0= z =0, el denominador no
(euL + e—.L)2 em(euL + e—.L)2

se anula nunca y es siempre positivo.

(700, 0) (Oa +OO)
f'(=) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\
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La funcién es creciente en el intervalo (—o00,0) y decreciente en el (0,00) con un méximo

) 1
relativo en | 0, 3):
El méximo calculado seria absoluto y no habria minimos ni absolutos ni relativos. La funcién

crece desde una asintota horizontal en y = 0 y decrece hasta esta misma asintota:

lm ————= lim ——=0= y=0

rz——oc0 e¥ 4+ e~ % rz—+oo e¥ 4 e~ %
:Mix(&]/})
Y, \\
/ L
/
2 b
= —,/////// =0 \\\\\\,\ _
0(0,0)

) ) ) z? 0oV L/H ., 2z oV LH |,

lim (2°f(z)) = lim ——— = [—} = lim = [—] = lim —— =
T—+00 z—too ¥ + e 7 00 z—+oo ¥ — e~ 7 00 z—+oo ¥ + e~ 7

2
co+0

Problema 1.1.2 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = 2% — 22 +5.

2)

b)

(1,5 puntos) Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la
recta tangente coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (=2, f(—2)) y

(2, f(2))-

(1 punto) Determina la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la
grafica de f en el punto de inflexién.

Solucién:

2)

Problema 1.1.3 (2,5 puntos) Considera la funcién f : R — R definida por f(z)

Calculamos la recta que pasa por los puntos: A(—2, f(—2)) = A(—2,1) y B(2, f(2)) = B(2,9)

2 _
AB = (4,8) = 4(1,2) = leu e e
y=2r+5=—= m=2

4 2v/3
f'(z) = 32% — 2 y tiene que ser f'(a) = 3a*> -2 =2 = a::t\/;:j:%

[ (x) =6x=0= z =0, como f"(x) =6= f"(0) =6%#0= (0,5) es un punto de

inflexién.

La pendiente de la recta tangente en este punto m; = f/(0) = —2, sustituyendo en la ecuacién

punto pendiente de la recta y — f(0) =my(z —0) = y—5=—-20 — y=—-22+5

La pendiente de la recta normal en este punto m, = —
myg

1 1
punto pendiente de la recta y — f(0) = m,(z —0) = y—5= ST = y=357 +5

2 sustituyendo en la ecuacién

x|z — 1].

Calcula el area del recinto limitado por la grafica de dicha funcién y su recta tangente en el punto
de abscisa z = 0.
Solucién:



_f —z(z—-1) si x—-1<0 _{—xQ—i—x si z<1
f(x)—{ zx—1) si z—1>0 = f@) = 22—z si x>1 -
{72:v+1 sioz<1

20 —1 si x>1

Tenemos b = f(a) = f(0) =0y m = f'(0) = e, y—0=1(x—0) = y = x es larecta

tangente en z = 0.
Calculamos los puntos de corte de esta recta con f(z) = f(z) =2z =
{ 2’ fr=r=— =0 si z<l1
2’ —r=x= =0 (novélida) yz =2 si z>1
Habra dos recintos de integracién Sy : [0,1] y Sz : [1,2]:

1 1 1 B
si= [ U@ -var= [ re-na= [ o
0 0 0 3
Sale negativa por estar la tangente por encima de la funcion.
2 2 9 xg L
o= [ @) -odo= [(@-v-aar= [ (@ -mde= T -a?] =T
1 1 1 3 1 3

Sale negativa por estar la tangente por encima de la funcion.

S =181 +1S:2| =

/P00 a9

Problema 1.1.4 (2,5 puntos) Considera la funcién f : R — R definida por F(z) = / sin(t?) dt.
0

Caleula 1fm “F®)

20 sin(z2)

Solucién:
xF () [ sin(t?)dt 0] L'm,, Jy sin(t?)dt + xsin(z?) 0]
: =lim —————=|-| = lim =|=|=
—0sin(z2)  2-0  sin(z?) 0 0 2z cos(x?) 0
. sin(z?) +sin(2?) + 222 cos(2?) 0
lim - =-=0
z—0 2 cos(x?) — 422 sin(x2) 2

BLOQUE B

Problema 1.1.5 (2,5 puntos) Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores:
blancos, negros y rojos. El 60 % de los coches blancos més el 50 % de los coches negros representan
el 30 % de los coches vendidos. El 20 % de los coches blancos junto con el 60 % de los coches negros
y el 60% de los coches rojos representan la mitad de los coches vendidos. Se han vendido 100
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coches negros mas que blancos. Determina el niimero de coches vendidos de cada color.

Soluciodn:
Sean x el numerro de coches blancos, y negros y z rojos.

0,6z + 0,5y = 0,3(x + y + 2) 6x 4+ 5y =3(x+y+ 2)
0,204 0,6y +0,62=0,5(x +y+2) = 2e+6y+6z2=5(x+y+2z) =
y=100+=z y=100+=z
3r+2y—32=0 x = 500 blancos
—3r+y+z2=0 = y = 600 negros
xz—y=—100 z =900 rojos
0 0 m 1 00
Problema 1.1.6 (2,5 puntos) Considera las matrices A= m 0 0 |yB= 0 0 1
0 m O 010

a) (0,5 puntos) Determina para qué valores de m tiene inversa de la matriz A.

b) (2 puntos) Para todo m # —1 resuelve, si es posible, la ecuacién matricial AX + X = B.
Solucién:

a) [A|=m*=0= m=0= 347" ¥m c R~ {0}

b) AX+X=B= (A+)X=B= X=(A+1)"'B

1 0 m
[A+I|=/m 1 0|l=mP+1=0= m=-1= JA+I)"'YmecR~-{-1}
0 m 1
Como m # —1 podemos calcular su inversa:
1 0 m\ '/100 ) 1 m> —m\ /1 0 0
X=|m 1 0 001 |=—5—|-m 1 m ][00 1]=
0 m 1 01 0 w2 w1/ \o 10
1 1 —-m m?
X=—79—1|-m m? 1 con m# —1
m° + 1 2
m 1 —m

Problema 1.1.7 (2,5 puntos) El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3,8) y Q(2,1,6)
que pasa por su punto medio corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el area
del tridngulo cuyos vértices son los puntos 4, By C.

Solucién: -
Sea 7 el plano mediador del segmento PQ, si H(x,y,2) € m = d(H,P) =d(H,Q) =

‘ﬁ‘z‘@?‘ﬁ VE—02+ @y -32+(z-82=1/(z-22+@y-1)2+ (s - 6)2 =
dr —4y—42+32=0=7m:2—y—2+8=0
El plano 77 : ¢ — y — z + 8 = 0 corta con los ejes coordenados en:

@ Con OX hacemosy =0y z=0=— A(-8,0,0)
@ Con OY hacemos =0y z=0= B(0,8,0)
@ Con OZ hacemos =0y y=0= ((0,0,8)
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-

Ié@ = (03870) - (787070) = (87870) y 1@ = (07078) - (783050) = (87038)

- -
1 1le gk 1
st:,‘,ﬁxﬁ‘:q 8 8 0|]==|(64,—64, —64) = 32v/3 u?
2 208 0 8 2

Prob

lema 1.1.8 (2,5 puntos) Considera el punto A(—1,1,3) y la recta r determinada por los

puntos B(2,1,1) y C(0,1,-1)

a) (1,5 puntos) Halla la distancia del punto A a la recta r.
b) (1 punto) Calcula el drea del tridngulo cuyos vértices son A, By C.
Solucién:
=A
T P = C(0,1,-1) = r:< y=1
T » z=—-14+X
- - o

A — vogk —

a) PA=(-1,0,4), [PAxu|=[|1 0 1|/=0,-50)]=5y]|u|=v2
-1 0 4
PAx 5  5V2
dAr)=———"=—F7=—]1u
(=" -2
b) AB = (3,0,-2) y AC = (1,0, —4):
77w
1
St:f’ﬁx@’—ﬂ 3 0 —2/|=-/(0,10,0)| = 5 u?
1 0 —4
1.2. Extraordinaria

Instrucciones:
a) Duracién: 1 hora y 30 minutos
b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques (A y B) de 4 ejercicios cada uno.
c¢) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.
d) Se realizardn inicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenezcan.

En caso de responder a méas de cuatro ejercicios, se corregirdn tnicamente los cuatro que
aparezcan fisicamente en primer lugar.

Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad
para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién
de resultados deben estar suficientemente justificados.

En la puntuacién méxima de cada ejercicio estdan contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

BLOQUE A
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Problema 1.2.1 (2,5 puntos) Sea la funcién f(x) = {

S5+ 1
e® cosx

—2<x<0
O<zx<2m

a) (2 puntos) Halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores

que se alcanzan).

b) (0,5 puntos) Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de

. T
abscisa x = 5"

Solucion:

a) Estudiamos la continuidad de la funcién en « = 0. Las ramas son continuas en el dominio de

la funcion.

lim f(z)=lmGz+1)=1

z—0— z—0

Ihj& flx) = ig%(e cosz) =1 =
f0)=1

lim f(z) = lim f(z)= f(0) =1= f continua en z = 0.
z—0~ z—0t
Luego f es continua en el dominio de la funcién [—2, 27]. En el punto 2 = 0 la funcién pasa
de crecer a crecer y no hay extremo en ese punto.

En la rama —2 < z < 0 la funcién f(z) = 5z + 1 es una recta que pasa por los puntos
(—2,-9) y (0,1) el valor maximo se alcanza en z = 0 y el minimo en z = —2.

En la rama 0 < z < 27 la funcién f(z) = e”cosx es una curva entre los puntos (0,1) y
(2, €*™) ~ (6, 2832; 535, 4917).
fl(x) = " cosx — e sinz = e”(cosw — sinz) = 0 = cosx —sinz = 0 = tanz = 1 =

T 5T
z=gye=7
" (x) = €e*(cosz —sinx) + €*(—sinz — cosx) = —2e” sinx

2 2
i (%) = 72€ﬂ/4§ <0= z= % es un maximo relativo. Tenemos f (g) = e”“% ~
1,5509
2

i (%) = —9¢5m/4 ({) >0= z = %T es un minimo relativo. Tenemos f <%) =

~ —35,88851136
T e57r/4\/§

Con estos datos el minimo absoluto estaria en el punto (4, 5 ) y el maximo ab-

soluto en (2, ")

ixAbsoluto(2n;535,4917)
22<x<
25x<0 0<x<2n
1) MdxRelativo(n/4;1,5509)
/ 000,0)
29
h=2
x=2r
MinAbsoluto(5n/4;-35,8885)
i i
S=b=f@=1(3)=0v
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m = fl(a> = fl (g) = —eﬂ—/2 M}
w/2
y=—e/? (zfg) = y:76”/2:17+7€ 27r
Problema 1.2.2 (2,5 puntos) Sea f : (0, +00) — R la funcién definida por f(z) = z(Inz)? (In
denota la funcién logaritmo neperiano).

a) (1,25 puntos) Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

b) (1,25 puntos) Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

Solucion:

a) f'(r) = (Inz)* +2Inzr =nz(lnr+2)=0=

{lnx:0:> r=1
2

Ine=-2=— x=¢"

(0,e77) (21 (1,00)
f'(x) + = +
f(x) | creciente ' | decreciente “\ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,e72) U (1,00) y decreciente en el (¢72,1) con un
méximo relativo en (=%, 4e~?) y un minimo relativo en (1,0)

b) El minimo relativo (1,0) es también absoluto porque la funcién es siempre positiva. Para
estudiar el maximo absoluto calculamos

A 2 ) _
Igriloox(lnx) = [00 - 00] = 0

luego no hay maximo absoluto.

1

1
Problema 1.2.3 (2,5 puntos) Calcula a con 0 < a < 1, tal que / 2l gr+2=0 (In denota la
x

a
funcién logaritmo neperiano).

Solucion:
t=Inx , ,
| t t |
F(fﬂ):/ﬂdw: dt = iy :/fxdt:/tdt:—:(nx)
T T x 2 2
dr = zdt
Ung (1na)2
/—dx+2:O:>F(l)fF(a):72:>0772 =-2=lna=42= a=¢%(no
e

vélida) y a = e ™2

Problema 1.2.4 (2,5 puntos) Considera las funciones f: R — Ry g : R— {0} — R definidas por
4
f@) =5y ga) = 5.
a) (1,25 puntos) Esboza las gréficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre ellas.

b) (1,25 puntos) Calcula la suma de las dreas de los recintos limitados por las graficas de f y g.
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Solucion:

a) @ f(r)=>5— 22 es una funcién PAR, corta con el eje de ordenadas en (0,5) y con el eje
de abscisas en los puntos f(z) =5 — 2% = 0 = (£V/5,0).
fllz) = 20 =0= 2=0y f'(z) = -2 = f'(0) = -2 < 0= (0,5) es un
maximo relativo.

4
& g(x) = — es una funcién PAR, que no tiene puntos de corte con los ejes coordenados. En
x

x = 0 tiene una asintota vertical, las ramas se acercan a +oo cuando  — 01 y cuando

x — 07, tiene una asintota horizontal en y =0, ya que lim — = lim — =0.
rT——00 U r—+o00o I
8
() = —— # 0 = la funcién no tiene extremos relativos.
I 3
T
@ Puntos de corte entre las dos funciones:
)=gr) = 5—-a2’=—= = —al+h’ - 4=0=zx=-2x=22z=—1
g 5 y
T
r=1

Los puntos serfan: (—2,1), (—=1,4), (1,4) y (2,1)
Habria dos recintos de integracién Sy : [—2,—1] y Sa : [1,2]

@ Representacién grafica:

\
X

x| Mix©3)

(0,0) N

’ y, / Y \\\ \\
£E3
b) Fe) = [ @) —g@yde= [ (5-02-5) dr=se- T+
51=LK;(f@)—QWDdx=ﬁFG4)—FGQH= §:=§20ﬁﬂﬁu2

El resultado de la integral es positivo por estar f por encima de g.

52=’ / (f(w)—g(w))dx‘:IF(2)—F(1)= 3| = 5 = 0.0067 u*

3‘ "3
El resultado de la integral es positivo por estar f por encima de g.
Las dos areas tienen que ser iguales por ser ambas funciones PAR.

2 2 4
- _cif_2 2
S =051+ 55 3+3 3 ,3333 u
BLOQUE B
1 11
Problema 1.2.5 (2,5 puntos) Sea lamatriz A= | 1 1 1 ] eI la matriz identidad de orden 3.
111

a) (1 punto) Halla los valores de m para que la matriz A — mlI no tenga inversa.

1
b) (1,5 puntos) Halla z, distinto de cero, para que A — zI sea la inversa de la matriz —(A — I)
x

14



Solucion:

1—-m 1 1
a) |[A—mlI|=| 1 1—m 1 [=-m*m—-3)=0= m=0ym=3.
1 1 1—-m
Sim=0om=3= |[A—mI|=0= H(A—-mI)!

1 L /0 11
b)Si—-(A-N=-[1 0 1]=
z A1 1 0
—1 —1
L /0 11 01 1 L1 1 1
11 01 —z[1 0 1 =51 11 )=
TA\1 1 1 10 1 1 -1
L1 11 1—z 1 1
5 1 -1 1 |=A—2l= 1 1-z 1 =
1 1 -1 1 1 1-x
X
—=1= =2
253 :>(E:2
—Ezl—xﬁx:2

Problema 1.2.6 (2,5 puntos) El dueno de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por un
importe de 500 euros sin incluir impuestos. El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en
refrescos y cerveza conjuntamente, sin incluir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos
de los refrescos, la cerveza y el vino son el 6%, el 12% y el 30 %, respectivamente, entonces el
importe total de la factura incluyendo impuestos ha ascendido a 592,4 euros. Calcula el importe,
incluyendo impuestos, invertido en cada una de las bebidas.

Solucién:
Sean x el precio de los refrescos, y de la cerveza y z del vino.
x4y + 2z =>500 r+y+z=>500 x =120
z=x+y—60 = r+y—z=060 = y = 160
0,06z + 0,12y 4+ 0,3z = 592,4 — 500 T+ 2y + 5z = 1540 z =220
Resolucién del sistema por Gauss:
11 1] 500 B 11 1 500
A= 11 -1 60 = | IKh-F | = 0 0 —2|—440 =
1 2 5| 1540 F3 — Fy 0 1 4| 1040
—440
i=——g = 220

sistema compatible determinado. Y+ 880 = 1040 —> y = 160
x + 160 + 220 = 500 = = = 120

Incluyendo impuestos quedaria:
Refrescos 120 - 1,06 = 127, 2€, cerveza 160 - 1,12 = 179,2€ y vino 220 - 1,3 = 286€

Problema 1.2.7 (2,5 puntos) Considera los planos 1 =z —y+z2=0ym=z+y =2
a) (1,5 puntos) Calcula la distancia entre la recta interseccién de m y w2 v el punto P(2,6, —2).
b) (1 punto) Halla el dngulo que forman m y mo.

Solucion:

15



_ T
a) r {x—y—!—z 0 =7 y=A = r {UT_( 1,1,2) yﬁ (0,6,0)
T+y= 2= —24 9\ PT(230772)
- 5
i j k
PPxa|=1|0 6 0l=101206)]=1[6(201)=6v5y |z =6
-1 1 2
ﬁxm 65
d(P,r) = 7l 7 =v30u

b) Tenemos: uy; = (1,—1,1) y urp = (1,1,0)

‘uﬂ'l u7\'2| |1_1+0‘ ™ o
cosa = 5 — =90
|ty | - \Um\ V32 2

Problema 1.2.8 (2,5 puntos) Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado
por los puntos A(0,2,—2), B(3,2,1) y C(2,3,2) con los planos cartesianos.

Slucin
,3) x y—2 z+2
T = 7) = 7|3 0 3 |=24+2y—2-6=0
0727 2 1 4

» Con OX hacemos y =0y z =0= A'(6,0,0)
= Con OY hacemos z =0y 2 =0= B’(0,3,0)

» Con OZ hacemos z =0y y=0= C’(0,0,—6)

— — —
= 0A" = (6,0,0), OB’ = (0,3,0) y OC" = (0,0, —6)

o

V= HOA’OB'OCﬂ

L
6

(el eniN o)
o w o
o

1
=—|—108| = 18 v*
=5l —108 =18

16



Capitulo 2

Aragon

2.1. Ordinaria

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante
deberd elegir un maximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en
total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se indican. El/la estudiante debe
indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cudles han sido las 5 preguntas elegidas. (Si
no se indica, y se han respondido més de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas que se han

respondido en primer lugar)

Problema 2.1.1 (2 puntos) Sea la siguiente funcién

sinx .
flay=4 ¥ 5 +2 sl 2F0 g g
2 si =0

a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segin los valores de a.

b) (1 punto) Calcula el valor de a para que f(z) tenga un extremo relativo en z = —g y di qué

tipo de extremo es.
Solucién:

a) f es continua en las dos ramas para x # 0, hay que estudiar la continuidad en = 0:

. 2 _ -2 2 O ,
lim f(z) = lim (aaj _ 3T, 2) T L e 7} L
x—0 z—0 x—0 €T 0
2ax — cos 2
11’1% o Sl g 1# f(0) = f no es continua en & = 0 independientemente del valor
T—
de @ = f continua en R — {0}, Va € R.
En z = 0 habria una discontinuidad evitable.
rcosT —sinx
— . 0+1 4
b)f’(:c): a 2 si x#0 f’(*z):af + 2:a7—2:0:>
0 si =0 2 (=7/2) ™
4
a = p ) .
, xcosx — sinx T
fe)=m- = 0= r="3
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Elijo dos valores proximos a x = —g ~ —1,5708 por exceso x = —1 y por defecto x = -2 y
por defecto:

(—2;—1,570) | (—1,570;—-1)
f'(z) - +
f(z) | decreciente \ | creciente

71- 7z . .
Luego x = —3 es un minimo relativo.

Problema 2.1.2 (2 puntos) Calcular el siguiente limite

(JZ‘+1)2 :|lnw
z—too 22 + 32+ 1
Solucion: .
12 nT
Ifm {(“Li)} = [1+o] =
z—4oo L2 +3x 41
) i 1 {x2+2x+1 1} ) —zlnx [—OO}L’H . —lnz-—-1 [—OO}L’H
= lim lnz|——— —1| = lim — =" lim = =
T—+oo 2243z +1 z—+oo 22 + 3z + 1 00 z—+oo 2z +3 00
-1/ (x+1)?

Inx
1
lim —~ —=0— lfm { } = [17*] =€’ =1
z—+oo 2 T—+00

22 +3x+1

Problema 2.1.3 (2 puntos) Calcula el drea del recinto limitado por las graficas de las funciones

f(z) = —2® + 42 y la recta de pendiente 5 que corta a f(z) en z =

Solucién: 2
La recta pasa por el punto (z, Z) y con pendiente m = 1 - Yy — ’ = 1 (ac — Z) == y= z
2°4 2 4 2 2 2

Buscamos los puntos de corte de la recta con f(r) = —z*+4z = g — 2 - Tr=0= =0
7

y = )

El recinto de integracion es S : {O, g}
/2 9 x 23 72217 343 9

S = i (—x +4xf5>dx:7§+7} :4—837,1458u

El valor de la integral es positivo por estar la recta por debajo de la funcién.

Problema 2.1.4 (2 puntos) Dada la siguiente funcién

f(z) = ?7_1

2 —x—2
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a) (0,75 puntos) Estudia y escribe su dominio de definicién.

b) (1,25 puntos) Estudia la existencia de asintotas y ramas parabdlicas, Determina las asintotas
caso de existir.

Solucion:

a) 2 —r—-2=0= 2=-1lyz=2 Comoz?—2—-2>0= (—00,—1)U(2,00) =
Dom(f) = (—o0, —1) U (2, 00).

b) Asintotas:

@ Verticales:

e Enz=—-1
, o 20—1  [=3] "
i 01—ty 2 <[] - 1 ot
e Enx=2: 5 ) 3
_ p 14 T — _ 2]
27 ¢hom(f) y lim f(z) = lim e = 7] =+
@ Horizontales: en y =2 ey = —2
T 20 — 1 _{—oo}_ T _ o
e ViE a3 Loo ) asteevaE
, 20— 1 00 , 2x
lim ————= [—] =lim ——=2
z—+oo /2 —p — 9 00 z—00 4/ 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

No hay ramas parabdlicas, los limites cuando x tiende a infinito son finitos.

Problema 2.1.5 (2 puntos) Sean las siguientes matrices:

, 1
1 -1 -2 0 Lo

-2 1 10 9 3
A= 2 0 B= 1 70:( >7D:ABT—2I
donde BT es la matriz traspuesta de B, e I es la matriz identidad de orden 3.
a) (1 punto) Estudia si la matriz D tiene inversa y, en caso afirmativo, calcilala.

b) (1 punto) Resuelve la ecuacién matricial CX = AT B, donde AT es la matriz traspuesta de

A.
Solucion:
-2 1 L1 o 1 00 —4 -1 4
a) D= ABT-2I = 2 0 (o ) o>_2 010 |= 2 0 -4 | =
1 -1 00 1 1 0 —4
0o 1 -1
ID|=-4#0= 3D '=[ -1 -3 2
0 1/4 —1/2
b) CX=ATB—= X =C"'ATB =
(2 3)‘1<—22 1) 1(1) _( 0 1)(—2 2>_< 30
10 1 0 —1 o0 ) V1B -2/3 3 0/ \ -8/3 2/3



Problema 2.1.6 (2 puntos) Dado el siguiente sistema:

—x+mz=0
my + 2z =2 +m?
r+y=2m

a) (1,2 puntos) Discute segun los valores de m € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus
posibles soluciones (compatible determinado o indeterminado, incompatible).

b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema para el valor m = 2.

Solucién:
a)
B -1 0 m 0
A= m 224m? |; |[Al=2-m=0= m=+V2
1 1 0| 2m

= Sim # +£V2 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n® de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

« Sim=—v2:
B —1 0 —V2 0 F
A= 0 —Vv2 2 4 = F =
1 1 0] —2v2 Fs+F
-1 0 —v2| o ) -1 0 —Vv2]|o0
0 —V2 20 4 = F, = 0 —V2 204 | =
0 1 V2| -2v2 V2F; + Fy 0 0 0l]o0
Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
» Sim =2
y -1 0 V2| o Fy
A= 0 V2 2 4 | = F =
1 1 0/]2v2 Fs+ 1
-1 0 V2] 0 P -1 0 v2]|o0
0 vV2 2| 4 = Fy = 0 V2 24 | =
0 1 V2[2v2 V2F; — F, 0 0 o]0
Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
b) Sim = 2:

—x+22=0 T =2
204+22=6 = y=2
r+y=4 z=1

Problema 2.1.7 (2 puntos) Sean las matrices

1
A

Il
o
—
(-
)

S
|
VR

|
MC,O
— Ot
——



a) (1 punto) Calcula la matriz A™ paran € N

b) (1 punto) Resuelve la ecuacién (A + 2I)X = B, donde I es la matriz identidad de orden 2.

Solucion:

a)AlZ 5 ’Azz

5 -t _
» 2 3 5 0 =1\ /3 5
b) (A+2)X =B = X = (A+2])"'B={ 2 =, 5 —
-1 0 9
2 -1

x=(, 15
2

Problema 2.1.8 (2 puntos) El plano 7 = 2z +by —22+4=0,b € Ry b # 0, corta a los ejes
de coordenadas en tres puntos A, B y C. Calcula los valores de b € R tal que el area del triangulo
que determinan estos tres puntos A, B y C sea 6 u®.

Solucién:
Tenemos 7 : 2z + by —22+4 =0

@ Con OX hacemos y =0y z=0= A(-2,0,0)
@ Con OY hacemos t =0y z=0=— B(0,—4/b,0)
@ Con OZ hacemos x =0y y =0= C(0,0,2)

e AD = (2,-4/b,0) y AC = (2,0,2).

= FO

1 1 1 8 8 1] 4

St:*’A X A ’:*‘ 2 —4/b 0 |:7 <_ ; 457> =35 _7(27ba_2) =
2 2 9 0 9 2 b b 21 b

2
VP +8=6= VP +8=3b= 1" +8=00" = b* =1= b=+1
Problema 2.1.9 (2 puntos) Si los vectores {77 , W} son linealmente independientes,
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a) (1 punto) Comprueba si los vectores {7, 7, ?} son linealmente dependientes o independien-

tes, siendo
T=2U+W, T=U4+T -0, £t =-30-T+0

b) (1 punto) Si ademads, los vectgres {7, 7, B} son ortogonales y unitarios, calcula razonada-
mente @ -7 + V-8 + - ¢ donde - representa el producto escalar de dos vectores.

Solucion:

a) Como {7, v, ﬁ} forman una base por ser linealmente independientes.

2 0 1
Tenemos 7,5, ?] =| 1 1 -1 |=2#0=
-3 -1 1

{7,7, ¢} son linealmente independientes.

b) Tenemos U Ud=7-7T=0-T=1 por ser vectores unitarios y 4T ="-Wd="7-6=0
por ser perpendiculares

U7 =U-QUAT) =20 A+ W =2

VBT (4T W) =T TV B =1
BT (3T -T+B) =38 T -T T4+ T =1
T T+ F+TW -t =24+1+1=4

Problema 2.1.10 (2 puntos) El contenido total en sulfitos (medido en mg/l) del vino que se
produce en una bodega, sigue una distribucién normal de media 150 mg/l y desviacién tipica 30
mg/l. La bodega se compromete a vender solamente vinos con un contenido total en sulfitos inferior
a 200 mg/1, por lo que se desechan para la venta aquellos que superen esta cantidad. Se pide,

a) (1 punto) ;Cuaél es la probabilidad de que un vino producido en la bodega se deseche por la
elevada cantidad total de sulfitos?

b) (1 punto) ;Qué porcentaje de los vinos producidos en esta bodega tienen un contenido total
en sulfitos entre 110 y 150 mg/1?

Solucion:
N (1505 30)
200 — 150
1—0,9525=0,0475
110 -1 150 — 1
b) P(110§X§150):P<%§ g%) _

Z
P(-1,33<Z<0)=P(Z<0)—P(Z<-1,33) =
0,5—(1—P(Z<1,33) =0,5—1+0,9082 = 0,4082 —> 40,82 %

2.2. Extraordinaria

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante
deberd elegir un méximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en
total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se indican. El/la estudiante debe
indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cudles han sido las 5 preguntas elegidas. (Si
no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas que se han
respondido en primer lugar)

22



Problema 2.2.1 (2 puntos) Sea la siguiente funcién f(z) = (e** +b)z —e, a,b € R, a #0

a) (1 punto) Calcula los valores de a y b, sabiendo que dicha funcién tiene un extremo relativo
en £ =0 y un punto de inflexiéon en z = 2.

b) (1 punto) Para los valores a = 1 y b = 2, calcula / zf(x)de

Solucion:

a) f(z)=(e"+bz—e= f'(z)=e(ax+ 1)+ b= f"(z) = ae*(az + 2)

{f’(O):0:>b:—1 a;éo{a:fl
F'(2)=0= ae*(2a+2)=0=a=0,a=-1 | b=-1

Luego:

fl@)=ze —z—e= flla)=ec"1—-2)—1= f'(a) = (z-2) = f"(z)=
e (3 —ux)

Como f"(0) = =2 < 0 = z = 0 es un maximo relativo y como f"'(2) =e 2 #0 = z =2

es un punto de inflexién.

x T 2 612 21’3 2 x
b) [ zf(x)de= | z((e*+2)z—e)dz = | ((e"+2)x —ex)da::—T—l—?—&— zée” dx =
u =2 = du=2zdx u=x=— du=dx
dv=edr — v=2¢" 20 ex® v 5. | dv=e"de = v=2¢"
2 | zedx =

=g e
/udv:uv—/vdu /udvzuv—/vdu

23 2 23 2
%—%+x2ex—2<xe”—/exdm)+02 %_%+x2€x_2x6x+2€x+cz
23 2

%—%+e’”(m2—2x+2)+0

Problema 2.2.2 (2 puntos) Calcula el valor del pardmetro a € R para que el siguiente limite sea
finito y calcula el valor de dicho limite

In(x + 1) — asinx + 3z cos 2x

I= ilg%) 2
Solucién: L )
., In(z+1) —asinz + 3z cos 2z 0lr'm,, 731 —acosz+3cos2x —6rsin2r,_4[0) 'y
L =1im 5 = |- | "= lim — | =
z—0 T 0 z—0 2x 0
- ﬁ +4sinx — 6sin2x — 6sin2x — 12x cos 2z B _1
z—0 2 a 2

1
Luegoa:4yL:—§

Problema 2.2.3 (2 puntos) Descompén el nimero V3 en dos sumandos positivos, de forma que
la suma de sus respectivos logaritmos en base 3 sea maxima y calcula esta suma de forma exacta.
Solucién:

T+y= V3 = Y= V3 -z

f(a,y) =logz & +logsy = f(x) = logzx + log;(V3 — )

23



1 1 1 V3-22
"(z) = — = — . = 0= V3-2=0— =
f( ) zln3 (\/g—gj)]n:& In3 x(\/:’;—x)
0, V3 V3 3
2 2
f'(x) + -
f(z) | creciente /7 | decreciente N\
3 3
Luego x = — es un méaximo. Los niimeros buscados son x = - ey = g

La suma de sus logaritmos es
V3 V3
! 2

= log, - + logs
2(logz V3 — logz 2) = 1 — 2log,

Problema 2.2.4 (2 puntos) Para la siguiente funcién f(z) =

(\/ﬁ

V3
_2>
2

Ve
= logg 75~ +logs 75~ = Zlogs 75~ =

V3

V3

.’1,‘2

2 —2x+1

a) (1 punto) Indica el dominio de definicién y estudia su monotonia.

b) (1 punto) Estudia la curvatura de la funcién (concavidad Ny convexidad U) y la existencia
de puntos de inflexién, y calcilalos si existen.

Solucion:

a) Dom(f)=R—{1} (#* -22+1=0= z=1)

(_0070) (071) (1700)
f'(z) - + -
f(x) | decreciente N\ | creciente /' | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (1,00) y creciente en el (0, 1).
Tiene un minimo relativo en el punto (0,0). En 2 = 1 hay una asintota vertical.

b) f'(a) = o) =0 = 2 = =
(=00, —1/2) | (=1/2,1) | (1,%0)
f(z) - + +
f(z) | céncava N | convexa U | convexa U

1 1
La funcién es convexa U en (—5, 1) U (1,00) y céncava N en (—oo, —5) Con un punto de

inflexién en el punto (7

11)
29

Problema 2.2.5 (2 puntos) Dada la siguiente matriz: A =

1 -1 m
2 m m+2
m—1 2 1

a) (1 punto) Discute el rango de la matriz A segin los valores de m € R.
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b) (1 punto) Calcula la inversa de la matriz A para el valor m = 1.

Solucion:

a) |[Al=-m*+2m=0= m=0ym=+V2

@ SimcR—{0,+V2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3.
1 -1

0
&« Sim=0= A= 2 0 2 con|A|:Oy‘; _01‘227&0:>Rang0(14):2.
-1 2 1
! -l V2 1 -1
« Sim=V2— A= 2 V2 V242 | con|A =0y =V2+2#
2 V2
V2-1 2 1
0 = Rango(A) = 2.
1 -1 V2 L
« Sim=-—V2— A= 2 V2 V242 Con|A:Oy‘2 _\/5’:
—V2-1 2 1
—V2 42 # 0 = Rango(A) = 2.
@ Sim=00m=+v2= Rango(4) = 2.
Sim € R —{0,+v2} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3.
1 -1 1 -5 3 -4
b) Sim=1tenemos A={2 1 3|=A'=(-2 1 -1
0o 2 1 4 -2 3

1
Problema 2.2.6 (2 puntos) Sabiendo que = —, calcula razonadamente el determinante

IS
O N
o Ot Ww

4a+2 4b+4 4de+6\°

de la matriz A = 3a 3b 3c
a+4 b c+5

Solucién:
4da+2 4b+4 4c+6 4da+2 4b+4 4c+6
|B|=| 3a 3b 3¢ |=-3|a+4 b c+5|=
a—+4 b c+5 a b c
l4a +2 4b+4 4c+6 4da+2 4b+4 4c+6 da+2 4b+4 4c+6
-3 a b c |+| 4 0 5 =-3| 4 0 5 =
| a b c a b c a b c
[4a 4b 4c 2 4 6 2 4 6 1 2 3 _6
-31{4 0 5|+|4 0 5/|=-3|4 0 5|=-6{4 0 5|=—=-3
la b ¢ a b c a b c a b c 2
2

Al = |B*| =B = (-3)* =9
Problema 2.2.7 (2 puntos) Una ONG aragonesa de reciente creacién tiene tres sedes, una en

Huesca, otra en Zaragoza y otra en Teruel. El nimero total de voluntarios es de 31. Para que
Huesca y Zaragoza tuvieran el mismo ntimero de voluntarios tendrian que trasladarse 3 de Huesca
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a Zaragoza. Ademas, el nimero de los voluntarios de la sede de Huesca excede en 1 a la suma de
los voluntarios de las otras dos sedes. ;Cudntos voluntarios hay en cada una de las tres sedes?
Solucién:

Sean x el nimero de voluntarios de la sede de Huesca, y de Zaragoza y z de Teruel.

r+y+z=31 z+y+z2z=31 x = 16 voluntarios
r—3=y+3 = r—y=2©6 = y = 10 voluntarios
r—1l=y+=z r—y—z=1 z = 5 voluntarios

Problema 2.2.8 (2 puntos) Si los vectores {7, o, E?} son linealmente independientes,

a) (1,2 puntos) Comprueba si los vectores {7, &t } son linealmente dependientes o indepen-
dientes, siendo

T=W-T-20, T=U+30, £ =20 T+
=2 (7 _ =
b) (0,8 puntos) Calcula razonadamente 375" x ( t =7 )
de dos vectores.

donde x representa el producto vectorial

Solucién:

a) Tenemos que {, V', w} forman una base por ser linealmente independientes.

1 -1 -2
[?,?, 7] =1 0 3|=0= {?,?, 7} son linealmente dependientes. Uno de los
2 -1 1

vectores se podria poner como combinacion lineal de los otros dos.

b) 3% =3U + 90
T -7 =1+30
3?x<?—7):

[

»—AC»J@L

v
0
0

w o gl

Problema 2.2.9 (2 puntos) De los turistas que llegaron a Espafa el mes pasado, el 35 % visitaron
Aragén. Si seleccionamos al azar y de manera independiente 7 turistas que llegaron a Espana el
mes pasado

a) (1 punto) Razona, sin hacer uso de la calculadora: ;Qué es mds probable, que 2 de estos
turistas visitaran Aragdn, o que sean 5 los que visitaron nuestra Comunidad Auténoma?

b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que alguno de los 7 turistas haya visitado Aragén.

Solucién:
B(T7;0,35)

a) P(X =2) = (;) -0,35%-0,65°

7
) -0,35° - 0,652

5) 5121 2
0,35%-0,65° > 0,35° - 0,65> = P(X =2) > P(X =5)

2
| .
(7 To_T6
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7
b) P(X>0)=1-P(X=0)=1- (0) -0,35-0,65" =1 — 0,049 = 0,951

Problema 2.2.10 (2 puntos) En el club deportivo Ares, se juegan tres modalidades de raqueta:
péadel, tenis y frontén-tenis. Cada socio del club sélo puede apuntarse a una tnica modalidad. El
60 % se apunté a padel, el 25 % a tenis y el 15% a frontén-tenis. En los campeonatos anuales entre
clubes deportivos, participaron todos los socios del club Ares, de los cuales han conseguido medalla

el 21 % de los jugadores de padel, el 30 % de los jugadores de tenis y el 12% de los jugadores de
fronton-tenis.

a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un jugador de raqueta del club, seleccionado al
azar, haya obtenido una medalla.

b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un jugador con medalla, seleccionado al azar, sea
jugador de la modalidad tenis.

Solucion:

Sean P juegan al padel, T juegan al tenis, F' juegan al frontén-tenis, G’ ganan una medalla y G no
ganan medalla.

G

G

a) P(G) = P(G|P)P(P) + P(G|T)P(T) + P(G|F)P(F) = o

0,21-0,6 4 0,3-0,25+0,12 - 0,15 = 0,219

P(GIT)P(T)  0,3-0,25 -

b) P(T|G) = = D220 g 349 G
) PTIG) P@G) 0,219 13

G
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Capitulo 3

Asturias

3.1. Ordinaria

@ Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificaran con un méaximo de 2,5 puntos.

@ Indique en el pliego del examen la agrupacién de preguntas que responderd: agrupaciones de

preguntas que sumen més de 10 puntos conllevaran la anulacién de la(s) dltima(s) pregunta(s)
seleccionada(s) y/o respondidaf(s).

1 1 1
Problema 3.1.1 (2,5 puntos) Dadas las matrices A= 0 2 0|y B= <:13 f5)
1 1 1
x
a) (1,25 puntos) Calcula todas las matrices X = | y | tales que A- X = 2X.
z

b) (1,25 puntos) Calcula todas las matrices M que cumplen M (B + I) = 2I. (I es la matriz
identidad 2 x 2)

Solucion:

a) A- X =2X = AX —-2X =0 = (A—2I)X = O = sistema homogéneo.

11 1 10 0 x 0
A-2nx=|[0 2 0o)-2{0 1 0 yl=(0]=
11 1 00 1 z 0
-11 1 x 0
0 0 0 yl=1{o
1 1 -1) \z 0



-1 1 1
La matriz asociada a este sistemaes | 0 0 0 | cuyo determinante es cero y tiene rango
1 1 -1
2. Luego se trata de un sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)

T=A
{‘x+y+'z__0 y=0 VAeR
c+y—z=0 =\

b) M(B+1) =2l = %M(B+I):I:> %M:(B+I)*1=> M=2B+1)"'=

(4 )+ (O =25 %) =2 (2, 2= (4 5

2 1
Problema 3.1.2 (2,5 puntos) Se consideran las matrices A= | —1 1 |y B= (_11 (1) 1) Se
0 2

pide:

a) (0,75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que
se pueda realizar el producto A- D - B.

b) (0,5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M - A = B.
¢) (1,25 puntos) Estudia si existe (B - A)~! y calctilala en caso de que sea posible.
Solucién:

a) A- D - B =m=2yn=2=dim(D) =2x2

3X2 mxn 2x3

b) M - A = B Para que M se pueda multiplicar con A tiene que ser n = 3, y para obtener

mxXn 3X2 2x3
una matriz de dos filas tiene que ser m = 2, pero el resultado seria una matriz de dimensién

2 x 2, luego no coincidiria con B.

2 1
o) |1B-Al= (—11 0 D o :‘—12 ?‘:97&0:}3(3"4)_1:@?3 _1%9)

Problema 3.1.3 (2,5 puntos) Dadas las funciones f(z) = —2? y g(x) = 2* + x — 1, se pide:

a) (1,25 puntos) Calcula los puntos de corte de ambas curvas y dibuja el recinto limitado por
ambas funciones

b) (1,25 puntos) Calcula el drea de dicho recinto.
Solucién:

a) @ La funcién f es una funcién PAR con un tnico punto de corte en (0,0) con f'(z) =
—20=0= 2=0y f'(z) = -2= f"(0)=-2< 0= (0,0) es un maximo.

@ La funcién g es una funcién con puntos de corte en (0, —1), 2> +z—1 =0 = (0,62;0)
vy (=1,62;0) con f'(z) =22 +1=0= o= -1/2y f'(2) =2 = f'(-1/2) =2 >
0= (—1/2,—5/4) es un minimo.
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@ Los puntos de corte de las dos gréficas seran f(z) = g(z) = —2? = 2> + 2 — 1 =

1
208+ —1=0= r=-lyz=5= (=1,—1) y (1/2,—1/4)

@ Con estos datos dibujamos las graficas:

(-1,62;0)

b) El recinto de integracién es S : [—1,1/2]:

1/2 1/2 9 2 1/2 9
S = / ))dx/ (—222 —x—i—l)dm——i—x——kx = - ~1,125u?
1 3 2 4 8
El resultado de la mtegral es positivo por estar la funcién f por encima de la g.
Problema 3.1.4 (2,5 puntos)
Calcula las coordenadas del punto P interior al tridngulo y situado sobre (0.3)
la altura, tal que la suma de las distancias de P a los tres vértices sea
minima. &
(—3,0) (3,0)

Solucion:

0,3

*P(0y)

A(-3,0) 0(0,0) B(3,0)

Sea P(0,y), A(=3,0), B(3,0) y C(0,3) tenemos:
=14

d(A, P) = |AB| = |(0.4) — (=3,0)] = |(3.9)] = VF 1 52
d(B, P) = [BP| = |(0,) — (3,0)] = |(=3,5)| = \/(=3)2 + ¢
d(P,C) = |CP| =3~y
fly)=d(A,P)+d(B,P)+d(C,P) =294+ y2—y+3
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(0,v3) (v3,3)
= +
f(y) | decreciente N\, | creciente

Luego y = v/3 es un minimo y el punto buscado es P(0, v/3)

T=2+A
Problema 3.1.5 (2,5 puntos) Dada la rectar = ¢ y=—1—X y el plano
z=1

m=ax+2y+ (a —3)z =4,

a) (1,25 puntos) Calcula a para que r y 7 sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a
.

b) (1,25 puntos) Para a = 1, calcula el plano 7" que contiene a r y es perpendicular a 7.
Solucién:
a) Sustituyendorenm = a(2+ M) +2(-1-AN)+(a—3)=4=2a+a\—2-2\4+a=7=
(@—2)A=9—3a = \= 9@—_3a
Luegom: 2z 4+2y—2—-4=0

= r|msia=2.

%
 wr=(1,-1,0) _ _a-2-1-4f -3
r'{Pr(Z—l,l) yd(r,m) =d(P.,m) = 7 =3 =1lu
. 9—3a
b) Sia=1= A= 2:—6:>ryﬂ'secortanenunpuntoyﬂ:x+2y722—420.
=
= (1,2,-2) -2 y+1 z-1
8 ur=(1,-1,00 = 7' :| 1 2 2 |=22+2y+32-5=0
P.(2,-1,1) 1 -1 0

7204+ 2y+32—-5=0
Problema 3.1.6 (2,5 puntos) Dados los puntos A = (1,0,0) y B = (—1,4,—4),
a) (1,5 puntos) Calcula el plano 7 que hace que A y B sean simétricos
b) (0,5 puntos) Calcula la distancia de A a .
¢) (0,5 puntos) Calcula una ecuacién continua de la recta que pasa por Ay B.
Solucién:

a) Sea P(x,y,z) tenemos:
d(A, P) = d(B, P) = |AP| = |BP| =
V@ =12+ @02+ (z-02=/(z+1)2+(y — 42 + (- +4)2 =
mix—2y+224+8=0
1404048 9
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o BB (2a-= 2022 zol_ oy
"1 P, = A(1,0,0) | -2 2

Problema 3.1.7 (2,5 puntos) Una compania tiene tres centrales en Europa en la que se fabrica
el mismo producto. El 60 % de las unidades de dicho producto se fabrica en Espaiia, el 25% en
Francia y el resto en Portugal. Se observa que de las unidades fabricadas tienen algin defecto el
1% de los fabricados en Espana, el 0,5% de los fabricados en Francia y el 2% de los fabricados
en Portugal. El departamento de control de calidad central toma una de las unidades fabricadas
al azar.

a) (1,25 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que la unidad seleccionada tenga algin defecto?

b) (1,25 puntos) Si la unidad seleccionada es defectuosa jcudl es la probabilidad de que haya
sido fabricada en Portugal?

Solucién:
Sean E fabricado en Espara, F' fabricado en Francia, P fabricado en Portugal, D presenta algin
defecto y D sin defectos

a) P(D) = P(D|E)P(E) + P(D|F)P(F) + P(D|P)P(P) =
0,01-0,6+0,005- 0,25+ 0,02 0,15 = 0,01025

P(D|P)P(P) _ 0,02-0,15
P(D)  0,01025

b) P(P|D) = = 0,2927

Problema 3.1.8 (2,5 puntos) En un examen de acceso a Médico Interno Residente se realiza un
test y se supera la prueba si se obtiene al menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones de
los candidatos sigue una distribucién normal de media 70 y desviacién tipica 10, calcule:

a) (1,25 puntos) La probabilidad de que la calificacién de una persona esté en el intervalo [75, 85].

b) (1,25 puntos) Tras resolver las reclamaciones realizadas por los candidatos se observa que
la desviacién tipica se mantiene, pero la probabilidad de obtener méas de 90 puntos es 0,05.
Decide si la media de calificaciones ha aumentado, ha disminuido o se ha mantenido.

Algunos valores de la funcién de distribucién N(0,1) son: F(x) = P(Z < z), F(0) = 0,5, F(0,5) =
0,6915, F(0,95) = 0,8289, F(1,5) = 0,9332, F(1,645) = 0,95, F(1,8) = 0,9641.
Solucién:
N(70;10)

75— 170 85 =170

o <7< ):P(O,5§Z§1,5):

P(Z < 1,5)— P(Z <0,5)=0,9332 — 0,6915 = 0, 2417

90 —

b) Ahora tenemos N(y;10) y P(X >90) =0,05 = P <Z >
90 — u

):0,05=>
—p

90
P(ZS )21—070520,95:> =1,645 = pu="173,55
La media ha aumentado 73,55 — 70 = 3,55 puntos.
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3.2. Extraordinaria

@ Responde en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se
proponen. Todas las preguntas se calificardn con un méximo de 2,5 puntos.

@ Indique en el pliego del examen la agrupacién de preguntas que responderd: agrupaciones de
preguntas que sumen mas de 10 puntos conllevaran la anulacién de la(s) iltima(s) pregunta(s)
seleccionada(s) y/o respondidaf(s).

1 -1 a
Problema 3.2.1 (2,5 puntos) Seaa e Ry P=(1 1 0
0o 2 =2

a) (0,75 puntos) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.

b) (1 punto) Para a = 1 jexiste P~'? En caso afirmativo calctlala.

¢) (0,75 puntos) Para a = 1, calcula det(M) sabiendo que PM = M?.
Solucién:

a) |[Pl=2a—4; |P|=0= a=2

@ Sigq#2= |P|# 0= Rango(P)=3

("Sia:2:>|P|:OyH _11:23&0=>Rango(P):2
1 0 1/2
b) Sia=1= |P|=-2= 3P '=(-1 1 -1/2
-1 1 -1
2 2 |M| =0
) |[PM|=|P||M|y |M*| =[M|" = |M|[M| = |P||M| = |M||M| = IP| = M| = —2

Problema 3.2.2 (2,5 puntos) Dado a € R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:

r—y+taz=—1
20 +y =1
y+2z=1

a) (1 punto) Discute el sistema segin los valores de a
b) (0,75 puntos) Resuelve el sistema para el caso a = —3 si es posible.

¢) (0,75 puntos) Encuentra, en caso de que exista, un valor de a que verifique = 1. Calcula la
solucién en ese caso.

Solucién:
B 1 -1 al-1
a) A= 2 1 0|1 = |[A|=2a+6=0= a=-3
0 1 2|1
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& Sia# -3 = |A| # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(4) = ntimero de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién unica)

& Sig=-3:
1 -1 -3|-1 Fy 1 -1 -3|-1
A= 2 1 0] 1 =| /-2 |=[ 0 3 6] 3 =
O 1 2|1 E3 0 1 211
1 -1 -3|-1
0 3 6|3 =
3F3 — F2 0 0 0|0
Sistema compatible indeterminado. (Infinitas soluciones)
_ r—y=—1+3\ r=A
lﬁ&a:—SZ?{x_y_%__1::> y=1-2\ — { y=1-2x
3y+6z=3
z2=A z=A
¢) Sia= -3y x =1 sustituimos en las soluciones del apartado anterior y queda:

(a:,y, Z) = (17 -1, 1)

Problema 3.2.3 (2,5 puntos) Sean A, Be Ry f(x) = ; + . Se pide:
T —
a) (0,75 puntos) Calcular A y B para que la grafica de la funcién pase por el punto (0,—3) y

tenga un extremo relativo en x = —1.

b) (1,25 puntos) Para los valores de A = 3 y B = 1, estudia si la funcién tiene asintotas y
extremos relativos.

¢) (0,5 puntos) Para los valores A =3 y B = 1, y basdndose en los resultados obtenidos en el
apartado anterior, realice un esbozo de la funcién.

Solucién:
2+ A , Bz? —2x — AB
a) f<x)_Bx—1 = f(x)—w
f(0)=-3= —A=-3 A3
B+2- AB { _
'(-1)=0 - =0 B+2—AB=0 B=1
(1) = CB_12 = B+
2
3
b) Tenemos f(z) = z j—l con Dom(f) =R — {1}
@ Asintotas:
e Verticales: z =1
. ., T*+3 {4 }
| =1 S D —
xigl* f(l') zigl* rz—1 0— o0
z2 43 4
1 If = |—
S )= i T = g =
e Horizontales: No hay.
. 2% +3 ., 2?43
lim =—-o00y lim = 400
rT——00 I — r—+o0 I — 1
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e Oblicuas: y = mx +n
243

m= tim T8 _ gy T3
r—o00 I r—o00 T4 — T

1

243 3
n= lim (f(z) —mz) = lim (m +1 —m) = lim +f:1

T —00 T—00 xTr —

y=xz+1
2223
@ Monotonia: f'(z) = % =0=ar=-1yz=3.
(_OO’ _1) (_1v3) (3a OO)
f'(x) + - +
f(x) | creciente /| decreciente N | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (3, 00) y decreciente en el (—1,1) U
(1,3). La funcién tiene un méximo relativo en el punto (—1,—2) y un minimo relativo

en (3,6).

¢) La funcién tiene un punto de corte con el eje OY en (0, —3) y no corta al eje OX. Con estos
datos tenemos la siguiente grafica:

x=1| |

Problema 3.2.4 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(x) = ze> . Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (0, —1). (Sugerencia: Puedes
utilizar el cambio de variable t = 2z%)

b) (1 punto) Calcula el drea encerrada por la grifica de f, las rectas x =0y = = 1.

Solucién:
2 d: :zx:l dt 1 et e2r’
a) F(x):/(xezw)dx: dx_zzdix z/(met)gzz/etdtzz—kC: 1 +C
4z ,
F(O):i—s—(}’:—l: C:—Z: F(x):#

b) f(x) = 22 =0 = =0 ¢ (0,1) = sdlo hay un recinto de integracién S : [0, 1]

2

e e?—1
4

S:/O1 f(z)dz = F(1) — F(0) = —i: ~1,5973 u?
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oo (1,0)

Problema 3.2.5 (2,5 puntos) Sea s la recta de ecuacién © — 2 = y— 2 z y r la recta que pasa

1
por los puntos A = (1,0,1) y B =(2,1,2).
a) (1 punto) Indica la posicién relativa de r y s.
b) (0,75 puntos) Calcula el plano paralelo a r y que contiene a s.
¢) (0,75 puntos) Calcula la distancia entre las rectas r y s.
Solucién: \
=1
w=aB=011 JrTyT
T P — A(1,0,1) = r:q y=2A
T v z=1+AX
N Pl et L Y
PS(27 2’ 0) — )\
a‘) P’V'PS = (1a2a _1)
1 2 -1
[PT S,?TLU_)S}: 1 1 1|=-4#0= ry ssecruzan ().
1 -1 1
w = (1,1,1) r—2 y—2 z
b) m:Q ub=(1,-1,1) = 7:| 1 1 1|=20-22-4=0=m:0-2-2=0
P,(2,2,0 1 -1 1
- = >
i j  k
o [wxull=[[1 1 1[=](20,-2)=2v2
1 -1 1
—
’{Prpsvmam] ‘_4‘ \/,
d(r,s) = = =vV2u
C=TEsmr T v

Problema 3.2.6 (2,5 puntos) Dados los planos 1 = 2 +y +2 = 3, 7 = 2+ y = 3 y el punto
A=(2,1,6)

a) (0,75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccién de los planos
Ty
b) (1 punto) Calcula el punto P de 7 tal que el segmento AP es perpendicular al plano 7.

¢) (0,75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano .
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Solucion:

r= A\ —
fr+y+2=3 ) Ca _{uT:(l,—l,O)
a)T'{m—&—y:i’) =71 y=3-\ = r: P,(0,3,0)
z=0
a—2=k%k
b) Sea P(a,b,¢) = AP | i} = (a—2,b—1,c—6) = k(1,1,1) == { b-1=Fk =—>
c—6=k

P(k+2,k+1,k+6) como P € 1 = (k+2)+(k+1)+(k+6) =3 = k= —-2= P(0,—1,4)
¢) Seguimos el siguiente método:

@ calculamos una recta t 1 7 tal que A € ¢:

— r=2+A
t:{?:ﬁ(i(lé)l’l) 1 Y2in
=44 2 =6+ A

@ Calculamos el punto A” de corte de r con :
C+AN+A+N+6+N)=3= A=-2= A"(0,-1,4)

A+ A
-
2

=A" = A =24" — A=(0,-2,8) — (2,1,6) = (—2,-3,2)

Problema 3.2.7 (2,5 puntos) Una imprenta compra la tinta a dos empresas distintas. En la
empresa A compra el 60% de sus pedidos, y el resto a la empresa B. Se observa que el 1,6 % de
las cajas de tinta de la empresa A llegan con defecto, mientras que de la empresa B sélo el 0,9 %
son defectuosas. Se toma una caja al azar:

a) (1,25 punto) Calcula la probabilidad de que la caja sea defectuosa.

b) (1,25 puntos) Si la caja seleccionada no es defectuosa, calcule la probabilidad de que se haya
comprado a la empresa A.

Solucion: B
Sean los sucesos A empresa A, B empresa B, D defectuoso y D no defectuoso.

0,016 — D

a) P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) = A<;:

0,016 -0,6 4+ 0,009 -0,4 =0,0132 0,6 0,987~
P(D|A)P(A) _ 0,984-0,6 ’

b) P(ap) = LAEA) 098106 hoq " a<§%i:iﬁ

P(D) 1-0,0132 =~

Problema 3.2.8 (2,5 puntos) Las calificaciones de la asignatura Andlisis Matemético I de la
Facultad de Matemaéticas siguen una distribucién N (5,2).

a) (0,75 puntos) Calcule la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota mayor o
igual que 7,5.

b) (0,75 puntos) Calcula la probabilidad de que un estudiante haya obtenido una nota entre 3
vy 5.

¢) (1 punto) Se modifica sistema de ensenanza de forma que la desviacién tipica ahora es 1,5
y la probabilidad de obtener una nota menor o igual que 6, sea 0,52. ;Cudl seria la nueva
media? ;Ha funcionado el sistema aplicado?
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(Algunos valores de la funcién de distribucién N(0,1) son: F(xr) = P(Z < z), F(0) = 0,5,
)=0

Solucion:
N(5;2)
7,5—5
a) P(X>7,5)=P ZZT =P(Z >1,25) =
1-P(Z<1,25)=1-0,8944 = 0,1056

§X§5):P(E<Z<E):P(fnggo):P(Zgo)fP(Zg71):

c) N(u;1,5) y P(X <6)=0,52

P(X§6):P(Z§ 61_5"‘> —0,52 — 61_5"‘ — 0,05 = pu=5,925

) )

La media ha subido y la dispersiéon ha descendido, luego el sistema ha funcionado.
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Capitulo 4

Cantabria

4.1.

Ordinaria
INDICACIONES

Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

Si realizan més de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segtin el orden que
aparecen resueltos en el cuadernillo de examen.

Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucién. Todas las respuestas deben ser razonadas.

Entre corchetes se indica la puntuacién méxima de cada apartado.

No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco estd permitido el
uso de dispositivos con acceso a Internet.

Prob

lema 4.1.1 (2,5 puntos) Considere el sistema de ecuaciones

20 +3y+2=-1
r—y+z=a
—zr+y—2z=-3

dado en funcién del pardametro a € R.

a)
b)

(1,25 puntos) Determine para qué valores de a el sistema es incompatible.

(1,25 puntos) Dado a = 4, resuelva el sistema anterior si es posible.

Solucion:

a)

B 2 3 1|-1
A= 1 -1 1|la |; |A=5#40=
-1 1 -2|-3

Va € R es |A] # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)
El sistema no puede ser incompatible Va € R.
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b) Si a =4 el sistema tiene solucién tnica es SCD:

20 +3y+z2=-1 r=3
r—y+z=4 =< y=-2
—r+y—2z=-3 z=-1
Resuelto por Gauss:
2 3 1] -1 P 2 3 1] -1
A= 1 =1 1] 4 |J=|2h-F |=| 0 =5 1] 9 =
-1 1 -2|-3 2F3 + Fy 0 5 —3|-7
P 2 3 1| -1
F = 0 =5 119 =
Fy+ Fy 0 0 -2/ 2
Sistema Compatible determinado
—22=2= 2z2=-1 x=3
“Sy—1=9= y=-2 = y=-2
20 —6—1=—-1= =3 z=-1
. . ) 22 —x42
Problema 4.1.2 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) = ———.
x

a) (0,5 puntos) Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de f(z).
b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

c¢) (1 punto) Determine si f(z) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calcilela(s).
Solucién:

a) Dom(f) =R—-{0}. Enz =0
lim f(z) = lim — = +o0; lim f(z) = lim — = —oo
:ELO‘*' = wi>0+ 0+ N ’ a:i>0_ = a:—l>0_ 0— N

En 2 = 0 hay un salto infinito de la funcién y la funcién es discontinua. Como el numerador
y el denominador son polinomios podemos concluir que la funcién es continua en R — {0}.

b) f’(x):xz;2202>x:i\/§

¢) Monotonia:

(70077\[2) (7\@7 \@) (\[2700)

f(x) + - +
f(x) | creciente /| decreciente N, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—co, —v/'2) U (v/2,00) y decreciente en el (—v/2,0) U

(0,v/2).

Tiene un méximo relativo en (—v/2, —1 — 2v/2) y un minimo relativo en (v/2, —1 4 2v/2)

d) Asintotas:
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@& Verticales: En z = 0 se analiz6 en el apartado a.

@ Horizontales: No hay.

2 2
r‘—x+2 r‘—x+2
m fl@)= m =27 ° oy lim flz)= lm Z—2FY2_ 4o
rT——00 T——00 x r—+00 r—r+o0 x
@ Oblicuas: y = mx +n
Z_x+2
m= tim IO g, TTHZ
r—+400 I T—+00 x
2
, , ¢ —z+2 . —x+2
n= lim (f(z)—mz)= lm (7—1:): lim =-1=
T—r 400 T—r+00 x T—+00 x
y=x—1
\ T /?E;/‘ k
N e
Min(x?,n@ e
09— =
} //MlZVZ)
2 /;/’/;:// i
/;?};’// \ x=0

pa? \

Problema 4.1.3 (2,5 puntos) Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un tridngulo que
tiene como vértices a los puntos A = (0,0,1), B = (4,1,2) y C = (3,4, 3).

Solucién:
= _ AP _ _
@ Sea r la recta que une Ay B: r: { %:1?&),07(14),172) (0,0,1) = (4,1, 1) —
T =4\
rie oYy=2A VA eR
z=14+A
= _ a0 _ _
@ Sea s la recta que une Ay C: s: { 111‘358 ;1?(07_0,(13)’ 4,3) —(0,0,1) = (3,4, 2) —
T =3u
s:q y=4p VueR
z=142up
%— J— f— J—
- SeatlarectaqueuneByC:t:{g;?@h—l’gﬁl,i’)) (4,1,2) = (-1,3,1) —
r=4-0
t:¢ y=1+30 VOeR
z=2+46

Problema 4.1.4 (2,5 puntos) En cierta regién, el 72% de las mujeres vive al menos 71 afos y
el 52 % vive al menos 80 anos. Si una mujer determinada de esa regién tiene 71 afios, jcudl es la
probabilidad de que vaya a vivir al menos hasta los 80 anos?

Solucién:

Sean A vive mas de 71 afios y B vive més de 80.

P(A)=0,72, P(B)=0,52

43



AN B = { vive més de 71 anos} N { vive mas de 80 anos } = { vive mds de 80 aflos } = B

, P(ANB) P(B) 0,52
Se pide: P(B|A) = (P(A) ): PEAi =0 =0,7222

Problema 4.1.5 (2,5 puntos) Considere la matriz

1 -1 a
A=12 0 3
2 1 -1

en funcién del parametro a € R.
a) (0,5 puntos) Calcule el determinante de A en funcién del pardmetro a.
b)
c)
d) (0,75 puntos) Sea B el conjunto de los a € R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de
A para los diferentes valores del pardmetro a € B.

(
(0,75 puntos) Calcule el rango de A en funcién del pardmetro a.
(

0,5 puntos) Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.

Solucion:

a) |4l =2a—-11

11
b) 2a—11=0= a= .
. 11
- Sla;é?z |A| # 0 =Rango(A) =3

11
- SiaZ?:> |A] =0y el menor g (1)‘227&0:>Rang0(/1):2

c) 3A7! Yae R~ {12—1}

1 -3 a-1 -3

11
d) Sia7é3:>3A_1:2a711 8 —-1—-2a 2a-3
2 -3 2

Problema 4.1.6 (2,5 puntos) Considere la funcién f(x) = 2® + 1

) (0,5 puntos) Calcule una primitiva de f(z).

a) (
b) (1 punto) Calcule los puntos de inflexién de f(x) si los hubiera.
c) (

)

1 punto) Calcule el drea del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas
r=1yx=2.

Solucion:
. 2
a) F(ﬁ):/f(x)dx:/(x3+1)dx:Z+x+C

b) fl(z) =32 = f"(z) =62 =0= 2z =0como f"(z) =6 = f"(0)=6+#0= (0,1)
es un punto de inflexién.
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¢) 2 +1=0= z = —1 luego la funcién no corta al eje OX en el intervalo (1,2). El recinto
de integracién es S : [1, 2]

- 0(0,0) (1,0 (20

Problema 4.1.7 (2,5 puntos) Considere los planos
m:2r—3y+5z2=a
mo i bx+3y—5z=4

en funcién de los pardmetros a,b € R. Determine si es posible asignar algiin valor a los parametros
a y b para que los planos 71 y 7a:

a) (0,5 puntos) Sean coincidentes. En caso afirmativo dé un valor para a y b.
b) (1 punto) Sean paralelos. En caso afirmativo dé un valor para a y b.

¢) (1 punto) Se corten en una recta. En caso afirmativo dé un valor para a y b.

Solucién:
a
)2 3 5 a:> Z:—1:>a:—4 _ m2x —3y+52=—4
a _—= — = — = — 2
b 3 -5 4 gz—l:bZ—Q my: —2x+ 3y —oz=4
b) Para que sean paralelos es necesario que b = —2 y que a # —4 podemos elegir a = 0:

m 22 —3y+52=0
T —2x+3y—5Hz=4

c¢) Para que sean secantes es necesario que b # —2 por ejemplo b = 1; a puede tener cualquier
valor real (Va € R) podemos elegir a = 0:
m 2z —3y+52=0
Va € R
myix+3y—5z=4

Problema 4.1.8 (2,5 puntos) Sean A y B dos sucesos independientes asociados a un experimento
aleatorio con P(A) = 0,5y P(B) =0,25

a) (0,5 puntos) Calcule P(AU B).
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b) (0,5 puntos) Calcule P(A°) y P(B¢), donde A° y B denotan el suceso contrario de A y de
B respectivamente.

¢) (1 punto) Razone si A° y B¢ son independientes.
d) (0,5 puntos) Calcule P(A° U B¢).

Solucion: B
Por comodidad utilizo X¢ = X

a) Ay B independientes: P(AN B) = P(A)P(B) =0,5-0,25 = 0,125

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)=0,540,25—-0,125 = 0,625
b) P(A)=1-P(4)=1-0,5=0,5
P(B)=1-P(B)=1-0,25=0,75
¢) PANB) = P(AUB) =1 P(AUB) =1 0,625 = 0,375
P(A)-P(B)=0,5-0,75=0,375
Luego P(AN B) = P(A) - P(B) = Ay B son independientes.

d) P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,125 = 0,875

4.2. Extraordinaria
INDICACIONES

a) Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen.

b) Si realizan més de cuatro ejercicios sélo se corregirdn los cuatro primeros, segun el orden que
aparecen resueltos en el cuadernillo de examen.

c) Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su
resolucién. Todas las respuestas deben ser razonadas.

d) Entre corchetes se indica la puntuacién méxima de cada apartado.

e) No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco estd permitido el
uso de dispositivos con acceso a Internet.

Problema 4.2.1 (2,5 puntos) Considere las matrices
-1 0

1
2 10 -1 2 1
a0 5) (2 1Y) oo (Y
9 1 1 -1 2 1 3 -1 2

a) (0,5 puntos) Calcule A’, donde A’ denota la traspuesta de la matriz A.

b) (2 puntos) Calcule (3B — 2C)(A* — I), donde I es la matriz identidad de dimensién 3 x 3

Solucion:
1 -1 0 1 2 2
a) A=12 0 3 — At=( -1 0 1
2 1 -1 0 3 -1



b) (3B —2C)(A' —1) =

29 1 0 1 9 1 1 2 2 100
s( 5, 5 )20 o)t ot )=(o1o)=
0 3 -1 0 01
(8 -1 _2>. R _(1 1 19)
-9 8 -1 0 3 _9 -8 =29 =8
: . x+1
Problema 4.2.2 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) = 5
T —

a) (0,5 puntos) Calcule el dominio de definicién de f(x).

b) (0,75 puntos) Determine si hay intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x). En caso

afirmativo, calculelos.
¢) (0,5 puntos) Calcule los cortes de f(x) con los ejes.

d) (0,75 puntos) Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

Solucion:

a) Dom(f) =R — {2}.
3

b) f(x) = RCEDE # 0 = f(z) no tiene extremos relativos. Como f’(z) < 0 en el dominio

de la funcién, serd decreciente en el intervalo (—oo,2) U (2, 00).

c¢) El punto de corte con el eje de ordenadas, haciendo = = 0 = (0, —§>
El punto de corte con el eje de abscisa, haciendo f(z) = 0= (—1,0)

d) f(z) = ﬁ # 0= f(z) no tiene puntos de inflexién.
(7007 2) (2a OO)
f”(l‘) _ +
f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—00,2) y céncava () en el (2,00)

Problema 4.2.3 (2,5 puntos)
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a) (1,5 puntos) Escriba las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por el punto (2, —1,0).
Es decir, de aquellas que tienen vector director (v1,va,vs) , donde v1, va, v3 son pardmetros.

b) (1 punto) De las rectas anteriores, escriba las ecuaciones paramétricas de la recta que tiene
vector director (—1,4,1).

Solucion:

— r=24+vA
g = (vi,v2,v3) , _
a)r'{Pr(Q,*l,O) r:id y=—14+uv2)
zZ = U3\
— r=2-A
J our=(-1,4,1) ) _
b)r.{PT(Z_LO) T Z:/\l—i—él)\

Problema 4.2.4 (2,5 puntos) Cierto test determina si una persona consume cierto tipo de droga.
En el 99 % de los casos, el test clasifica como usuario de la droga a aquellos que la han consumido
y también en el 99 % de los casos, el test clasifica como no usuarios de la droga a aquellos que no

la han consumido. Ademaés, el 0,5 % de las personas a las que se les va a pasar el test consumen la
droga.

a) (1 punto) ;Cudl es la probabilidad de que las personas a las que se les va a pasar el test no
consuman la droga?

b) (1,5 puntos) {Cudl es la probabilidad de que una persona consuma la droga si ha dado positivo

en el test?
Solucién: A B
Sean C' consumen droga, C' no consumen droga, D detecta el consumo y D no detecta el consumo.
0,99 _—~D
a) P(C)=1—P(C)=0,995 - <
b) P(D) = P(D|C)P(C)+ P(D|C)P(C) = g S
0,99-0,005+0,01-0,995 = 0,0149
0,99: 001_—D
P(C|D) = P(D|C)P(C)  0,99-0,005 0.3329 rei
a P(D) 00,0149 7 099~

Problema 4.2.5 (2,5 puntos) Considere la matriz

-

en funcién del pardmetro b € R.
a) (0,75 puntos) Calcule el rango de A para los distintos valores del pardmetro b € R.
b) (0,75 puntos) Determine para qué valores de b € R la matriz A tiene inversa.

¢) (1 punto) Sea B el conjunto formado por los b € R tales que A tiene inversa. Calcule la
inversa de A para los diferentes valores del pardmetro b € R.

Solucion:
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a) |[A|=b-4=0= b=4

@® Sib+#4—=— |A| # 0= Rango(A) =2
@® Sib=4=— |A] =0=Rango(4) =1

b) El tinico valor que anula el determinante de A es b=4 = JA™ Vb € R — {4}

b

) B=R-{4) = A= ( ",

-2
- 1) vbe B

Problema 4.2.6 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) =sinz

a) (0,75 puntos) Calcule una primitiva de f(z).

b) (1,75 puntos) Calcule el drea del recinto del plano limitado por f(z) y el eje OX de abscisas
para z € [0, 27].

Solucién:
a) F(z) = / sinxdr = —cosx + C

b) Hacemos f(z) =sine =0= 2 =0y z =7 = f(z) tiene un punto de corte con el eje de
abscisas en el intervalo (0, 27) y habrd dos recintos de integracién S : [0, 7] y Sz : [, 27]

Sy :/ sinzdr = F(r) — F(0) =2
0
Es positivo por estar la funciéon por encima del eje OX.
2m
Sy = / sinzdr = F(2r) — F(m) = =2

Es negativo por estar la funcién por debajo del eje OX.

S =S|+ [S=2+2=4u?

Problema 4.2.7 (2,5 puntos) Considere el par de rectas

[ 3x—-5=y _{6x—2y:1
{3 s:f 0

a) (1 punto) Calcule la posicidn relativa de las dos rectas.
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b) (0,5 puntos) Dé la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.

¢) (1 punto) Dé la ecuacién de un plano ortogonal a la recta r.

Solucién:
T =\ —
[ 3z-5=y ] _ .{urz(l,?%())
T'{z:O = r:q y=-5+3\ = r: P.(0,—5,0)
z=0
x= A\ _
S 6r—2y=1 ) 1 .{us:(l,3,0)
s'{z:O — s: y——§—|—3)\ — s: P.(0,-1/2,0)
z=0
— 9
a) P.Ps=(0,9/2,0) = 5(0,1,0)
0 1 0
[PTPS,QTT),U_)S] =|1 3 0|=0= ry snosecruzan y estan en el mismo plano.
1 3 0
w 1 30
Rango(rl{)) :rango<1 3 0> =1= r y s o son paralelas o coincidentes.
——
Rango PT_];S =rango (O ! O> =2 = r y s son paralelas.
us 1 3 0
Prljs:((]alao) T y+5 z
b) = 17,,):(17370) = 7:(0 1 Ol=—2=0=7m:2=0
P.(0,-5,0) 1 3 0

¢) Planos perpendiculares a una recta dada hay infinitos, voy a calcular el que contiene al origen

de coordenadas.

Uy =y = (1,3,0) = W’:x+3y+/\:00(£’0>’0))\202> iz +3y=0

Problema 4.2.8 (2,5 puntos) En una poblacién determinada la altura de los ninos de 17 afios

sigue una distribucién normal de media 175 cm y desviacién tipica 7,41.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que en dicha poblacién la altura de un nifio de 17 afios

esté entre 170 cm y 180 cm.

b) (1,5 puntos) §A partir de qué altura un nifio de 17 anos de dicha poblacién se encontraria

dentro del 5% de nifos de 17 afios més altos de dicha poblacién?

Solucién:
N(175:7,41)
170 — 175 180 — 175

P(Z <0,67)— P(Z < —0,67) = P(Z <0,67) — (1 — P(Z < 0,67)) = 2P(Z < 0,67) — 1 =

2-0,7486 — 1 = 0,4972

a—175> < a—175) (
P(X >a) = plz> —1-P(z> Plz<
b) P(X 2 a)=0,06 = ( = 74l T ) T =
1
0,95 — a7 4175 — 1,645 — a = 187,19 cm.
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Capitulo 5

Castilla-La Mancha

5.1. Ordinaria

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho ejercicios propuestos. Si
resuelve mas, se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
detalladamente y razonando las respuestas. Se podré utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada
ejercicio completo puntuard 2,5 puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Problema 5.1.1 (2,5 puntos) Sean las matrices X = (CCL 8), con a,b,c € R, A = (i ;) y
1 0
B= (2 0)
a) (1,5 puntos) Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, ¢ para que
A-X=B

b) (1 punto) Si ademds queremos que X sea simétrica, ;qué se debe cumplir? ; Cémo es la matriz
X resultante?

Solucién:
2 1\ (a b 10
wax== ()0 N=-( )=
2a+c 2b) (1 O 2a+c=1 c=1-2a _ a 0
(4a+20 4b>_(2 o):> {21;:0 — {b:O :>X_<1—2a 0)
LuegoVa e R=—= b=0y c=1—2a se cumple A- X = B.
1
b) Si ademds X tiene que ser simétrica 1 —2a = 0 = a:§:>b:0yc:O=>X:
<1/2 O)
0 O
Problema 5.1.2 (2,5 puntos)

a) (0,5 puntos) Enuncia el teorema de Bolzano.

b) (1 punto) Sea la funcién f(x) = 2® + 622 + 3z — 10. Utiliza el teorema de Bolzano para
justificar que esta funcién tiene al menos una raiz en el intervalo [0, 2].
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c¢) (1 punto) ;Podria f(z) tener més de una raiz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta
Solucién:

a) Sea f(z) una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] donde a,b € R que cumplen:
signo(f(a)) #signo(f(b)), entonces ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

b) f es una funcién continua por ser un polinomio, f(0) = —10 y f(2) = 28 = f cumple
las condiciones del teorema de Bolzano y 3¢ € (0,2) que cumple f(c) = 0. (¢ es raiz del
polinomio)

¢) fllx) =322 +122+3=0= 2= -3,73yz = —0,27

(—00;—=3,73) | (—=3,73;—0,27) | (—0,27;00)
f'(x) + - +
f(x) | creciente / | decreciente N\, | creciente S

El intervalo (0,2) C (—0,27;00) = f es creciente en todo el intervalo y solo puede haber
un punto de corte con el eje OX. Luego s6lo hay una raiz en el intervalo (0, 2)

Problema 5.1.3 (2,5 puntos) Sea el punto A(1,1,a) y el planom =bzx+y+2z=1,con, a,b € R.

a) (1,5 puntos) ;Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el
plano 7 y éste tenga como vector normal a uno que es perpendicular al vector U = (1,2,0)?

b) (1 punto) Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacién de la recta perpen-
dicular al plano 7 y que pasa por el punto A.

Solucion:

a) Sustituimos Aenm = b+14+a=1= a+b=0
Uy LU= - U =0= (b1,1)-(1,2,0)=b+24+0=0= b= —2

a+b=0 a=2
{b:—2 = { b= —2

b) Tenemos: A(1,1,2) y7m: =2z +y+2z=1= = (-2,1,1)

r_{u?:ﬁ:(—z,l,w o Zfi;?
P = A(1,1,2) PR

Problema 5.1.4 (2,5 puntos)

a) Una empresa de mantenimiento da servicio a empresas de dos poligonos industriales (el
poligono Campo y el poligono Llano). El 30 % de las reparaciones se realizan en el poligono
Campo mientras que el 70 % se realiza en el poligono Llano. Adem4s, en el poligono Campo
el 10% de las reparaciones son de tipo mecédnico y el 90 % de tipo eléctrico. En el poligono
Llano el 30 % de las reparaciones son de tipo mecénico y el resto de tipo eléctrico.

a.1 (0,5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que en un momento dado se realice una repara-
cién de tipo mecanico?

a.2 (0,75 puntos) Si se ha realizado una reparacién de tipo eléctrico, jqué probabilidad hay
de que se haya realizado en el poligono Llano?
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b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito
en un tiempo que sigue una distribucién normal de media 1,5 minutos y desviacién tipica
0,15 minutos.

b.1 (0,5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1,35
minutos?

b.2 (0,75 puntos) Cudl serfa el tiempo exacto que es mayor que el 85,08 % de los tiempos
realizados al completar una vuelta al circuito?

Solucion:

a) Sean C poligono Campo, Ll poligono Llano, M reparaciones mecdnicas y E reparaciones

eléctricas.
M
a.l P(M) = P(M|C)P(C) + P(M|LI)P(Ll) = Céi:
0,1-0,340,3-0,7 = 0,24 03,7
P(B|LLP(LI)  0,7-0,7 M
.2 P(LI|FE) = = - L — 44 0,7 03
a2 P(LI|E) P(E) =024 = 0 0H7 U<§:
0,7 E
b) N(1,5;0,15)
1,35 — 1
blHXglﬁazP(Z§J$%3£>:PMSfU:IfHZgnz
10,8413 = 0, 1587 ’
b2P@F<@—08m8=$P(Z<a_1j)—08m8=¢G_L5—104=$
' - - 015 / 7 0,15

a = 1,656 minutos.

Problema 5.1.5 (2,5 puntos)

dx
(1—3x)4/2 — (1 —3z)2/3
Puedes utilizar el cambio de variable 1 — 3z = ¢°

a) (1 punto) Calcula la siguiente integral: /

1 0 1 1 0 0
b) (1,5 puntos) Sean las matrices A = [0 1 0]y B =0 0 0]. Sin calcular A™!,
2 00 2 11
razona por qué A~ ! existe y discute si la matriz A~ - B tiene inversa.
Solucién:
_ 46
dx 1=3w=1 —265dt —265dt
a) 1/2 2/3 —3dx = 6t7dt | = 6)1/2 612/3 3_ 44
(1—-3x)/2 —(1-3x) dr — 285 gt (t8)1/2 — (¢9) 33—t

_g/t%tzz/ﬁmz 1 =2/<L+Lwie)m=
B(1— 1) t—1 ( 2):(t-1)=t+l+— t—1
— 2+t
¢
—t41
1
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2 1 -3z =1°
2<5+t+ln|t—1|)+0: (1 —3x)/3 = ¢

(1—32)Y6 =¢
1— 1/3
2 <(?;x) + (1 — 3x)1/ —l—ln’(l — 3z)V/6 — 1‘ +C =

(1 — 32)/3 + 2(1 — 32)/6 —|—21n’(1 — 3)1/6 — 1( +C=
2
V1=32+2V1-32+In(VI—-3z-1) +C

b) |[A]=-2#0= 347!
|A™!- Bl =|AT"-|B| =

1
—0=0= H(A"-B)"".
Al ( )

Problema 5.1.6 (2,5 puntos)

2
5 1\*
a) (1 punto) Calcula el siguiente limite: lim ( Tt )
T—+00 5z

b) (1,5 puntos) Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(2,1,3) y cuyo vector
director es perpendicular a los vectores @ = (2,2,0) y ¢ = (0,0, —1)

Solucion:
2
5z 4+ 1\7
i (522) <=2
@) i =5, 1=

A= lim x2<5x+1—1>— f z? { x

= lim —= 1l

z—+o0 Sx z—+oo by x—ffoog =
Luego:
lim (5x+1> o0 = +o00
z—+00 dx
s
i j k
b) r=uUxv =2 2 0|=(-220)=-2(1,-1,0)
0 0 -1
ur = (1,-1,0 o
r {PTzA(2,1,3) =T y=1-X XeR

Problema 5.1.7 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Sea la funcién f(x) = 2® + 322 + = + 3. Obtén sus méaximos y minimos relativos.

b) (1,5 puntos) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos

bolas sin reemplazamiento y se obtiene una puntuacion igual a la suma de los valores corres-
pondientes.

b.1 (0,75 puntos) {Cudl es la probabilidad de que la puntuacién obtenida sea de 37

b.2 (0,75 puntos) {Cudl es la probabilidad de que la puntuacién sea mayor de 37
Solucién:
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6
a) f’(a:):3a:2+6x+1:0:>z:—1i§:>x:—1,82yx:—0,18

6
f(-1,82)=-4,9<0= z=—-1- 3 esun maximo relativo.
' (x) =6x+6 = NG ’
f(=0,18) =4,9> 0= z= -1+ —3 esun minimo relativo.

b) El espacio muestral es
Q= {(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4), (3,1), (3,2), (3,4), (4, 1), (4,2), (4, 3)}

2 1
b.1 P(suma 3) = — = 6= 0,1667

12
1 5
b.2 P(mayor 3) = £ == 0,8333

Problema 5.1.8 (2,5 puntos)

1 1
a) (1,25 puntos) Sea la matriz A = 1 1 |. Calcula el rango de A.
1 1

N O =
O N =

b) (1,25 puntos) Sea la recta r definida por la interseccién de los planos m =z +y+ 2z =1
y mo = y + 2z = 1. Por otro lado, consideraremos el plano 73 = 2z + y = 1. Determina
la posicién relativa de la recta r y el plano 73. El resultado del apartado anterior te puede
ayudar.

Solucion:

I 1 # 0 = Rango(A4) = 2.

a) Se ve claramente que dos columnas iguales y el menor 0 1’

También se ve claramente F3 = 2F; — F5.

r+y+z=1 r=A
b)r:{y+22:1 = r: Zii—w\ AeR

Sustituimos r en 13 = 2A+1—-2A=1=— 0=0=— r C 73

5.2. Extraordinaria

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho ejercicios propuestos. Si
resuelve mas, se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
detalladamente y razonando las respuestas. Se podré utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada
ejercicio completo puntuard 2,5 puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

—2r4+y—z=-1
Problema 5.2.1 (2,5 puntos) Sea el sistema de ecuaciones lineales —r+ay+z2=2 con
20 +y+az=3
acR

a) (1,75 punto) Discute cémo es el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.

b) (0,75 puntos) Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible
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Solucion:

B -2 1 —-1|-1 a=—1
a) A= -1 a 1] 2 |; |[Al=-2a*+3a+5=0= 5
2 1 al 3 “=3

, g} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y

el sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

- SiaER—{—l

@& Sig=—1:
-2 1 -1|-1 Fy —2 1 -1|-1
A= -1 -1 1] 2 |=|2RKR-F | = 0 -3 3|5 =
2 1 -1 3 F3+ Fy 0o 2 -2 2
F 2 1 —1|-1
F = 0 -3 31 5 — Sistema Incompatible
3F5+2F, 0 0 0]16
. 5
- = —:
& Sia 5
B -2 1 —-1|-1 F 2 1 —-1]-1
A= -1 5/2 1 2 =| 2k -F | = 0 4 3|5 =
2 1 5/2 3 s+ Fy 0 2 3/2] 2
I 2 1 —-1|-1
F — 0 4 31 5 — Sistema Incompatible
2F; — Fy 0 0 O0f-1
b) Sia=2:

0
—2r4+y—z=-1 1
—r4+2y+2=2 — ?ng
2r+y+22=3 4

3

Por Gauss serfa:

-2 1 —-1|-1 I -2 1 —-1|-1
A= -1 2 1| 2 |=|2R-F |= 03 3|5 =
21 2| 3 Fs+ Fy 02 1] 2
F 2 1 —1]-1
Fy = 0 3 3|5 =

3Fy — 21, 0 0 -3|-4
4 =
—32:—4:>z:% z=0
1
3y+4=5:>y:§ =4 Y= 3
8 4
“2r+ -+ 5=3=2=0 z=3



Problema 5.2.2 (2,5 puntos) Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados
y necesita vallarlo de manera que la regién resultante sea un rectangulo més medio circulo, tal y
como se ve en la figura adjunta. El rectangulo tiene de lados h,r € R, de manera que el radio del
semicirculo es h/2. La empresa tiene solamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros
de longitud, que ha de ser el perimetro del aparcamiento. La empresa desea construir un aparca-
miento con el mayor area posible con ese perimetro de 80 metros.

. »

h/2

a) (1 punto) Escribe el drea del aparcamiento en funcién del valor h.

b) (1,5 puntos) {Cudnto deben valer h y r para que el drea del aparcamiento sea lo mayor
posible?

Solucion:

h h 160 — 2h — h
a) Elperimetr0e82r+h+§:802> U =80 —h— = e ST AT

2 2
160 — 2h — hm
rs———
h? 2 2 2 2 2 2
- 1 —2h* — 20h —4h* —2
S(h,r)zrh+47r:>5(h)=60h j h7r+h?7r:30h h8h7r—|—h7r:
320h — 4h? — h*r _ 320h — (4 + m)h?
8 B 8
160 — (4 1
by §'(hy = 0 =CGEmh oy 160 o s0am.
4 447

(0;22,404) | (22,404;00)
S'(h) + -
S(h) | creciente ' | decreciente N\

La funcién S(h) es creciente en el intervalo (0;22,404) y decreciente en el (22,404; c0), luego

160
h= y ~ 22,404 m es un maximo.
! 160 — 2160 160 80
El valor de r = dtr  dbm ~ 11,202 m.

4 447
Problema 5.2.3 (2,5 puntos)

a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna B tiene 8
bolas rojas y 10 bolas negras. Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12.
Lanzamos el dado y si sale un nimero multiplo de 4 se extrae una bola de la urna A. Si sale
otro nimero se extrae una bola de la urna B. Calcula razonadamente:

a.l (0,5 puntos) La probabilidad de obtener una bola roja.

a.2 (0,75 puntos) Sabiendo que la bola extraida es roja, la probabilidad de que haya sido
extraida de la urna A.
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b) Una empresa de mensajerfa sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y
no se pueda hacer la entrega) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa
ha de entregar 6 paquetes.

b.1 (0,5 puntos) {Cudl es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el
destinatario esté ausente?

b.2 (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los pa-
quetes?

Solucién:

a) Sean A urna A, B urna B, R bola roja y N bola negra.

6/14 R
A

a.l P(R) = P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) = o5 ﬁ
63,8 95T 0 4405 )

14 12 18 12 84
912 88— R

P(RIAP(A) & & 9 B <
a.2 P(A|R) = PR 7 = 5 0,243 -
b) B(6;0,25)
6 1 5
bl P(X =1)= L) 10:25"-0,75° = 0,356

6
b2 P(X<5)=1-P(X=6)=1— (6) -0,255-0,75% = 0,9998

Problema 5.2.4 (2,5 puntos) Sean el plano m = ax+y—2 =1, con a € R, y los puntos A(1,0,0)
y B(b,1,—1), con b € R.

a) (1,5 puntos) Determina el valor de a, b para que el vector ﬁ sea perpendicular al plano 7w
y el punto A esté contenido en el plano 7.

b) (1 puntos) Con los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuacién de
la recta que pasa por A y es perpendicular al plano .

Solucion:
a) AD = (b,1,-1) — (1,0,0) = (b—1,1,-1)
AB | 7= AB | @} = AB = ku = (b—1,1,-1) = k(a,1,-1) = k =1y

b—l=a= a—-b=-1
Aecr=— a+0-0=1=a=1

{a—b:—l :>{a:]_
a=1 b=2

b) r L w tal que A € r:

— r=1+A
S ur=uy =(1,1,-1) . B
T{Pr:A(laOaO) " z:i)\ AER

Problema 5.2.5 (2,5 puntos)
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a) (1 punto) Encontrar el drea encerrada por la recta x = —1 y las graficas de las funciones

1
fl@)=a® =22 +3yg(z) = 52” +1

-2 1 a
b) (1,5 puntos) Sea la matriz A = | —1 0 0 con a € R. Estudia el rango de A en
-1 a+1 a+1
funcién de los valores de a.

Solucion:

1
a) f(x):g(x):>m2—2x—|—3=§x2—|—1:>x2—433+4:0:> x=2

El recinto es S : [-1,2].
2

|
2 2 SCQ 1’3

s=|[ U@ -ganasl=|[ (5 -20+2) el = [T -asn] |-
-1 —1 2 6 1

4 19| 9 )

3t |=a=t0e

El valor de la integral es positivo por estar la funciéon f por encima de la g.

0(0,0)

b) [A|]=1-0a*>=0= a==+1

@& SigeR—{£1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3.

® Sia=-1oa=1= |A| =0, como el menor :? (1)‘:1#0:>Rango(A):2.

Problema 5.2.6 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Calcula el limite siguiente:

o 22 —=3224+3z-9
lim
x—3 3z —9

b) (1,5 puntos) Sean el punto A(1,2,1) y el plano 7 =  —y = 1. Calcula la distancia del punto

A al plano 7.
Solucién:
o 22 —=3224+3z-9 0., 322—6x+3
a) lim =|-|=lim—— =4
x—3 3r—9 0 r—3 3

1-2+0-1 2
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Problema 5.2.7 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Resuelve la siguiente integral:
/ (z +3)e > da

b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si
sale otro resultado deja de tirar y la puntuacién obtenida es el niimero de unos obtenidos

durante las tiradas.

b.1 (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de no obtener ningtin uno? ;Cuél es la probabilidad
de obtener una puntuacién de uno? ;Y la de obtener una puntuacién de tres?

b.2 (0,75 puntos) ;Podrias dar la probabilidad de obtener una puntuacién de n € N?

Solucion:
u=x+3 = du=dx

a) /(x +3)e” " du = l dv=e " dr = v = —%6_29” -

(x+3)e 2 1 9w, (z+3)e7I e (24T
> + 5 [ € dz = 5 1 +C = 1 +C

1 5
b) P(1) = R P(#1) = g on cada tirada.

b.1 P(ningin 1) = P(# 1) = % ~ 0, 8333

P(solo 1) = P(1 en primera tirada) - P(# 1 en segunda tirada) =

: % — D 00,1389
P(3) = P(1 en primera tirada) - P(1 en segunda tirada) - P(1 en tercera tirada) - P(# 1

S| =

11 5 ) 5
en cuarta tirada) = 68 6 6 @ _1o6" 0,0039
(n)
—_——
11 1 5 5
b2 P(R) ===+ eevo.=.2 =
=55 6 6 671

Problema 5.2.8 (2,5 puntos)

1 3 5
a) (1,25 puntos) Sabiendo que [a b ¢| =6 con a,b,c,z,y,z € R calcula el valor de
T Yy z

/2 3/2 5/2
a+2 b+6 c+ 10| e indica en cada paso las propiedades que utilizas.

4z 4y 4z
b) (1,25 puntos) Calcula el 4ngulo que forman los vectores @ = (1,1,1) y 7 = (3,2,3).

Solucién:
1/2  3/2 52 o1 3 5
a) l[a+2 b+6 c+10/=4--la+2 b+6 c+10 =
4x 4y 4z T Y z
1 3 5 1 3 5
2(]a b ¢/+1]2 6 10| | =2(640)= 12 (El segundo determinate es cero por tener dos
r oy z |y =z

filas proporcionales)
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b) cosa = 7V 3+2+3 8
-1V V3-ve2 V66

= o =10°1'30"
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Capitulo 6

Castilla-Leon

6.1. Ordinaria
INDICACIONES:

a) OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger libremente cinco ejercicios completos de los
diez propuestos. Se expresara claramente cudles son los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo
se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (segin el orden de numeracién de pliegos y
hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

b) CALCULADORA: Podrén usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria
para texto, ni para resolucién de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para repre-
sentaciones gréficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION:

Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un méaximo de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizaciéon de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas
con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten
para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precision en los célculos
y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion légica y los cédlculos.

Algebra

Problema 6.1.1 (2 puntos) Calcular A y p para que el sistema de ecuaciones lineales
TH+2y+z=p

A+y=1 tenga infinitas soluciones.
y+rz=-1
Solucién:
1 2 1] u
A= A1 0 1 |, Al=-22xA-1)=0= A=0y =1
01 X|-1

& Si\£0y\#1= |A| # 0= Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado.
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1 2 1| p P 1 2 1] p
A= 01 0 1 = F = 01 0 1 — Sistema incompatible
01 0|-1 F;— F, 0 0 0|-2
e SiA=1:
A= 1 10 1 =| Ih—F | = 0 -1 —1|1—-p = Iy =
01 1|-1 F3 0 1 1| -1 3+ Fy

1 2 1 1
0 -1 —-1|1—p ==
0 0 0| —p
Si p = 0 = sistema compatible indeterminado y si u # 0 = sistema incompatible.

@ En conclusidn el sistema tendra infinitas soluciones cuando A =1y pu = 0.

T 0
Problema 6.1.2 (2 puntos) Dadas las matrices A = (_11 (1) (1)>7 B=1uy 1 y C =
Z T4y

<_11 ;1>, calcular los valores de ,y, z € R para que AB sea igual a la inversa C~! de C.

Solucién:
- |0 =1£0= HO*I:G
- AB:(l 0 1) i (1) :(CE—I—Z x—i—y)
-1 1 0 oag + 1 Yy—x 1
r+z=2 =0
- AB:C‘1=>(Z;J_F; leLy)z(? D=> r+y=1 = { y=1
y—x=1 z=2

Geometria

Problema 6.1.3 (2 puntos) Calcular la ecuacién del plano 7 que es perpendicular al plano
o =x+2y+ 3z =0y pasa por los puntos P = (0,0,0) y @ = (0,1, 1).

Solucidén:
17[?:(1,273) r oy z
T ]@:(0’1,1) = 7m:|1 2 3|=—2x—y+2=0
P(0,0,0) 011
z+y—2=0
—4
Problema 6.1.4 (2 puntos) Dados el plano 7 = 2+ 2y — 22 =0y la rectarz%:yT:

z—1

1

, se pide:
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a) (1 punto) Comprobar que r es paralela a .

b) (1 punto) Hallar el plano o, distinto de 7 y paralelo a m, cuya distancia a r coincide con la
de .

Solucion:

a) rl|r= u Luy = -y =(-2,2,1)-(1,2,-2) = —2+4-2=0
Hay que comprobar si P,.(0,4,1) pertenece al planom = 0+8—2 40— P. ¢ 7= r | 7.

b)o|lr=0c:x+2y—22+A=0
Tomamos un punto de r = P,.(0,4,1) y tenemos que d(P,,7) = d(P,,0):

0+8-2+0] _,_[0+8-2+)
V9 V9

{6+)\=6:> A=0=1=0
6+A\=—-6=—= A \=—-12= 0c:2+4+2y—22—-12=0

= 6+ )\ =6—=

Anadlisis
Problema 6.1.5 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinar a y b de modo que las funciones f(z) = 2? —a y g(z) = (z — b)e”®
tomen el mismo valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo.

b) (1 punto) Demostrar que la funcién f(z) = 2x + sinz solo se anula en el punto z = 0.
Solucién:

a) Sea x = c el punto en el que ambas funciones tienen un extremo.

{f’(x)=2xz fle)=2c=0= c¢=0
g (@) =(@-b+1)e" = g'(c)=(c-b+1Ne"=0= —b+1=0=b=1

Ademiés f(c) =g(c) = f(0)=9¢g(0) = —a=-b= a=1

b) La funcién f(x) = 2z + sinx es continua, f'(z) = 2+ cosz > 0 = f es siempre creciente.
La funcién cambia de signo entre cualquier intervalo entre < 0 y > 0 Por el teorema de
Bolzano la funcién corta en el punto x = 0 y por ser la funcién siempre creciente, este punto
es unico.

Problema 6.1.6 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinense el dominio de definicién, intervalos de crecimiento y decrecimiento
y los maximos y minimos relativos, si existen, de la funcién f(z) = z(lnz — 1).

b) (1 punto) Calcilese / z(lnx — 1) dx

Solucion:

a) & Dom(f) = (0,+0)
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& fllr)=lhz=0= =1

(0,1) (1, +00)
f(=) - +
f(z) | decreciente | creciente

La funcién decrece en el intervalo (0,1) y crece en (1,+00). Tiene un minimo relativo

en (1,-1).
1 l=d 1d
u=1Inz — u= —dz 2hr—1) 1
b)/x(ln:z:fl)dx: 2 :Mff/xdx:
_ _z 2
dv = zdx = v=o
xg(ln;—l) _%2+C:2m2(lnm;1)—:62+C:2m21ni—3m2+c

Problema 6.1.7 (2 puntos)
Vad+x—1—+Va3 +1

Calcular lim

r—2 xr — 2
Solucion: ) )
3z 41 3
D Sk AR m KH | Nehaol et _ 13121
z—2 T —2 0 z—2 1 6 6 6

Problema 6.1.8 (2 puntos)
Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(z) = xe™ y el eje de abscisas
cuando z varfa en el intervalo [—1,0].

Solucién:
f(z) =2ze™* =0= 2z =0= f(x) no corta al eje de abscisas en el intervalo (—1,0). Habrd un
Unico intervalo de integracién, serd el recinto S : [—1,0].

u=x— du=dx
e | T —ze * +/ e fdr=—xe " —e " =

F(a:)z/xefxdzz d

v=r¢e “dx = v =
F(z)=—e"(x+1)

0

S = / ze dr| = |F(0) - F(-1)]=|-1-0/=1u?
—1

El resultado de la integral es negativo por estar la funcién por debajo del eje de abscisas.

¥

L0) == —_—

Probabilidad y estadistica
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Problema 6.1.9 (2 puntos) Un 50 % de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado
en Salamanca son espafioles, un 30 % son europeos no espanoles y los demds proceden del resto del
mundo. De ellos, dos tercios de los espanoles, la mitad de los europeos no espanioles y un tercio de
los no europeos no pasan de los 40 anos.

a) (0,6 puntos) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado

b) (0,7 puntos) Si se selecciona un participante al azar ;Calcular la probabilidad de que no tenga
mas de 40 anos?

¢) (0,7 puntos) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene més de 40 anos, jcudl es
la probabilidad de que sea espanol?

Solucion:
Sean E espaiiol, EU europeo no espaiol, R resto del mundo, C' no pasan de los 40 afos y C' pasan
de los 40 anos.

2
a) P(E)=0,5, P(EU)=0,3, P(R)=1-(0,5+0,3)=0,2, P(C|E) = 3 c
1 1 23
P(C|EU) = PR P(CIR) = 3 Todas las probabilidades estan reflejadas B -
13
en el arbol adjunto. 0,5 C
12
0,3 7
b) P(C) = P(C|E)P(E) + P(C|EU)P(EU) + P(C|R)P(R) = = < -
2 1 02
‘. - 2.0.2= c
3 075+2 0,3+3 0, 0,55 R<
P(C|E)P(E) _%-0,5 g
P(E|C) = =3 =0,6061
c) P(E|C) PO 055

Problema 6.1.10 (2 puntos) Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual
(es decir, que sean cibicos, que todas sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia
arriba y que en cada una de ellas aparezca un numero de puntos que varie desde el uno hasta
el seis), jcudl es la probabilidad de que la suma de las puntuaciones obtenidas en los dos dados
coincida con la suma més frecuente?

Solucién:

La suma de los dos dados variard entre suman 2 y suman 12.

Podemos organizar estas sumas en una tabla:

1121314516
1121345 |67
213|456 | 7|8
314|156 7|89
41516178910
516|789 ]10|11
6|7|8(9]10|11]12

La suma mas probable es 7 con 6 casos favorables y como hay 36 casos posibles:

6 1
=— = - =0,1667
36 6 ’

6.2. Extraordinaria
INDICACIONES:
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a) OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios completos de los
diez propuestos. Se expresard claramente cudles son los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo
se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (segtn el orden de numeracién de pliegos y
hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

b) CALCULADORA: Podrén usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria
para texto, ni para resoluciéon de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para repre-
sentaciones graficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION:

Los 5 ejercicios se puntuardn sobre un maximo de 2 puntos. Se observardn fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacién de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas
con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten
para el desarrollo de las respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precisién en los cdlculos
y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion légica y los célculos.

Algebra
Problema 6.2.1 (2 puntos)

. ! r+y+z=1
a) (1 punto) Obtener todas las soluciones del sistema { T2y 2=3
b) (1 punto) Determinar todos los a,b € R para que x = 5, y = —2 y z = —2 sea solucién del
r+y+z=1
sistema r+2y—z=3
ax +2ay+bz=0b

Solucién:
z=—1-—3\
r+y+z=1 {x—i—y:l—z B

a){x—l—2y—z:3 r+2y=3+=2 = Z:i+2)\

b) Siz =5,y =—2y z = —2 es solucién del sistema tienen que cumplir las tres ecuaciones.
Las dos primeras las cumplen y la tercera queda 5a — 4a — 2b = b = a = 3b. Nos queda el
sistema:

r+y+z=1 - 1 1 2|2
T+2y—z=3 = A= 1 2 =113 ],|4]=4=0= b=0.
3bx + 6by +bz =10 3b 6b b|b

@ Sib#0= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incdégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

@ Sib=0=— a =0y latltima ecuaciéon quedaria 0 = 0 = sistema compatible inde-
terminado (infinitas soluciones), calculadas en el apartado anterior.

@ En conclusién: el sistema tiene solucién tinica para cualquier valor real b # 0 y a = 3b.
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1 3 -1
alyB=|a 0 ],conaecR-{0}
1 3 -1

Problema 6.2.2 (2 puntos) Dadas las matrices A =

—_ O =

a) (1 punto) Calcular la matriz C, siendo ¢;; = 2, tal que AC = B.

b) (1 punto) Si D = B'A siendo B’ la traspuesta de B, determinar los valores de a para los que
D tiene matriz inversa.

Solucion:

a) A- C =B = m=n=2

3X2 mXn 3x2

3 -1

c c 2 ¢ AC= 11 2 c
sio— (v ay_(2 ey (5 ) (2 e (73
C21  C22 C21  C22 C21  C22
1 1 3 -1
2+021:3:> 021:1
2+ca1 c12+coo 3 -1 Clo 4 e99 = 123 ¢y = —1
acay acos =la 0 == _a#0 _ g
24 cn ci2t e 3 -1 A A 'S

0
a62220§>022:o

c=(1 )

11 )
b)DthA:(3 @ 3) 0 a :(6 a+6):>|D|=2a2=0:>a:O:>
-1 0 -1 11 -2 -2
D! Va € R — {0}
Geometria
z=1+1 z—1 z
Problema 6.2.3 (2 puntos) Dadas las rectas r1 = ¢ y =2t teRyry = —4_z
JRR 3 2 2

a) (1 punto) Razonar si existe un plano perpendicular a ro que contenga a 1.

b) (1 punto) Calcular la recta con vector director perpendicular a los de las rectas 71 y r2 y que
contiene al punto (1,0,0).

Solucion:
Ty y =2t == ry: P, (1,0,—1)
z2=—-1+t AT
O N} T P
273 2 2 > 1 P,(1,0,0) S I

z =2t

a) Para que este plano exista los vectores de ambas rectas deben ser perpendiculares, inde-

pendientemente de su posicién en el espacio. Para que esto ocurra se tiene que cumplir
— — _ 0:
Uy ~u,«3 =0:
Upy - Upy = (1,2,1)-(3,2,2) =3 +4+2 =9 # 0 = los vectores no son perpendiculares y,

por tanto, no existe un plano perpendicular a ro que contenga a 7.
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T
N L
b) La recta r vendré determinada por r : Ur = Uy X Ur, = :13 ; ; =(21,-4)
P.(1,0,0)
T=1+2t
r:¢ y=t teR
z=—4t

Problema 6.2.4 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por los puntos (1,0,—1) y (0,1, 1).
a) (1 punto) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (0,0, 1).

b) (1 punto) Calcular la distancia de la recta r al punto P = (0,0, 1).

Solucién: R
_)_ _( le_
SeanA(l,O,—l)yB(O,l,l)zr:{;T:J?i_( 11’1’2) = r:q y=2A AeR
r=A(1,0,-1) 2= 142\
173_=>(—1,172) r y z—1
a) m:q PP.=(1,0,-2) = m:|-1 1 2 —2r—-24+1=0
P(0,0,1) 1 0 =2

T F
b) Sea PP, = (1,0, 2),‘P_PT>><tTK=|—1 1 2]=(-2,0,-1)=V5y
1 0 -2
@ =1(-1,1,2)| = V6
cl(P,r):f‘P—szm> ZEZ@U
|ur] V6 6

Analisis

1 .
Problema 6.2.5 (2 puntos) Sea f(z) = { 9z <1

Inz si xz>1
a) (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad en = = 1.

b) (1 punto) Estudiar sus asintotas verticales y horizontales.

Solucion:

I =1 =

zll>nll+ f(z) = £E1D$ =0

a) Continuidad en z = 1: = lim f(z) # lim f(z) = f
z—1—

z—1t

no es continua en x = 1 donde hay un salto, una discontinuidad no evitable.
Derivabilidad en = = 1: La funcién no es derivable en este punto al no ser continua.

b) Asintotas:
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@& Verticales: No hay
1
En la rama z < 1 la funcién es f(z) = —— y el denominador se anula para z = 2 que
no estd en la rama, luego no puede haber asintota vertical.
En la rama x > 1 la funcién es f(z) = Inz en este caso el dnico valor serfa = 0 que

no estd en la rama, luego no puede haber asintota vertical.

1
Enlaramaz<1l= lim f(zr)= lim ——=0= y=0
T——00 z——00 2 — I
lim Inz = o0 = No hay

Enlaramax >1= lim f(z)=
r—+00 r——+o0

@ Horizontales:

v

x<I
il §
A

e
=0 0(0,0) 0

Problema 6.2.6 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = 2*(z + 3), determinar su dominio de defini-
cion, puntos de corte de su grafica con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos

relativos.
Solucion:

@ Dom(f) = R por ser un polinomio.

@ Puntos de corte:

e Con OY hacemos x =0 = (0,0)
e Con OX hacemos f(z) =0= (0,0) y (—3,0)

@ Monotonfa: f'(z) =3z(z+2)=0= =0y v = -2

(—o00,—2) (—2,0) (0, 0)
Far - ¥
f(z) | creciente | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —2) U (0, 00) y decreciente en el (—2,0)

@ Extremos relativos: La funcién tiene un méximo relativo en (—2,4) y un minimo relativo en

(0,0)
¥ /’

[Min(0,0)
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Problema 6.2.7 (2 puntos) Calcular:

sin 2

a) (1 punto) ili% pER—s

z
b) (1 punto) / sin z cos® x d.
0

Solucion:
sin 2 0} 'H ., 2xcosz? {0} g ., 2cosz?—4z?sinz? 2 1
a) lim ———=|-| = llm———=|-| = lim —Z_Z
z—0 13 + 42 0 z—0 322 4 8x 0 0 6z + 8 8 4
t =cosx
g dt
b) F(z) = [ sinzcos®zdr = dt=—sinzdr | _ [ gn, .48, — = — [ tdt =
dt sinx
doe = ———
. . sinz
t cos™ T
——+C=- C
4 + 4 +

z
/ sinxcos?’xdx:F(z)—F(O):f
o 2 1

Problema 6.2.8 (2 puntos) Dadas las funciones f(z) = —z% y g(z) = 23

unto) Comprobar que las gréficas de dichas funciones en [—1,0] solo se cortan para

a) (1 p
x =—1y x =0. Demostrar que en [—1,0] g(x) > f(z).

b) (1 punto) Hallar el drea del recinto limitado por las grificas de dichas funciones.
Solucién:

a) 2’ = = 2’ +2°=0= =0y =—1.
Hay que demostrar que g(z) — f(z) > 0 = x> 4+ 2 > 0 resolvemos la inecuacién:

(=00, —1) [ (=1,0) [ (0,00)
g(x) — f(x) - + +

Luego en el intervalo [—1,0] es g(x) — f(z) >
0 0 4 3
b) S = — dxr = 3 2 dx = i l; — 1 —
) /_1(9(30) f(z))dx /_1(33 + 2%)dz T3 » 173

x=1 /

(0,0)

8(x)
Sfx)

Probabilidad y estadistica
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Problema 6.2.9 (2 puntos) Sean A, By C sucesos de un experimento aleatorio con probabilidades
P(A) = 0,3, P(B) = 0,4y P(C) = 0,5 tales que A y B son independientes y A y C son
incompatibles. Calcular las probabilidades P(AN B), P(ANC), P(AnC), P(AUB), P(AUB)
siendo, A, B y C los sucesos complementarios de A, B y C respectivamente.

Solucién:

@ Si Ay B son independientes P(AN B) = P(A)P(B) =0,3-0,4=0,12
@ Si Ay C son incompatibles P(ANB) =0

& P(ANC)=P(A)—P(ANC)=P(A)=0,3

e P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0,3+ 0,4 — 0,12 = 0,58

e P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,12=0,8%

Problema 6.2.10 (2 puntos) De las camionetas que recogen los envases reciclados de una localidad
el 45 % son de la marca C1, el 30 % de la marca C2 y el 25 % de la marca C3. La probabilidad de
que una camioneta se averie es: 0,02 si es de la marca C'1, 0,05 si es de la marca C2 y 0,04 si es de
la marca C3.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado
b) Si se selecciona una de esas camionetas al azar jqué probabilidad tiene de averiarse?

¢) Suponiendo que una de esas camionetas se ha averiado, jcudl es la probabilidad de que haya
sido una camioneta de la marca C'37

Solucién: o
Sean C'1 marca C'1, C2 marca C2, C'3 marca C3, A averiado y A no averiado.

a) P(C1) = 0,45, P(C2) = 0,3, P(C3) = 0,25, P(A|C1) = 0,02,
P(A|C2) = 0,05 y P(A|C3) = 0,04. Todas las probabilidades estdn re-
flejadas en el arbol adjunto.

b) P(A) = P(A|C1)P(C1) + P(A|C2)P(C2) + P(A|C3)P(C3) =
0,02- 0,45+ 0,05-0,3 40,04 - 0,25 = 0,034
P(A|C3)P(C3)  0,04-0,25
P(A) ~ 70,034

¢) P(C3|A) = = 10,2941
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Capitulo 7

Cataluna

7.1. Ordinaria

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.
Puede utilizar las paginas en blanco (pdginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder a alguna cuestién si necesita mas espacio. En este tultimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pagina de la cuestién correspondiente.

Problema 7.1.1 (2,5 puntos) Calcule los coeficientes a, b, ¢ y d de la funcién f(z) = az® 4 ba? +
cx + d si sabemos que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f en el punto de
inflexién (1,0) es y = —3z+3 y que la funcién tiene un extremo relativo en el punto de la gréfica
de abscisa z = 0.

Solucién:

f(z) =ax® +ba* +cx+d = f'(z) =3az® + 2bx + c = f"(z) = 6ax + 2b
fA)=0= a+b+c+d=0 a=1
1) =0= 6a+2b=0 b=—3 s
()= —3— 3042 +c=-3 ) c=o @)= —327+2
F0)=0= ¢=0 d=2

Problema 7.1.2 (2,5 puntos) Considere las dos matrices siguientes:

2 -3 -5 2 2 0
A= -1 4 5 B=[-1 -1 0
1 -3 —4 1 2 1

a) (1,5 puntos) Calcule las matrices A- By B - A.

b) (1 punto) Sean C' y D dos matrices cuadradas del mismo orden que satisfacen C'- D = C'y
D - C = D. Compruebe que las dos matrices son idempotentes.
Nota: Una matriz cuadrada se denomina “idempotente” si coincide con su cuadrado.

Solucion:
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2 -3 -5 2 2 0 2 -3 -5

a) A-B=| -1 4 5 |- -1 -1 0)={(-1 4 5 | =4
1 -3 -4 1 2 1 1 -3 -4
2 2 0 2 -3 -5 2 2 0
B-A=|-1 -1 0|-(-1 4 5 |=1-1 -1 0) =B
1 2 1 1 -3 —4 1 2 1

b) C=C-D= C2=C-(D-C)"EPC.D=0C= 02 =C luego C es idempotente

D=D C= D2:D~(C-D)C'D::CD-C=D$ D? = D luego D es idempotente
r—1 si <2
Problema 7.1.3 (2,5 puntos) Sea f'(x) = 1 S 259 la derivada de una funcién de-
rz—1

rivable f(x) que pasa por el punto A = (0, 3).
a) (1,5 puntos) Calcule la funcién f(x).

b) (1 punto) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la funcién f'(x) en el punto de abscisa
T =3.

Solucion:

2
a) Six<2= fl(z)=0v-1= f(a:)z/(a:—l)dx:%—x—l—C’. Como pasa por el punto
2
A=(0,3) = f(0)=0-0+C" =3= C' =3 = f(x):%—x+3

1 1

Siz>2= f(z) = —— = f(2) =
F) = —= = )= [ —

estd en la rama y no podemos calcular la constante de integracion.

dx =1In|x — 1|+ C. El punto A = (0,3) no

.132

Injz—1|+C si z>2
Como la funcién es derivable tiene que ser continua en z = 2:
2
lim f(z) = lim (£—x+3) =3
T—2— z—2 \ 2
lim f(z)=lim (In|z —1|+C)=Cc = C=3
r—2+ T2

f(2)=3
x? ,
f(l'): ?—J?—F?) S1 ISQ
Injz—1+3 si z>2
b) Sea g(z) = f'(z) = ! = ’(x)——# (z = 3 se ecuentra en la rama z > 2)
g = Tro1 W T T YT
1 1 y—b=m(z—a 1 1
Tenemosa:?),b:g(?)):—ym:g’(?,):_fyb:g )y—fz—f(x—3):>
2 4 2 4
R
YTty
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Problema 7.1.4 (2,5 puntos) Sea el sistema de ecuaciones lineales siguiente, que depende del
parametro real A:

T+2y+(24+N)z=0
2+Nzr+y+2xz2=3
22+ 2+ Ny+2=-3

a) (1,25 puntos) Discute el sistema para los diferentes valores del pardmetro .

b) (1,25 puntos) Para el caso A = —1, resuelve el sistema, interprétalo geométricamente e
identifica su solucion.

Solucion:
1 20 24X 0

a) A= 24+ 1 20 |3 | = A=9°+9=0= A= -1
20 2+ 1 | -3

® Si\eR-{-1} = |A] # 0 = Rango(A4) =Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas =>
sistema compatible determinado (solucién tnica)

& Si\=-1:
1 -2 1] 0 By 1 -2 1] 0 By
A= 1 1 -2 3 |=| Fra—-F; = 0 3 =3| 3 |=|£FR
-2 1 113 F3 4+ 2F, 0 -3 3|3 3+ By
1 -2 110
0 3 —-3|3 = sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0 0|0
b) SiA=-1
rT=2+p
x—2y+2=0 {x—2y:—u B
{ 3y—3:=3  \ly=1+p Z;iﬂt Vu e R

Los tres planos se cortan en la recta que hemos calculado.

Para descartar la coincidencia de dos de ellos comprobamos que se cortan dos a dos:
-2
T con my : ] =+ T = 7 y T se cortan

m:ir—2y+2z=0 1 _9
Sean{ my:x+y+ —2z=3 ,comparamos:{ 7| CON M3 : — F# —— => 7 y 73 Se cortan
—2 1
w3 —2r+y+z=-3
Mo CON T3 : - #+ 1 = Ty y T3 se cortan

Luego los planos se cortan dos a dos y, en conjunto, en una recta, como un libro de tres hojas.

Problema 7.1.5 (2,5 puntos)

Nuria tiene un jardin rectangular y quiere hacer un cercado
(rectangular o cuadrado) de 8 m? para su perro. Ha pensado
en poner el cercado junto al muro del jardin, tal y como se
muestra en la figura de la derecha, para ahorrarse asi uno

de los cuatro lados. El precio de la valla que desea utilizar | . i
es de 2,5€ /m. ¥ i

Cercado para
el perro
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a) (1,75 puntos) ;Qué dimensiones debe tener el cercado para que el coste sea minimo? ;Cuédl
es ese coste minimo?

b) (0,75 puntos) Si mantiene la forma rectangular o cuadrada del cercado y hace que uno de
los vértices del jardin coincida con un vértice del cercado, cuantos euros se puede ahorrar?
Razone cémo pondria el cercado y justifique con célculos matematicos las dimensiones de su
propuesta.

Solucion:

a) Tenemos:

8
Ty = 8§ = y=—
x
16 z?+16
P(z,y) =242y = Plx)=a+ — = Gl ~
x x ]
, 22— 16 . . i i
P'(r) = —5— = 0 = x = +4, la solucién negativa ! Cercado para |
x
es irrelevante. i el perro i y
| i
0,4) (4, 00) e !
P'(2) - + . -
P(z) | decreciente N, | creciente Jjardin
. 8
Luego:c:élmesunmlnlmoeyzz:2rnconuna
longitud de valla de x +2y = 8 m y un coste minimo de
82,5 =20€
b) Tenemos:
8
T 2, g
8 x°+
P(z,y) =z +y= P(x) ::17+E =
2
-8
P'(z) = a:72 =0 = z = +2v/2, la solucién negati- :
x
va es irrelevante. Cercado para i
1
elperro |~
(0,2v2) | (2V2,00) | = |rmmmmmmmmmmenees =
P'(x) — + X
P(x) | decreciente N | creciente jardin
. 3
Luego z = 2v/2 m es un minimo e Yy=——= 2v/2 m

2V2

con una longitud de valla de  +y = 4v/2 m y un coste
minimo de 2v/2 - 2,5 = 10V2 ~ 14, 1421€
El ahorro seria de 20 — 14,1421 = 5,8579€

Problema 7.1.6 (2,5 puntos) Sean los planos 71 y w2, determinados por las ecuaciones 7y : z+y =
Jymgix—2z=-—2.

a) (0,75 puntos) Encuentre la ecuacién general (Az + By + Cz + D = 0) del plano 73 que es
perpendicular a w1 y g, y que pasa por el punto P = (4,1, 2).

78



b) (0,75 puntos) Sea r la recta de interseccién de m; y me. Calcule la ecuacién vectorial de la
recta .

¢) (1 punto) Calcule el punto @ de la recta r que estd més cerca del punto P.

Solucion:
- = >
v k Pe
a) Ump = lm XUme=|1 1 0 |=(-L1,-1)= mg:—24+y—z2+A=0=
1 0 -1
—44+1-24+A=0= A== m3:—2xz+y—2+5=0
T=—-24+A\ N
fax+y=3 ) e _{u,z(l,—Ll)
b)r'{x—z:—2 = r: Z:i A VAER = r: P.(=2,5,0)

r:(x,y,2) =(-2,5,0)+ A(1,-1,1) VAeR

¢) El punto @ es la proyeccién de P sobre 7:

@ Calculamos un plano 7 L r tal que P € 7:

=t =(1,-1,1)= m:a—y+24r=0"Zr: 41424 A =0= A= —5 =

m:rx—y+2—5=0
@ Calculamos el punto ) de corte de r con 7:
(240 —-B-N+A-5=0= A=4= Q(2,1,4)

7.2. Extraordinaria

Responda a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre
qué quiere hacer y por qué.
Cada cuestion vale 2,5 puntos.
Puede utilizar calculadora, pero no se permite el uso de calculadoras u otros aparatos que pueden
almacenar datos o que pueden transmitir o recibir informacién.
Puede utilizar las pdginas en blanco (pdginas 14 y 15) para hacer esquemas, borradores, etc., o
para acabar de responder a alguna cuestion si necesita mas espacio. En este tltimo caso, debe
indicarlo claramente al final de la pdgina de la cuestién correspondiente.

Problema 7.2.1 (2,5 puntos) Sean A = (2 1), B = ( 2

3 2 -3 2
1 0
dosl—<0 1).

a) (0,5 puntos) Compruebe que (A —2I)? = 31.

) y la matriz identidad de orden

b) (1,25 puntos) Utilizando la igualdad del apartado anterior, encuentre la matriz inversa de la
matriz A en funcién de las matrices A e I, y compruebe que coincide con la matriz B.

¢) (0,75 punto) Calcule la matriz X que satisface la igualdad AX = B.

Solucion:
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R S R I (A I (R

b) (A—2I)2 =(A—2I)(A—2I) =A% —2AI —2IA+ 41> = A> —4A + 4] = 3] —
A? 4A= T= 4A - A’ =T= U - A)A=1T= A ' =4I - A=

4 0 2 1 2 —1
(0 4)_(3 2)‘(—3 2>_B
2
B aip o, (2 71> _(7 74)
¢) AX=B=— X=A"'B4Z B_(_3 2) =%

1
Problema 7.2.2 (2,5 puntos) Considere la funcién f(x) = —
x

a) (0,75 puntos) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f en el punto

de abscisa x = 2.

b) (0,75 puntos) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f en el punto

de abscisa x = k, donde k es un nimero real positivo.

¢) (1 punto) Compruebe que, tal y como puede verse en la figura de abajo, la recta del apartado
b) determina un tridngulo de drea constante con los semiejes positivos de coordenadas. Calcule

este area.
Solucién:
1 1 , 1y—b=m(z—a)
1 1 1
1 1 1 y—b=m(x—a)
LUNE IR B
VTR T TR VTR Tk
1 2 )
¢) Calculamos los puntos de corte de la recta y = 727 + 7 con los ejes coordenados:
. 2
@ Con el eje de ordenadas hacemos x = 0 = (O, E)
. . 1 2
@ Con el eje de abscisas hacemos y = 0 = —2® + 7= 0= z =2k= (2k,0)
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2
La recta forma con los ejes coordenados un tridangulo de altura 7Y base 2k, luego el area

-2k
S =k 5 = 2 42 independientemente del valor de k.
20 +y=1+=2
my+z=2—-x
mz+3=3x+y

Problema 7.2.3 (2,5 puntos) Considere el sistema de ecuaciones lineales

donde m es un nimero real.
a) (1,25 puntos) Discute el sistema segin los valores del parametro m.

b) (1,25 puntos) Resuelve el sistema, si tiene solucién, para el caso m = 1.

Solucién:
2z 4+y=1+=2 2e+y—2z=1 T+my+z=2

Tenemos my+z=2—-xr — r+my+z=2 — 20 +y—2z2=1
mz+3=3x+y 3r+y—mz=3 3r+y—mz=3
1 m 1 |2

a) A= 2 1 —1|1 |= |Al=2m>—4m=2m(m—-2)=0= m=0y m=2.
3 1 —-m|3

& Sim e R—{0,2} = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incégnitas =
sistema compatible determinado (solucién tnica)

@& Sim=0:

1 ) 1o 1| 2 a2
= 2 - = | B-2Fr |=( 01 -3|-3 |=| R =
3 Fy — 3L, 0 1 -3|-3 Py — I

A
1
0 — sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0
& Sim=2:
B 12 1|2 F 1 2 1] 2 I3
A= 2 1 -1|1 |=| FKH-2F |=| 0 -3 =3|-3 |=| F
31 —-2|3 Fs —3F 0 -5 —=5|-3 3F3 —5F;
1 2 1 2
0 -3 —-3| -3 | = sistema incompatible (no tiene solucién)
0 0 0] 6
b) Si m =1 resolvemos por Gauss:
B 11 112 B 11 1] 2 F
A= 2 1 -1|1 = | Fh-2F | = 0 -1 —-3|-3 = | F =
3 1 -1|3 | I3 —3F 0 -2 —4|-3 Fy —2F,
3
22 =3= 2= T =2
11 1] 2 9 2 3 3
0 -1 -3]|-3 —y—§=—3:>y=—§ — y:_i
0 0 2 3 3 3 _ 3
Problema 7.2.4 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) definida por f(x) = —3z + 2’1,
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a) (1,25 puntos) Justifique que f(z) = 2 tiene una solucién en el intervalo (—1,0).

b) (1,25 puntos) Sea la funcién h(z) = —3z2 + 2*"~1_ Calcule el 4rea de la regién comprendida
entre las graficas de las funciones f(z) y h(x).

Solucién:

a) Sea g(x) = f(z) —2 = =3z + e2*"~1 _ 2 funcién continua en R por ser composicién de
funciones continuas y, por tanto, continua el intervalo (—1,0). Tenemos: g(—1) = 1+e™3 > 0
y g(0) = -2+ e~ <0, es decir, la funcién g cambia de signo en los extremos del intervalo.

Luego la funcién cumple las condiciones del teorema de Bolzano que nos afirma: 3¢ € (—1,0)
tal que g(¢c) =0 = f(¢) —2=0= f(c)=2

b) Calculamos los puntos de corte entre ambas grificas:

f(z) = h(z) = -3+ 21 = 392 4 21— 35 = _342 y tenemos 3z% — 3z =
0= 2 =0y a = 1. Luego el recinto de integracién es S : [0, 1].
1 291
3 1 1
S:‘/(MQ—&OM::QF—JL} —L—’——OﬁUQ
0 2 1, 2| 2

La integral sale negativa porque hemos calculado / (f(x) — h(x))dz y la funcién h(x) estd

por encima de la f(z).

Problema 7.2.5 (2,5 puntos) Sean r1 y ro, las rectas definidas por r : x —1 =y = —z y por
ro 1 T =Yy = Zz, respectivamente.

a) (1,75 puntos) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta que corta perpendicularmente las
rectas r1 y ra.

b) (0,75 puntos) Calcule la distancia entre ry y ra.

Solucion:
r=14+X 7 = —
Mmix—l=y=—2= 1r1: y=2A VAGRﬁrl:{%l(Iglbl)’ !
Z:_)\ T1 )
=\ —
rolT=y=z=T2:q Y=A VAER:}W.{WQ_(LLU
Pr (07030)
z=A ’
- = =
T ]k
) W= Xy =1 1 —1|=(2-2,0)=2(1,-1,0)
1 1 1

Calculamos la recta t como interseccién de dos planos:
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u; = (1,-1,0) r—=1 y =z

mid um=01,1,-1) = m:| 1 -1 0|=z4+y+22—-1=0
P, (1,0,0) 1 1 -1
u_>t:(1,_170) x Yy z

Tl U =(1,1,1) = m:|1 -1 0l=—-2—y+22=0
P,.(0,0,0) 1 1 1

‘. { r+y+22—1=0
"l —z—-y+22=0

10 0
b) Sea Py, Py, = (1,0,0) y HP,.QP,.I,W,@] =1 1 —1f|=21=2
11 1
Por otro lado |w,; X | = |(2,—2,0)] = 2v/2
e
d(r1,72) [Peprml @]l 2 e
r1,T = = = — U
v [ty X 7] 2v2 2

Problema 7.2.6 (2,5 puntos) Queremos construir una pieza metélica que tenga por seccién un
trapecio isdsceles con la base superior tres veces més larga que la base inferior. Los otros lados del
trapecio miden 10 mm, tal y como se puede observar en la siguiente figura:

3x

10 mm 10 mm

a) (0,5 puntos) Exprese la altura del trapecio en funcién de la longitud x de la base inferior.

b) (2 puntos) Calcule la longitud de la base inferior del trapecio de forma que el drea de la pieza
sea maxima y encuentre el valor de esa drea méaxima.

Solucion:
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a) 10> =2 + h? = h = /100 — 22

X X X
3
b) S(x,h) = x; T b= 2eh — S(z) = 201/100 — 22
200 — 42
S'(z) = = 0= z = 45V?2, la solucién

V100 — 2

negativa es irrelevante.

(0,5V2) (5v/2, 00)
() + -
S(x) | creciente /| decreciente N\

Luego z = 5v/2 mm es un maximo y h = /100 — 50 =
5v/2 mm con un drea maxima de 100 mm?
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Capitulo 8

Comunidad Valenciana

8.1. Ordinaria

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

1 2 0 T m
Problema 8.1.1 (10 puntos) Dadas las matricess A=(0 m 1|, X=[y |yB=[0
0 3 0 z 9

a) (4 puntos) Estudiar cudndo la ecuacién matricial A>X = B tiene solucién en funcién del
parametro real m € R.

b) (6 puntos) Encontrar todas las soluciones de la ecuacién anterior cuando éstas existan.

Solucion:

a) |[Al = =3 = |A% = |A? = (-3)? =9 = J(AH) ! vm ER= X =(A*)"'B Vm € R.
El sistema es compatible determinado (solucién unica) para cualquier m real.

1 2 0 1 2 0 1 2m+2 2
b) A2=(0 m 1 0m1:0m+3m:>
0 3 O 0 3 0
6 2(m —3)
-m
—Sm m? +3
- 2(m — 3) x=3m—6
“'B= 3 fm y=-m
0 —3m  m?>+3 m2+3 z=m?+3

Problema 8.1.2 (10 puntos) Dadas las matrices A = ((1) (1) }), B = (; _11 (1)) y C =

(e ©)

a) (6 puntos) Obtener la matriz (ABT +1)~1 , donde I es la matriz identidad de las dimensiones
adecuadas para realizar la operacién.

b) (4 puntos) Comprobar que C? = —a®I, donde I es la matriz identidad, y calcular C'3.
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Solucion:

1 2 -1
o s =1 ) ()G =6 o) = )
b) 01—(_?12 ‘8‘): (_Oa (1))
(8, D D=y )=

13 _ (2\60v _ (316 _ 18T 0 1)_ 19(0 1)_( 0 a19>
C”=(C)°C=(—a’])C=a« Ia(_a o) = \ o o) = Lo o

r—y=1

P y los puntos P = (0,0,3) y

Problema 8.1.3 (10 puntos) Dada la recta r : {
Q = (2,2,a), obtener:

a) (6 puntos) Los valores del pardmetro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r
y la recta que pasa por los puntos P y Q.

b) (4 puntos) La ecuacién del plano perpendicular a r y que pasa por P.

Solucion:
ST B h S Y A TR
z=—1-3\ TS
5:{12:1@2027@_3) = ;ig;
P, = P(0,0,3) 2=3+(a—3)A
r s = u = ku} = (1,1,—3):k(2,2,a—3)=>k:%y—3:%(a—3):>—6:

a—3 = a=-3.
Para que las dos rectas sean paralelas es necesario que a = —3. Hay que comprobar si son
coincidentes. Cogemos el punto Ps(0,0,3) de s y sustituimos en la recta r:

{ r—y=1=10-0=1!

et tz=0=—l04043=0 — TET=rlls

b) g =t =(1,1,-3) = m:2+y—324+A=02Z04+0-9+A=0= A=9 =

m:x+y—32+9=0

Sr+y+T72=16

92 —y+ 72 = 12 y el punto P = (0,5,2) se

Problema 8.1.4 (10 puntos) Dada la recta r : {
pide:

a) (2 puntos) Comprobar que el punto @ = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta
s que pasa por los puntos Py Q.

b) (3 puntos) Obtener el dngulo que forman la recta r y la recta s.

c) (5 puntos) Obtener la proyeccién ortogonal del punto P en la recta 7.
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Solucion:

{ Sx+y+ 7z =16
9 —y+T72=12

r=2-—A\ —
Z:>\ T »
a) Sustituimos @ = (2,6,0) en r:
{ 5r+y+72=16= 10+6+0=16
92 —y+72=12= 18 —-6+0=12

Sz{us—@—@ L2 )T

— Qer

P‘?:P(O5572) 2=92—92)\

|u—>Tu_>S| |_2_2_2| 6 \/6 = U
b) cosa = = = = — =— a=35°15'52
) BTNV RV A

¢) Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculamos un plano 7 L r tal que P € 7:
— — Perm

Upr=uUr=(—1,-2)1) = 7m1:—2-2y+2+A=0=0-10+2+A=0= X =
8= m:—2x—-2y+2+8=0
@ Calculamos el punto de corte P’ de r con 7 que serd el punto buscado:
=2yt 8=0= —(2-N)—26-2\)+A+8=0=> A=1= P'(1,4,1)
1
Problema 8.1.5 (10 puntos) Considerar la funcién f(z) = — + In(z + 1). Obtener:
x
a) (2 puntos) El dominio y las asintotas de f(x).
b) (4 puntos) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus méximos y minimos.
¢) (4 puntos) El drea comprendida entre la curva y = f(x) y lasrectas y =0, x =1y z = 2.
Solucién:

a) Dom(f) = (—=1,0) U (0,00), en 2 = 0 anula el denominador y « + 1 > 0 por no existir
logaritmos de nimeros negativos.
Tiene una asintota vertical en z = 0:

1 1
in (L tigo s ) = | 1] - -
S\ ) )= [5=] = e
I (1+1( +1)> [1} T
im |(—+1n =|—| =
z—0+ \T v 0+ >
Tiene una asintota vertical en x = —1:
1
lim (f +In(z + 1)) No existe
rx——1— xr
1
lim (f + In(z + 1)> =[-1-00]=—-
rz——1t \T

No hay asintotas horizontales:

1
lim (— + In(z + 1)) no existe.
x

T——00
1
lim (7 +In(z + 1)) = 0.
T—+00 \ T
No hay asintotas oblicuas: (y = mx + n)
141 1 : S ERTI

m= tim L@ _ gy 2 ¥REED [S} UH o 227 g

r—o0 T T—>+00 x 00 Z— 400 1

, , 1
= Jin () —ma) = lim (G nte 1)) = o



b) f(z) = x2+m+1 2@+ D) =0= z= 5
L) 1-v5 1+5 1+5
T2 2 2 2 %
f'(x) + - +
flx) creciente decreciente \ creciente

14+5

5 oo) y decreciente en el

1—+5
La funcién es creciente en el intervalo [ —1, 2\[> U <

— \/570> U (0, 1 +2\/5

2

. 1
intervalo (
1-5
2

>. La funcién presenta un maximo relativo en el punto

1
;—2,5805 ) = (—0,6180; —2,5805) y un minimo relativo en ( +2\/5; 1,5805) =

(1,6180; 1, 5805)

x=-1

Min(1,6180;1,5805)

0(0,0)

Mix(-0,6180;-2,5805)

5y
\
| \
| \
¢) Como se ha visto en la representacion grafica la funcién no corta al eje de abscisas en el
intervalo [ . S6lo habré un recinto de integracién.

/f da:—/ <;+ln(x+1)> dx:ln|x\+/ln(x—|—1)dx:

dzx
+1

u=In(r+1) = du=
x

dv=dr—= v=u=x

ln|x|+xln\x+1|—/ a dx:ln|x\+xln|x—|—1|—/ <1—7> dx =
z+1 x
ln|x|+xln\x+1|—m+ln\x+1|+C’:(m+1)ln\x+1|+ln|x|—x+0

S = /f ydx = ()— F(1) =In54 — 2—(21n2—1):1n<%)—121,6027u2

=1

0(0,0)

Problema 8.1.6 (10 puntos) El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de cierto pueblo
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tiene forma de pardbola con ecuacién y = —z? + 12, donde z e y se miden en metros e y = 0 repre-
senta el suelo. Se desea poner una puerta rectangular de modo que las dos esquinas superiores estén
en la parabola y las inferiores en el suelo. El resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) (6 puntos) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor super-
ficie posible.

b) (4 puntos) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el drea de
la parte frontal de la puerta y el area de la parte frontal de la entrada

recubierta por piedra.
Solucién:

a) S(x) = 2z(—2% 4 12) = —22° + 24z tal que = € [-V/12,V12].
S'(x) =62 4+24=0=—= 2 =2
S"(x) =—-12r = S”(2) = —24 < 0 = x = 2 es un méximo.
La puerta tiene de ancho 2z =>4 m y de alto —z®> + 12 = 8 m

b) El rea de la puerta es S(2) = —16 + 48 = 32 m?

V12
El 4area encerrada por la pardbola es S, = 2/ (—2% + 12)dx =
0

2 (*E + 1233)} = 32/3 ~ 55, 42562584 m>
0
El drea empedrada serd: 32v/3 — 32 = 23, 42562584 m?

y
(x,—x% +12)
1
| 1
I —— 1
0(0,—V12) 0(0,0) 0(0,V12) X

Problema 8.1.7 (10 puntos) Tenemos dos monedas distintas M; y Ms. La probabilidad de ob-
tener cara al lanzar la moneda M; es x y la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M

es y.

a) (3 puntos) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no

obtener ninguna cara, de obtener solo una cara y de obtener dos caras.

b) (7 puntos) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en
las que no hemos obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya

sido obtener ninguna cara, obtener solo una cara y obtener dos caras.

Solucién:
Sean C' cara 'y X cruz.

a) P(Mi=XNM,=X)=PM =X)P(My =X)=(1-2)(1-y)

P(una sola cara) = P(M; =CNMy=X)+P(My=XNMy=C)=2(1—y)+ (1 —x)y

PMi=CnNM;=C)=uay

b) Tenemos:

I-x x C 1-y y
X X <
Ix X Iy X

P(ninguna cara) = (1 — 2)*(1 — y)?

P(una sola cara) = z(1 —9)? + z(1 — 2)(1 —y)> + y(1 — 2)® + y(1 — y)(1 — z)?

P(dos caras) = azy + zy(l —z) + zy(1 —y) + z(1 — 2)y(1l — y)
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Problema 8.1.8 (10 puntos) Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos.
De estos 161 vuelos, 95 proceden del territorio nacional, 50 proceden de la Unién Europea y 16
proceden de paises de fuera de la Unién Europea. Sabiendo que el 5% de los vuelos con procedencia
nacional, el 4% de los vuelos con procedencia de la Unién Europea y el 6,25 % del resto de vuelos
se retrasan:

a) (5 puntos) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase.

b) (5 puntos) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que
este vuelo proceda de la Unién Europea.

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Solucién:

Sean N vuelo nacional, U Unién Europea, F fuera de la Unién Europea, R se retrasan y R no se
retrasan.

R

a) P(R) = P(R|N)P(N)+ P(R|U)P(U)+ P(R|F)P(F) =

95 50 16
S 40,04 — 40,0625 - — = 0, 0481
0,05+ -0 40,04+ T2 +0,0625 - T = 0,048137

RIU)P(U) _ 0,04 5
P(R) "~ 0,048137

b) P(U|R) = il = 0,258065

8.2. Extraordinaria

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

2 a+1 1 T
Problema 8.2.1 (10 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales | 1 a 2 y | =
1 1 a+2 z
-1
1 |, donde a es un parametro real:
2

a) (6 puntos) Discutir el sistema en funcién del pardmetro real a.

b) (4 puntos) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

Solucién:
B 2 a+1 1 |-1
a) A= 1 a 2 1 |,|Al=a*+2a-3=0=a=1ya=-3.
1 1 a—+2 2

® Sia#10a# 3= |A| # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
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& Sig=-3:
2 =2 1] -1 I3
A= 1 =3 2| 1 |=|2KhL-F
1 1 -1 2 2, — Fy
2 =2 1] -1 F 2 -2 1|-1
0 —4 3| 3 F = 0 —4 3] 3 ==
0 4 -3| 5 s+ F, 0 0 0| 8
Sistema Incompatible
& Siag=1:
2 2 1]-1
A= 11 2| 1 |= 2F2—F1
1 1 3 2 2F; — I
2 2 1|-1 F 2 2 1]|-—
00 3] 3 |= j28 —( 0 0 3 3 —
0 0 5 5 3F3 — 5F, 0 0 O 0
Sistema compatible indeterminado
b) Sia=1
r=-1—2A
{2x+2y+zf—1 D V)R
z=1
z=1
0o -1 -2 1 0
Problema 8.2.2 (10 puntos) Dadas las matrices A = [ -1 0 -2 | el =1[0 1
1 1 3 0 0
obtener:
a) (6 puntos) La matriz M = (A — aI)?, donde « es un parametro real.
b) (4 puntos) El valor de «, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.
Solucién:
0 -1 -2 10 o0\ /-a -1 -2\
a) M = (A—-al) 1 0 —2)-afl0 1 0] =(-1 —a -2 | =
1 1 3 0 0 1 1 1 33—«
o> =1 2a—-2 4(a—1)
20 -2 a*—1  4(a-1)
2-2a 2-2a o®—6a+5
0 0 O
b) 2aa—-2=0=a=1= M=(0 0 O
0 0 O
Problema 8.2.3 (10 puntos) Dados los puntos A = (2,—1,0), B=(1,2,3) y C = (—1,0,0):

a) (3 puntos) Hallar la ecuacién impli

licita de la recta r que contiene a los puntos A y B.
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b) (4 puntos) Hallar la ecuacién del plano m que es perpendicular a la recta anterior r y que
contiene al punto C.

c¢) (3 puntos) Calcular la distancia del punto A al plano .

Solucién:

_ B r=1—-X\ _1 _9 _
a)r:{u’“_ﬁ_(_l’?”:&) = r:<¢ y=2+3A — L _Y =z 3=>
P, = B(1,2,3) 313 -, 3 3
T.{3x+y—5:0
"l3z+2-6=0

b) wr =ur = (—1,3,3) = m: 2 +3y+32+A=0"F1+04+0+A=0= A= 1=

m:—x+3y+3z2—1=0

|—2-34+0-1] 6
.DA7 = =
¢) D(A,m) VIF9+9 V19

Problema 8.2.4 (10 puntos) Dada la recta r : (z,y,2) = (1,1,0) + A(—=1,—-1,2) y el plano 7 :
Sr+my+z=2:

u

a) (6 puntos) Obtener la posicién relativa de r y m en funcién de m.

b) (4 puntos) Para m = 1, calcular el plano 7’ que contiene a 7 y es perpendicular a .

Solucidn:
W= (-1,-1,2) M
a) r: P.(1,1,0) = r:{ y=1—2X
e z =2\
Sustituimos en 7 = 5(1 —A) +m(l - A) +2X =2 = (1 - AN)(m+3) = 0 = Si
m=-3= rCwysimz# —3=> rywse cortan en un punto.
upy = (5,1,1) r—1 y—1 2
b) o' :{ w=(-1,-1,2) = 7':| 5 1 1|=3z—-1ly—42+8=0
P.(1,1,0) -1 -1 2
—22? 1
Problema 8.2.5 (10 puntos) Consideramos la funcién f(z) = %
1
a) (2 puntos) Comprobar que x = —7 esuna discontinuidad evitable.

b) (4 puntos) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) (4 puntos) Obtener / f(z)dx.

Solucion:
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—222 +z+1

lm ———
2) es—1/2 222+ 5 +2

9} L lim 7_433 +1 § = 1. Luego:
0] = ool 4w g5 3 o NeE”

—212 +oz+1 , —212 +z+1
e s S T e
es(—1/2)- 222+ 5 +2  ao(-1/2)+ 222+ 5 +2

. . . . 1 . .
La funcién es discontinua evitable en x = —g habria un agujero. Para que la funcién fuese

1
continua hay que imponer f (—5) =1.

-2 1
Otra forma de resolver el limite serfa: 1im w {9} = Iim
z——1/2 222 + bz + 2 0 o—-1/2 2 (x

1-z  3/2

lim = ——
s—s-1/22+2 3/2

-3
b) f(x) = CEDE # 0 = f no tiene extremos relativos. Ademds f'(z) < 0 = f es
x
1 1
decreciente en todo el dominio de la funcién: (—oco, —2) U (—2, —§> U (—5, oo)

_22 1 1—
¢) /&dx:/ xdg;:/( 1+i> dr =—x+3Injz+ 2|+ C.

222 + 5x + 2 x+2 +2
3
(—z+1):(z4+2)= -1+ —
T+ 2 T +2
3

Problema 8.2.6 (10 puntos) Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y
como se indica en la siguiente figura.

Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20 metros calcular:

a) (3 puntos) El drea de la ventana en funcién de su anchura z.

b) (5 puntos) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima
entrada de luz.

¢) (2 puntos) El valor de dicha drea méxima.

Solucion:
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2 g 40 — 2
a) Ple,y) =o+2y+ 2 =20 — y = 0 ﬁ+ e
77(3)2 40 — (m 4 2)x 71'(&)2 —
S($7y)=xy+722 — S(z) == 0 22 — x/ZI
802 — (7 + 4)22 v
8
X
+4)x 40 20
o) = 10— T _ - 2 ~5601 LNy
b) S'(x) =10 44 Ojgx 7T_'_445,60 m=y p—— ,8005 m
S//(x)Z—F_F :>S"( ):—W_F <0= z= es un maximo.
T+ 4 4 T+ 4
200

c¢) El drea maxima serd: S(z) = i 28,005 m?
71'

Problema 8.2.7 (10 puntos) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas.
Todas de igual tamano.

a) (5 puntos) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite
de nuevo, una vez més, esta operacion. ;Cudl es la probabilidad de que los colores de las dos
bolas extraidas sean el mismo? ;Y la probabilidad de que sean distintos?

b) (5 puntos) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ;Cudl es la probabilidad de que las tres
sean de distinto color?

Los resultados han de expresarse en forma de fraccién o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Solucién:

Sean V bola verde, R bola roja y A bola amarilla.

3 3 4 4 5 5 25

— =+ = —+ — = — ~0,3472
12 12+12 12+12 12 72 0,347

4
P(distinto color) = 1 — P(mismo color) = 1 — 7—2 = 7—; =~ 0, 6528

a) P(mismo color) = P(VV) + P(RR) + P(AA) =

3 4.5, 4 3 5 3 5 4 3 5
12 31141()5 12311 10 12
22 2 =2 ~,272

12 11 10 11 0,2727

11 10 12

(
i_’_ 5 4 3 5 3 4
1 10 12 11 10 12 11 10

Problema 8.2.8 (10 puntos) Una empresa tiene dos plantas de produccién de teléfonos méviles.
La primera planta produce moviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con
probabilidad 0,06. Al comprar un mdévil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera
planta es de 0,7. Compramos un moévil. Se pide determinar:

a) (4 puntos) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccién y sea defec-
tuoso.

b) (6 puntos) Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya
fabricado la primera planta de produccion.
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Los resultados han de expresarse en forma de fraccién o en forma decimal con cuatro decimales de

aproximacion.
Solucion: B
Sean P primera planta, S segunda planta, D defectuoso y D no defectuoso.
0,02 D
a) P(SND)=P(D|S)P(S)=0,06-0,3=0,018 P .
0,7 0,98 D
b) P(D)= P(D|P)P(P)+ P(D|S)P(S) =
0,02-0,740,06-0,3 = 0,032 D
P(D|P)P(P) 0,02-0,7 0.3
P(P|D) = =2 ’ = 0.4375 , 0,06
(PID) P(D) 0,032 ’ g <
0,94 b

95



96



Capitulo 9

Extremadura

9.1. Ordinaria

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 pre-
guntas, cuyo valor es de 2 puntos. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningin caso debera
responder a un ntimero mayor del indicado porque en la correcciéon del examen solo se tendran en
cuenta las cinco primeras cuestiones/preguntas respondidas. Si se desea que alguna de ellas no sea
tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En ese caso, ademaés
de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregiria la que ocupe el sexto lugar. Se deben
justificar todas las respuestas y soluciones.

Problema 9.1.1 (2 puntos) Encontrar la matriz X que verifica (A — 31)X = 2I , donde

3 0 1
A=10 0 O
1 0 3
e I es la matriz identidad de orden 3.
Solucion:
3 0 1 3 0 0 0 0 1
A-3I=10 0 0)]—-[0 3 0)=(0 =3 O
1 0 3 0 0 3 1 0 0
0 0 1
|A-3I=3= 3(A-3)"'=(0 -1/3 0
1 0 0
0 0 2
(A-3NX =2 = X =(A-3)""2I =2(A-3)"*=(0 -2/3 0
2 0 0

Problema 9.1.2 (2 puntos) Determinar todos los nimeros « € R para los que el determinante
1 0 —1
0 =z 3
4 1 —x
es mayor o igual que cero.

Solucion:
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1 0 -1
0 =z 3 :—x2+4$—320.Tenemos—x2+4x—3:0:>x:1yx:3
4 1 —=x
(—00,1) | (1,3) | (3,00)
— _|_ —
Luego z € [1, 3]

Problema 9.1.3 (2 puntos) Estudiar la posicién relativa de los siguientes planos en funcién del
parametro b
r+2y—z=2
x4+ (1+b)y—bz=2b
x4+by+(1+b)z=1
Solucién:
2 -1 |2
A= 1 1+4b b |20 | = |A|=2*-2b=0=0b=1yb=0
1 b 14561
@& SibecR-{0,1} = |A] # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) =ntmero de incégnitas=>
sistema compatible determinado, los tres planos se cortan en un punto.

& Sib=0:
- 1 2 —-11]2 Fi 1 2 —=-1| 2 Fi
A= 11 o0lo)l=|mR-BA|l=(0 -1 1|2 |=|8 -
10 1|1 Fy— Fy 0 —2 2 |-1 Fy— 2F,

0 -1 1 |-2 = Sistema incompatible.

0 0 0] 3
1 21,2 1 1 . .
Los planos se cortan dos a dos 1 #* 171 #* oY1 =+ 0 en forma de prisma triangular.
& Sib=
B 1 2 —-1]2 F
A= 1 2 —-11]2 = | Fy =F) | = Sistema compatible indeterminado. Dos pla-
11 21 Fy

nos coinciden y el tercero les corta 1 #* 1

Problema 9.1.4 (2 puntos) Hallar un vector de médulo 5 que sea ortogonal a los vectores U =
(1,2,0) y ¥ = (—1,0,1)
Solucién:

e
i j k
T1IU 0= t=uxv=|1 2 0|=2-1,2= |T|=vi+1it4=3
-1 0 1
_>
o5t 5 10 5 10
W = 272—12:(——7—>
K4 3(’ ) 3733

También lo cumpliria el opuesto T

Problema 9.1.5 (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Comprobar que hay alguna solucién positiva y alguna negativa de la ecuacién

reos2x =22 —1
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b)

(0,5 puntos) Aproximar la solucién positiva encontrada con un error menor que una décima.

Solucion:

a)

Sea f(x) = x? — 2 cos 2z — 1, funcién continua como composicién de funciones continuas.

Tenemos f(0) = -1 <0y f(2) =3 —2cos4 ~ 1,0049 > 0 Lolzano, 3. ¢ (0,2) tal que

f(c) = 0 = existe una solucién positiva.

Bolzano

Y tenemos f(0) = -1 <0y f(—2) =3+ 2cos4d ~ 4,995 > 0 =—— Fc¢ € (—2,0) tal que
f(c) = 0 = existe una solucién negativa.

Bolzano,

—1<0y f(1) =0,4161 =—= 3Jc € (0;1) tal que f(c) = 0 con un error

Tenemos f(0)
e=1-0=1

Tenemos f(0,5) = —1,0201 < 0y £(0,9) = 0,0145 222% J¢ € (0,5;0,9) tal que f(c) =0
con un error ¢ =0,9—-0,5=0,4

Tenemos f(0,8) = —0,3366 < 0y £(0,9) = 0,0145 222"% J¢ € (0,8;0,9) tal que f(c) =0
con un error € =0,9—-0,8=0,1

Tenemos £(0,89) = —0,0231 < 0y £(0,9) = 0,0145 2222%% J¢ € (0,89;0,9) tal que
f(¢) =0 con un error e =0,9—10,89 = 0,01 = ¢=0,895

Problema 9.1.6 (2 puntos) Calcular a, b y ¢ para que la funcién

2 .

_fz"4ax+b si 0<2x<1 b .
f(z) = { or s 1<z<4 cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo
[0, 4].

Solucién:
@ f continua en [0,4]. La ramas son continuas, hay que estudiar la continuidad en z = 1:
lim f(x) = lim(z* +ax+b) =a+b+1
z—1- z—1
lim f(z)=limecx=c = a+b+l=c=a+b—c=-1.
r—1+ r—1
f)=c
@ f derivable en (0,4). La ramas son derivables, hay que estudiar la derivabilidad en x = 1:
oy [ 2x4a si O<a<l1 {f’(l_):2+a B o
f(z)f{ . G lez<d P = ¢ = 24+a=c=a—c=—2.
& f(0)=f4) = b=4c= b—4c=0
27
a+b—c=-1 4
- a—c=—2 — b=1
b—4c=0 1
‘71
. 17—z
Problema 9.1.7 (2 puntos) Calcula la integral [ —————dx
¢+ —6
Solucién:
i 2 +1—-6=(z+3)(z—2)
17—z A B A(x—2)+ B(xz +3)
17— 2 2+r—-6 x+3 -2  (z+3)(x—2)
/x2+x—6dx_ r=2= 15=5B= B=3
r=-3=20=-5A= A=-4
17—z -4 n 3
L 2+r—6 x+3 -2
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—4 3
/( + )da::—4ln|x+3|+3ln\x—2|+0
z+3 x-—2

Problema 9.1.8 (2 puntos) Hallar el 4rea encerrada por la gréfica de la funcién f(z) = 2 — 4x
v el eje de abscisas.

Solucion:

fx)=2® -4 =0= 2 =0y z = +2. Hay dos areas: S; : [-2,0] y So : [0, 2]
4
F(x):/(x3f4m)dx:%72x2+6'

0

slz/ (2% —4x)de = F(0) — F(-2)=0+4=4
_22

SQ:/ (23 —4z)dx = F(2) — F(0) = —4

S = |Sl|+|52| :4+4:8U2
S es negativa por estar la funcién por debajo del eje de abscisas en el intervalo [0, 2]

Problema 9.1.9 (2 puntos) Al 80% de los alumnos de una clase les gusta el futbol; al 40 % les
gusta el balonmano y al 30 % les gustan ambos deportes. Si se elige un alumno al azar,

a) (0,5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que le guste alguno de los dos deportes (uno o los
dos)?

b) (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que le guste solo el fiitbol?

¢) (0,75 puntos) Si sabemos que no le gusta el fitbol, jcudl es la probabilidad de que le guste
el balonmano?

Solucién:
Sean F' le gusta el futbol y B le gusta balonmano.
P(F)=0,8, P(B)=0,4y P(FNB)=0,3

a) P(FUB) = P(F)+ P(B)— P(FNB)=0,8+0,4—0,3=0,9
b) P(FNB)=P(F)—P(FNB)=0,8—0,3=0,5

—. P(BNF) P[B)-PFNB) 04-03
¢) P(BIF) = P(F) 1 — P(F) ~1-0,8 =03

Problema 9.1.10 (2 puntos) Durante el dia de hoy una persona va a escribir 15 mensajes en Fa-
cebook. Cada mensaje que escribe tiene errores ortogréaficos con una probabilidad de 0,3. Calcular:

a) (0,75 puntos) La probabilidad de que escriba exactamente 5 mensajes con errores ortograficos.

100



b) (0,75 puntos) La probabilidad de que escriba 4 6 méds mensajes con errores.
¢) (0,5 puntos) La media y la desviacién tipica de la distribucién.
Solucién:

B(15;0,3)

15
a) P(X =5) = ( . )0,35 0,719 = 0,206131

b) P(X >4)=1-P(X <4 =1-[PX=0+P(X=1)4+P(X=2)+P(X=3)]=1-
1 1 1 1
(05)0,30 0,78 4+ (15>0,31 0,74+ (;’) 0,3%2.0,7"% + (35>0,33-0,712} =0,703132

¢) u=np=15-0,3=4,5y 0= /npg=+/15-0,3-0,7=1,774824

9.2. Extraordinaria

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 pre-
guntas, cuyo valor es de 2 puntos. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningin caso debera
responder a un nimero mayor del indicado porque en la correcciéon del examen solo se tendran en
cuenta las cinco primeras cuestiones/preguntas respondidas. Si se desea que alguna de ellas no sea
tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En ese caso, ademés
de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregiria la que ocupe el sexto lugar. Se deben
justificar todas las respuestas y soluciones.

Problema 9.2.1 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz A — AI seguin los valores de A € R,

0 0 2
donde A = 1 0 1] el eslamatriz identidad de orden 3.
-1 0 3
Solucion:
0 0 2 1 0 0 A 0 2
B=A-\= 1 0 1]-X[(0 1 0]= 1 =X 1
-1 0 3 0 0 1 -1 0 3-—-X
Bl = - MM\ =30 +2)=0= A=0,A=1y\=2
e SiAeR—-{0,1,2} = |B| # 0 = Rango(4 — \I) = 3.
0 0 2 0 2
& Si\=0— B= 1 0 1 :>|B|Oy‘1 1‘27&0:>Rango(A0~I)2.
-1 0 3
-1 0 2 1o
® Six=1=—=B=(1 -1 1 :>|B|—0y|1 l‘zl#OzRango(A—I):2.
-1 0 2
-2 0 9 0
& Si\=2— B= 1 -2 1 :>|B|:Oy‘1 _2’:47&O:>Rango(A—21):2.
-1 0 1



Problema 9.2.2 (2 puntos) Discutir el sistema para los distintos valores del pardmetro a € R
(1,5 puntos)
r+y+z=2a—-1
20 +y+az=a

r+ay+z=1
(0,5 puntos) Resolver el sistema en el caso a = 1.
Solucidn:
o 1 1 1|2a—-1
A= 2 1 a a A =—a*+3a-2=0= a=1ya=2.
1 a 1 1

& Sia#1ya#2= |A|#0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sig=1:

- 1 1 1|1 Fy
A= 2 1 111 = F — Sistema compatible indeterminado.
11 1)1 F3=F
& Sig=2:
11 113 I3 1 11 3 I3
A= 21 2|2 |=|FK—-2F |=( 0 -1 0|—-4 |= J28 =
1 1)1 F— I 0 1 0]-2 Fs+ Iy
1 11 3
0 -1 0|—4 — Sistema incompatible.
0 0 0|-6
Sia=1:
r+y+z=1 z=0
{ 2tytz=1 Y20 beR

Problema 9.2.3 (2 puntos) Sean los vectores U= (0,0,2), v = (1,1,0), W= (2,-1,1)
a) (0,5 puntos) ;Son, W, U y W linealmente independientes?
b) (0,75 puntos) Calcular el area del tridngulo formado por los vectores Ay .

¢) (0,75 puntos) Calcular un vector de médulo uno perpendicular a los vectores K4 y .

Solucién:
0O 0 2
a) [7, v, ﬁ] =1 1 0/=-6#0= W,V y & son linealmente independientes.
2 -1 1
- = =
1 I A B | )
b) Si=s[Tx V=50 0 2|l=5/(-220=v2u
2 2 1 10 2
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7%
c)Sea?L?yﬁﬁ?zﬁxﬁ: 1 1 0 :(17*1,*3):>|?|:V11
2 -1 1
_>
1.7 (1,-1,-3) <1 1 3)
El vector buscado es § = =21 = , — y —
7| Vi1 VI ViIT vl
1 1 3
También valdria su opuesto — 8 = (——, —_, 7)
P Vi1 VIL Vi1
Problema 9.2.4 (2 puntos) Dados los puntos A = (0,0,2) y B = (1,1,0) y la recta r : { ; i i

a) (1,25 puntos) Hallar el plano que contiene a 7 y es paralelo al vector zﬁ

b) (0,75 puntos) Hallar la distancia del punto A a la recta r.

Solucién:
~{x:1 = 7r: xi}\ :>’I”.{'ZTT>:(07131)
Ty =2 IR I “1 P.(1,0,0)
ﬁ:(l,l,fQ) z—1 y =z
a) T = (0,1,1) —7r:| 1 1 —2/=3r—-y+2-3=0
P,(1,0,0) 0 1 1
77w
— —
b) BA=(-1,02)y [PAx@|=|]-1 0 2|I=[(-21-1)=V6
0 1 1

d(Ar)*'mszH*@*\/gu
=R

Problema 9.2.5 (2 puntos) Calcular los coeficientes a, b, ¢ y d del polinomio p(z) = a + bx +
cx? 4+ da3, sabiendo que cumple todas las condiciones siguientes:
@ p(zx) tiene un maximo relativo en z = —1, y

@ la gréifica de p(z) tiene un punto de inflexién en (0,0), y

@ la recta tangente a la gréfica de p(z) en & = 2 tiene pendiente 3.

Solucién:

p() = a+bx + cx? + dz® = p/(z) = b+ 2cx + 3dx® = p'(z) = 2¢ + 6dx
P (1) =0= b—2c+3d=0 Zfol

p(0)=0= a=0 a0 R
p'(0) =0= 2c=0 — 0_01 — plo) = —wd g
p(2)=3= b+4c+12d=3 d:§

Pla)=-1+2>=0= z==+1
p’(z) =2z = p"’"(-1) = -2 < 0= 2 = —1 es un méximo.
p"(r) =2 = p""(0) =2# 0= 2 =0 es un punto de inflexién.

Problema 9.2.6 (2 puntos) Encontrar los valores de a y b para que la funcién
20 +ax+b si <1
flx) =

oz s z>1 Sea continua en x = 1 y su gréfica pase por el punto (—1,5)
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Solucion:

@ Tenemos f(—-1)=b=2—-a+b=5= a—-b=-3
lim f(z) =1lim (22> +ax +b)=2+a+b
r—1— z—1
@ f continua en z = 1: lim f(z)=limlnz=0 = 24+a+b=0=
r—1+ rx—1
f)=2+a+b

a+b=-2
. 5
a—b=-3 T2
2

Problema 9.2.7 (2 puntos) Determinar la primitiva F(z) de la funcién f(z) = (z + 1)e* que
cumple F'(0) = —1.

Solucion:

. u=z+1=— du=dzx - -
Fa)= [ et TIE T TE | = et - [ etian =

(x+1)e — e 4 C =2 + O
F(0)=0+C=-1= C=-1= F(z)=ze"" —1

Problema 9.2.8 (2 puntos) Calcular el drea de la regién encerrada por las gréficas de las funciones
flx) =2 -32> + 3z y g(x) = .

Solucién:

fx)=g(x) = 2> -3 43z =2 = 2% -322 422 =0=—= 2 =0, 2 = 1 y = = 2 luego tenemos
dos recintos: S7 : [0,1] y Sz : [1,2]

1 4
1 1
51:/ (x3—3502+2x)dx:x——x3+z2} =-—0=-
A 1 .4

2 4
1 1
522/ (z° — 32% + 2z) dr = x——x?’—kxﬂ =0—-=—-
1 1

4 4 4
1 1 1
S =S|+ [S==+-===0,5u
[Sil+ 182l =7+ 7 =5=05u
La superficie Sy es negativa por estar f por debajo de g en ese intervalo.

i

Problema 9.2.9 (2 puntos) Un club de montana organiza dos tipos de actividades para sus afi-
liados. E1 70 % de ellos se apuntan a escalada, el 60 % a barranquismo y el 45% de ellos practica
las dos. Si se elige al azar un afiliado,
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a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que practique sélo una de las dos actividades.
b) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que no practique ninguna.

c¢) (0,75 puntos) Sabiendo que hace barranquismo, calcular la probabilidad de que no haga
escalada.
Solucién:
Sean E escalada y B barranquismo.
P(E)=0,7, P(B)=0,6 y P(ENB) =0,45
a) P(ENB)+P(ENB)=P(E)-P
=1

(ENB)+P(B)—P(ENB) =0,7—0,45+0,6—0,45 = 0,4
~P(EUB)=1-(P(E)+P(B)—P(ENB))=1—(0,7+0,6—

. P(ENB) _PB)-P(ENB) _0,6-0,45
O PEB="pm = pB)

=0,25
0,6

marca:

Problema 9.2.10 (2 puntos) Los relojes de cierta marca tienen una vida 1til que se ajusta a una
distribucién normal de media 10 anos y desviacién tipica de 2 anos. Si compramos un reloj de esta

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que dure entre 9 y 12 afos.

b) (1 punto) ;Cudnto tiempo tendrd que durar el reloj si queremos que el 90 % de los relojes de
esa marca duren menos que el nuestro?

Solucion:

= 1,28 = a = 12,56 anos.
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Capitulo 10
Galicia

10.1. Ordinaria

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo serdn corregidas las 5
primeras respondidas.

Nuameros y Algebra:
Problema 10.1.1 (2 puntos) Despeje la matriz X de la ecuacion XA = A+ XB,si Ay B

son matrices cuadradas tales que A — B es invertible. Luego, calcule X si A = ((1) ?)) y B =

(A2 — A—1)7!, donde I es la matriz identidad de orden 2.

Solucién:
XA=A+XB= XA-XB=A=— X(A-B)=A= X=AA-B)!

-1 _
=G D -GD-C O -[6D-6G -G -
“{\0 0 0 0 0 1 N0 0 0 0 0 1 o
(71 0)‘1_<1 0)
0 -1 SN0 -1
-1 -1
-1 (1 2)_(—1 0)} _<2 2) _(1/2 —1)
(AB)_KOO 0 -1 0 1) “\o 1
_ -1 (1 2) (1/2 71)_(1/2 1)
X=44-5) _<0 oJ\o 1) \0 0
Problema 10.1.2 (2 puntos) Discuta, segin los valores del pardmetro m, el sistema:

mz+2+my=1+m
my—z=1
mx+2y+ (2m—4)z=5

Solucion:
- m 2+ m? 0 1+m
A= 0 m ~1 1 A =mP(m—4)=0= m=0ym=4.

m 2 2m — 4 5
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@& Sim e R—{0,4} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sim=4:

4 18 015 Py 4 18 0|5
A= 0 4 —-1]1 = Iy = 0 4 —-111 =
4 2 415 F;—Fy 0 -16 410
Fy 4 18 0|5
Fy = 0 4 —-1]1 — Sistema Incompatible
F3 4 4Fy 0 0 0|4
@ Sim=0:
B 02 011 I 0 2 01
A= 00 —-1]1 = Fy = 0 0 —-1|1 =
0 2 —415 F3;— Fy 0 0 —4|4
P 02 0|1
F = 00 —-111 — Sistema compatible indeterminado
3 —4F, 00 O0f}o0
r=A
2y =1 _1
{ o = y=73 AeR
z=-1

Analisis
Problema 10.1.3 (2 puntos)

a) Si f(z) = ae® + b, diga qué valores deben tener a y b para que se cumplan f(0) = 0,
x
lim —f( ) =3.
r—0 I
b) Estudie si la funcién f(z) = = + sinx tiene extremos o puntos de inflexién en el intervalo

(0,27), diga dénde estdn en caso de que existan y esboce la grifica de f en ese intervalo.
Solucién:

a) @® f(0)=a+b=0
f(x)

@ Jim —~ = lim

x ba:— , T
u :b|:9:|L:H ae :a:3:>b:_3

=0 I x—0 x 0 3}1—>0T
& Secumplea+b=3-3=0=— a=3yb=-3.

b) f(x)=1+cosz=0= cosz=—-1= z=n
f'(x) = —sine = f”(r) = —sinm =0 = x = 7 no es un extremo relativo, es un posible
punto de inflexién.
/" (x) = —cosz = f"(n)=1%# 0= x =7 es un punto de inflexién.
(0, ) (m, 2)
f'(=) - +
f(x) | convexa —~ | céncava —
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Tenemos los puntos O(0,0), (27, 27) y el punto de inflexién (7, 7)

Gréfica:

(2n,2m)

Pl(n,m)

10(0,0)

Problema 10.1.4 (2 puntos) Calcule el drea de la regién determinada por las desigualdades z > 1,
y<zey> f(x),con f(z) = zlnz. Haga un esbozo grifico de la regién. Nota: In z es el logaritmo
neperiano de x.

Solucién:
Calculamos los puntos de corte de f(z) cony =2 = zlnz =2 = 2(1-Inz)=0= =0y
z =e. Como x > 1 => el recinto de integracién es S : [1, ¢]

l-Inzx = d 1d 2
u=1—mx U = ——axr 1-—1 1
F(x):/x(l—lnx)dx: o :w—i—f/xdx:
_ Az 2 2
dv = zdr = V=

=1

QML///

Geometria:

Problema 10.1.5 (2 puntos)

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,—1,0) y
Q(3,0,0) y la ecuacién implicita o general del plano m que pasa por el punto R(0,4,—2) y es
paralelo a los vectores @ = (1,0,—1) y ¥ = (2,1,—2)

z—2 y+1

b) Calcule el dngulo agudo que forma la recta r : — =71 = % con el plano 7 : z+2+42 = 0.
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Solucion:

r=3+A
PO = (1,1,0)
a) r: = y=A AeR
) {PT_Q(?,,O,O) T_0
- = 2
— ! J k Rem
Up=UxT=1 0 -1=0,01)= 71:2424+A=0=3040-2+1=0—
2 1 =2

A=2=m:x+2+2=0

%
. UT:(17150> — _
b)r'{Pr(Z—l,O) y ur = (1,0,1)
Ywl L4040 1 /
cos(90°—a)—sma—|i| ] _ 140+ |—f:>a:30

uxl — V2-v2 2

Problema 10.1.6 (2 puntos)
a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al plano 7 : = + 2z + 2 = 0.
r—2 y+1 =z r—2 y+2 z+1

b) Estudie la posicién relativa de las rectas r : =1 —o¥S' 9 =1 =
Si se cortan, calcule el punto de corte.
Solucién:
a) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos la recta t 1 7 tal que P € ¢

=2+ A
= y=-—1 AeR
z2=A

@ Calculamos el punto P’ de corte de t con 7
24N +0+A+2=0= A=-2= P'(0,-1,-2)

@ El punto P’ calculado es el punto medio entre P y el punto simétrico buscado P”

P Pl/
*‘2 — P — P =2P — P =(0,-2,—4) — (2,-1,0) = (~2, -1, —4)
— r=2+A
b)r;{%(—(_l’llb()n y=-1+) AcR
r b ) Z:O
fal=(2,1,-1) -
S'{PS(,—Q,—l) y=-2+p peR
z=—-1—p
PP, =(2,-2,—1)—(2,—-1,0) = (0,1, —1)
0 -1 -1 o
(PPl =1 1 0 :OyRang0<lL§) :Rango(l ! 0):2:>
5 1 1 u 2 1 -1

r'y s se cortan.
r=24+A=2+42u

y=—-14+A=-2+4+py = { Ai:i = P(0,-3,0)
z2=0=-1—p w=
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Probabilidad y estadistica
Problema 10.1.7 (2 puntos)

a) Calcule las cuatro probabilidades P(A), P(ANB), P(A|B) y P(B|A) sabiendo que P(AUB) =
0,8, P(ANB) =0,2y P(A) =2P(B). Nota: B es el suceso contrario o complementario de

B.

b) En un conocido congreso, el 60 % de los cientificos inscritos participan online y el resto asisten
en persona. Ademas, el 65% de los inscritos son europeos y el 80 % de los que asisten en
persona también lo son. Si se elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de
que sea europeo y, a la vez, participe online; luego, la de que participe online si se sabe que

€S europeo.

Solucion:

a) @ P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)
3P(B)=P(AUB)+P(ANB)=0,8+0,2=1= P(B):%

& P(ANB)=P(A) - P(ANB)

- _ P(AnB) 0,2

P(A|B) = P(B)  1/3
- _P(AnB) 0,2
< PBIA) = =5 T3~

b) Sean O on line, P presencial, E europeo y E no europeo.

Tenemos P(O) = 0,6, P(P) = 0,4, P(F) =0,65y P(E|P) =0,8 = 0,8 =

=Z-02=—

3_
- =

3
10

0,6

=0,3

P(A)=2P(B)

3P(B) — P(AN B) =

= P(A)

PEOP) . ppnp) =032
0,4
E | E | total E E | total
O 0,6 |—|0|0,33|0,27| 0,6
P 0,32 0,4 P10,32]0,08] 0,4
0,65 1 0,6510,35| 1
& P(ENO)=0,33
P E
* PO|E) = OnE) _ 0,33 =0,5077

P(E) 0,65
Problema 10.1.8 (2 puntos)

2
3

P(ENP)

P(P)

a) En un cierto humedal, la probabilidad de que un renacuajo llegue a rana adulta es del 2 %.
Si se escogen al azar 2500 de esos renacuajos, jcudl es la probabilidad de que al menos 55 de

ellos lleguen a ranas adultas?

b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora los méritos presentados y asigna a cada
candidato una puntuacién que indica mas méritos cuanto mayor es su valor. Este ano, la
puntuacién sigue una distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 20, y se toma la

decisién de conceder la beca al 5% mejor del conjunto de solicitantes. jQué puntuacién es
preciso alcanzar para obtener la beca?
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Solucion:

a) B(2500;0,02), como n > 10, np =50 > 5y ng = 2450 > 5 —

N(np,/npq
B(2500;0,02) (e )N(50;7)

4 _
P(X >55)=P <Z > Lﬂ)) =P(Z>0,64) =1—P(Z <0,64) = 10,7389 = 0, 2611

—1 —1
b) N(100;20), P(X > a) = 0,05 = P(Zz ¢ 2000) - uP(Zg 2000> = 0,05 =

a — 100 a — 100
P<Z< ):, = 1,64 = 132,9.
%0 0,95 = — 645 = a = 132,9

El candidato tiene que superar los 132,9 puntos.

10.2. Extraordinaria

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo serdn corregidas las 5

primeras respondidas.

Nimeros y Algebra:

Problema 10.2.1 (2 puntos)
1 0 1 1
a) Calcule A si (AB)T <2 1) y B= <71 1).
b) Si A= (3 ﬁ) es invertible, obtenga los valores de z, y y z sabiendo que det(A —3I) =0

quey #0y que (32)A~ +1 = (_21 2) Entiéndase que I es la matriz identidad.

G 3)
)= (2 12)

1/2 1/2

Solucion:

a) (AB)T)T = AB — ((1) f) como |B| = 2 — 3B %
-1

() )= a( Y200

b) TenemosA—BI:(S Zm3>:>|A M| = —zy = 0 =0

1 2 0 _ 10 1 0
Tenemos (3z)A +[_(—1 4) (32)A™1 < > <0 1)—(71 3)
Multiplicando por A:
32[2(1 O>(3 0):>(32 O):( 3 0):>{3z:3:>z:1
-1 3/ \y =z 0 3z 3y—3 3z Jy—3=0— y=
En conclusibn =0, y=1y z = 1.

Problema 10.2.2 Discuta, segin los valores del parametro m, el sistema:

(m+Dz+2z=1
m+Dz+y+z=m+1
(m+1x+my+(m—1z=m
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Solucion:

B m+1 0 1 1
A= m+1 1 I |m+1 |,|[Al=m*-m—-2=0= m=—-1ym=2.
m+1 m m-—1 m

@ SimeR—{-1,2} = |A] # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

&® Sim=-1
0 0 1 1 P 0 0 1 1 P
0 1 1 0 = Fy = 0 1 1 0 = Fy =
0 -1 —-2|-1 F3+ Fy 0 0 —-1]-1 Fs+ Fy
0 0 1|1
01 10 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0|0
r=A
y=-1 VIeR
z=1
& Sim=2:
3 0 1|1 P 30 1|1
A= 31 1|3 =| Fb—F | = 01 0|2 =
3 2 1|2 F5— Fy 0 2 0|1
) 30 1] 1
Fy = 01 0 2 — Sistema incompatible
F3 —2F, 0 0 0|—

Analisis
Problema 10.2.3 (2 puntos)

a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del célculo diferencial.

b) Explique si f:[0,1] = R, f(z) = v/1 — 22, estd o no en las hipétesis del teorema del valor
medio del célculo diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla
la tesis de ese teorema.

Solucién:
a) @ Teorema de Rolle: Sea f : [a,b] — R una funcién continua en el intervalo [a,b] y
derivable en el (a,b) cumpliendo f(a) = f(b). Entonces 3¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.
@ Teorema del Valor Medio: Sea f : [a,b] — R una funcién continua en el intervalo
f(b) = f(a)
b—a
b) f es continua en el intervalo [0, 1] y derivable en el (0, 1), luego cumple las condiciones del
F)-fO) -1
1-0 1-0
= f’(c):i_c =-1l=c=V1-c2=

V1—c?

[a,b] y derivable en el (a,b). Entonces 3¢ € (a,b) tal que f'(c) =

teorema de valor medio. Por tanto, 3¢ € (0,1) tal que f'(c) =

f'(z)

—x
V122
P=1-F= c=+—

V2

La solucién negativa no es vdlida (no pertenece al intervalo) ¢ =

|
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Problema 10.2.4 (2 puntos)

1
a) Calcule mediante cambio de variable las integrales / (sinz)®cosxzdr y / % dx.

1
b) Calcule / i dx empleando el método de integraciéon por partes. Luego, obtenga algin
x

B
1
valor de B tal que/ Ed;lc=§
e T 2
Solucioén:
t =sinx
_ dt
a) @ /(sinx)5cosmdx: dt = cos zdx Z/t5cosx—:/t5dt:
dt cosx
de = ——
6 s cos T
t sin- x
C= C
6+ 6 +
t=Inx , ,
1 t t 1
‘/Edw: dt:d—x Z/f-xdt:/tdt:——kC:(nx) +C
T T T 2 2
dr = xdt

1
1 u=Inr = du=—dx 1
b) I(x):/dez | z :(m«)?-/ B2 gy = ()’ ~ I(x) =

z dv=—dr = v=1Inz
x
1 In z)?
2[(x):(1nx)2:>I(x):/%dxz(n;) +C
B 2
1 In B 1 3
/ %dsz(B)—I(e): (DZ) —5=5= WB’-1=3— B’ =4—

InB=42= B=¢
Como B > e la solucién B = e~ 2 no es valida.

Geometria:

Problema 10.2.5 (2 puntos)

4. , z—1
a) Considérense el plano 7 : az+y+ 2z = 1, donde a es un pardmetro real, y la recta r : —— =

z+1
g = —; Estudie la posicién relativa de w y r en funcién de a y obtenga el valor de a que

hace que 7w y r sean perpendiculares. Por tltimo, razone si r puede estar contenida en 7 o
no.

-1 —b 1
b) Sim:—3xz+y+ 2z =1, diga qué valor tiene que tomar b para que r : x _Y =z +

. 2 3 3
esté contenida en .
Solucion:
a)r:{g’&g’f’li’) = r:< y=3X AeR
T z=—14+3)\

9 _

Sustituyendo r en m = a(1+2\) +3A\+(—14+4+3\) =1= A = 2(74_@3)
a
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Sia=-3= r| msia# —3= ry 7 son secantes. La recta r no puede estar contenida

en m
p— 2
rLﬂzéﬂzkﬂzé(Z&@szLUzﬁ{g_?l:ﬁa:§
L =142\
b)r{zg(zf’_gi?) = r:{ y=>b+3A AeR
r\t, Y Z:—1+3)\

Sustituyendo 7 en m = —3(1 4+ 2A\) + (b+3\) +(-1+3\)=1= —4+b=1
Sib=b=1l=1=rcCn

Problema 10.2.6 (2 puntos) Considérese el plano 7 : 22 — y + z = 1. Se pide:

r=2+A
a) Calcular la distancia de 7 al punto de corte de las rectas 1 : ¢ y =0 y
z=—-1-—-X\
T =p
ro:q y=—14+pu MNpelR
z=0

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a .

Solucion:

a) d y=0=—-1+p =
z=—-1-X=0
2-04+0-1 1 6
apay = 1220011 V6
VA+1+1 V6 6

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

r=2+A=p N 1
L

@ Calculamos la recta t 1 7 tal que P € t:

t{m):u—ﬂ'):(2a_]—vl)
‘1 P, = P(1,0,0)

@ Calculamos el punto P’ de corte de ¢ con 7

1 21 1
2(1+2 —1=0=—= A\=—--=— P/ |2, = =
(T420)+ 2+ A 0 A G <y6,6)

@ El punto P’ calculado es el punto medio entre P y el punto simétrico buscado P”

P+ P 41 1 11 1
ngﬁleZP—PZ(ﬂfﬁf)—LQO=<ﬂﬂ—J
2 33 73) L0 =533

Probabilidad y estadistica

Problema 10.2.7 (2 puntos)

a) Calcule P(A|B) si B C A. Luego, si P(C) = 0,5y P(D) = 0,6, explique si C'y D pueden
ser incompatibles. Por tltimo, obtenga P(EUF) y P(ENF) si E y F son independientes,
P(E)=0,3y P(F)=0,2.
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b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

Solucion:
P(ANB) pca P(B)
P(B)  P(B)
@ Suponemos C' y D incompatibles, entonces P(C'N D) = 0.
P(CuD)=P({C)+P(D)—P(CND)=0,54+0,6—0=1,1 lo cual es absurdo, por
tanto, P(C N D) > 0,1 = C y D no son incompatibles.

@ Si F y F son independientes tenemos P(ENF) = P(FE) - P(F)=10,3-0,2=0,06.

a) @ P(A|B)= —1

e« P(EUF)=P(E)+P(F)— P(ENF)=0,3+0,2—0,06 = 0,44
e« P(ENF)=P(E)— P(ENF)=0,3—0,06=0,24

1
b) La probabilidad de que salga un seis es p = 5’ si lanzamos el dado siete veces tenemos una

distribucién binomial B (7, %)

P(X =2) = (;) - (é)Q . (2) — 0,23443

Problema 10.2.8 (2 puntos) Para un determinado grupo de pacientes, la tensién arterial sistéli-
ca (medida en mmHg) sigue una distribucién normal de media 123,6 y desviacién tipica 17,8.
Calcule la probabilidad de que un paciente elegido al azar tenga una tensién comprendida entre
100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el valor de la tensién que es superado por el 67 % de los pacientes.

Solucion:
N(123,6;17,8)
100 — 12 120 — 12
o P(100 < X < 120) = P(% <7< 0?83’6) = P(-1,33< Z < —0,2) =
P(0,2< Z <1,33) = P(Z < 1,33) — P(Z < 0,2) = 0,9082 — 0, 5793 = 0, 3289

@ Tenemos P(X >a) =0,67

a—123.6 a—123.6
PX>a)=P|Z> ————— | =P|Z2<—""2")=0,6T—
(X 2a) ( =178 > ( T > ’
a—123,6
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Capitulo 11

Islas Baleares

11.1. Ordinaria

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho

propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestién se puntia sobre 10 puntos. La calificacién final
se obtiene de dividir el total de puntos entre 4.
Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje ma-
temadtico, o no matematico, segin corresponda. Se valorardn negativamente los errores de calculo.
Se permite utilizar calculadora cientifica bésica. No se permite el uso de calculadoras gréficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almace-
nar informacién.

Problema 11.1.1 (10 puntos) Considera la matriz M y el vector b,

2 1 a 0
M={|a+1 0 1}, b=(1],
1 1 1 1

Respectivamente.

a) (3 puntos) Indica para qué valores de a la matriz M es invertible.
b) (3 puntos) Calcula, para todos los valores de a que sea posible, la inversa de M.

¢) (4 puntos) Calcula, para el caso a = 0, el vector x tal que Mz = b.

Solucion:
a) IM|=d>-2=0= a=+V2= IM ! a € R - {+V2}
. -1 a-1 1
Adj(M))! 1
b) M~ = (M) = —a —a+2 d®*+a—2
| M| a2 —2
a+1 -1 —a—1
2 1 0 (/1 1 -1
c)Sia=0= M=|1 0 1 yM—lz5 0 -2 2
111 -1 1 1
AR 0 0
Mgc:b:m::M*b:5 0 -2 2 1]=10
-1 1 1 1 1



Problema 11.1.2 (10 puntos) Considera las matrices

3 -1 2 1
A‘(o 3)’yB_(1 1)’

Y sea O la matriz nula de orden 2 x 2.
a) (4 puntos) Calcula todas las matrices X tales que AX — X = B.
b) (3 puntos) Encuentra una matriz Y diferente de O tal que (A — B)Y = O.
¢) (3 puntos) Indica todas las matrices que cumplen la igualdad AZ = O.

Solucién:

a) AX - X =B=— (A;I)X:B:> X:(,ill—f)—lB:

GGG D=6 6 D=0 G )-Ca )
wsay=(g g)va-s=(g 3)-( )=(4 )

(4 )6 0=0 0= 6% ) =6 0=

a—2c=0
b—2d=0 :>{a:2c :>Y*<2C 2d)
2%—a=0 b=2d “\e d
2d—b=0
4 4
Tomamosc:d=2:>Y=( )
2 2
a b 3 1\ /(a b 3a—c 3b—d 0 0
c) SeaZ=<C d>yAZ=O:><0 3><c d>:( 3¢ 3d ):(0 0)2
3a—c=0
3b—d=0 __ oo g0
3c=0
3d=0

Problema 11.1.3 (10 puntos) Considera el plano 7 : 2+ 3y + 2z — 6 = 0.

a) (3 puntos) Determina los vértices del tridngulo determinado por la interseccién del plano con
los ejes de coordenadas.

b) (3 puntos) Calcula el drea del tridngulo anterior.

c) (4 puntos) Sea A el vértice del tridngulo sobre el eje de abscisas (eje OX). Calcula la recta
perpendicular al plano que pasa por A.

Solucion:

a) Punto de corte con el eje OX: hacemos y =0y z2=0=—= 20 —6=0= A(3,0,0)
Punto de corte con el eje OY: hacemos =0y 2 =0=— 3y — 6 =0 = B(0,2,0)
Punto de corte con el eje OZ: hacemos z =0ey=0— z—-6=0= C(0,0,6)
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b) AB = (~3,2,0), AC = (

> = =
1 T A |
S; = —|A§ ><A8\ =-||-3 2 o0||==/(12,18,6)] = 3|(2,3,1)| = 314 u?
2 2 2
-3 0 6
. ur:uﬂ':(23331) . _
C)r'{PTZA(?),O,O) = 7r: Z;i)\ AeR

Problema 11.1.4 (10 puntos) Sean a y b dos constantes reales no nulas
Consideremos el plano 7 : = 4+ ay — 2z = 3 y la recta

.{x+bz:1
r: Y =0

a) (4 puntos) jPara qué valores de a y b la recta r es perpendicular al plano 7?7 Para estos casos

concretos, calcula el punto de corte entre r y 7, y calcula o justifica cudl es la distancia de la
recta al plano.

b) (3 puntos) ;Para qué valores de a y b la recta r es paralela al plano w7

¢) (3 puntos) jExisten algunos valores de a y b para los cuales la recta r estd contenida en el

plano 77
Solucién:
.{x+bz:1 . ziéiw\ N {m:(*b,(ll)
Tly=o0 IR I "L P(1,0,0)
a=20
-b=k 1
a) r L= u =kiy = (=b,0,1) =k(l,a,-2) = { O=ka = =3
1=-2k ko 1
T2
1
Luegosia:Oyb:§:>erytenemos:
1
r=1—=-A
: 2 rx—2z2=3
Ty y=0 , T:T =
z=A

Calculamos el punto de corte:

1 4 7 4
1—-=A-2A=3= \=—- = P<7,0,—7>
2 5 5 5
r v 7 se cortan en el punto P.
rllm= w - up =0= (~b,0,1)-(1,a,—-2) =
cualquier valor real.

—b+0—-—2=0= b= —2y a puede ser

Existe la posibilidad de que r C m: Sustiyuimos P, en m = 1+ 0 — 0 = 3 absurdo, luego
Pédn=r¢r=r|n
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¢) Sustituimos r y m:
1=\ +a-0-22=3= (b+2)A=-2=

Sib=-2= r||mysib# —2= ryx se cortan, luego no hay valores a y b que hagan
que r C 7.

Problema 11.1.5 (10 puntos) La cantidad de agua infectada por una bacteria se espera que siga
la funcién f(x) = e™* 4 0,15z + 1 siendo = > 0 los dfas de infeccién y f(z) las toneladas de agua
infectada.

a) (4 puntos) ;Cudntas toneladas de agua habfa inicialmente infectadas por la bacteria? ;Hacia
qué valor tiende la cantidad de agua infectada? Interpreta los resultados.

b) (4 puntos) ;En qué momento hay menos cantidad de agua infectada? ;Cudntas toneladas
hay en ese momento?

¢) (2 puntos) {Hay algiin momento en el que el agua no esté infectada? Justifica la respuesta.

Solucién:

a) f(0) =2 Tm de agua infectada.
lim (7% 40,152+ 1) = co = la cantidad de agua infectada ird aumentando a medida que
Tr—r00

pase el tiempo hasta infectarla en su totalidad.

1
b) f'(z) = —e *4+0,15=0= ¢ *=0,15 = €’ = 01E = z=—1n0,15=1,89712

[(z) =€ = f"(1,897) = 0,15 > 0 = x = 1,89712 = f(z) = 1,43457 Tm es un
minimo relativo y ademads es absoluto (es menor a las 2 Tm iniciales)

¢) No hay ningin momento en el que las aguas no estén infectadas, la funcién f(z) >0 Vz €
[0, 00)

/

Min(1,89712;1,43457)

o)
Ny . 2z
Problema 11.1.6 (10 puntos) Representa la regién comprendida entre la curva f(z) = o
T

el eje de abscisas (eje OX) y las rectas x = 0 y = 7. Calcula su &rea.

Solucién:

f(z) = 27%_’_1 =0= 2 =0= f no corta el eje de abscisas en el intervalo (0,7) y, por tanto,

x

hay un sélo recinto de integracién Sy : [0, 7).
Para dibujar la curva:

@ El Dom(f) = R, tiene un tnico punto de corte con los ejes en (0,0), es una funcién IMPAR,
positiva en el intervalo (0,00) y negativa en el (—o0,0).
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@ No tiene asintotas verticales, el denominador no se anula nunca. Si tiene asintota horizontal
en y = 0:
; 2z ; 2x
lim

= m —— =
z——o0 x2 + 1 z—oo 12 4+ 1

@ No tiene oblicuas por haber horizontales.

2 _
- f’(z)MO:s z=+1
(700771) (71a1) (1700)
f(x) - + -
f(x) | decreciente N | creciente ' | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00) y creciente en el (—1,1). Tiene
un minimo relativo en el punto (—1, —1) y un maximo relativo en el (1, 1)

@ Representacion de la grafica y el recinto:

Max(1,1)

=2

Min(-1,1)

t=a"+1
B 2x | dt=22dx | _ 2z dt_ 1. _ 9
F(x)_/x2+1d:v— Jt = T o = tdt—ln|t|—ln\x +1/+C
dx:%

7
P
S:/ 2 dw = F(7) = F(0) = In50 ~ 3,9120 u?
0o x4+1

Bloque IV.- Probabilidad y estadistica

Problema 11.1.7 (10 puntos) Un espacio muestral contiene dos sucesos A y B. Sabiendo que
P(ANB)=0,3, P(A|B) = P(B|A) y P(A°) = 0,4. Siendo A el suceso complementario), calcula:
a

2 puntos) P(B|A).

(
b) (3 puntos) P(B)
c (A°N BY)

) (
) (
) (
d) (

)
3 puntos)
2 puntos) ;Son Ay B sucesos independientes?

Solucion:
Por comodidad A¢ = A

a) P(B|A) = ng(z)B) _ 12’34 —0,5
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b) P(B|A) = P(A|B) = P(ﬁ(;)B) — P(B) = (aTBB)) 8’? =0,6
¢) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =1— (P(A) + P(B) - P(ANB)) =

—(0,6+0,6—0,3)=0,1
d) P(A)-P(B)=0,6-0,6=0,36# P(ANB)=0,3= Ay B no son independientes.

Problema 11.1.8 (10 puntos) El peso de los recién nacidos sigue una distribucién normal de
media ¢ = 3,1 kg y desviacién tipica o desconocida. Se sabe que solo el 30,5% de los recién
nacidos pesa més de 3,8 kg. Calcula, redondeando los resultados a 4 decimales,

a) (4 puntos) ;Cudl es la desviacién tipica?

b) (3 puntos) Suponiendo que o = 1,3725, jcuél es la probabilidad de que un recién nacido pese
menos de 2,7 kg?

¢) (3 puntos) Suponiendo que o = 1,3725, ;cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese
entre 2,7 y 3,5 kg?

Solucién:
N(3,1;0)
3,8—-3,1 3,8—-3,1
a) P(X23,8):P<ZE;>—0305:>P(Z 7)207695:>
o o

~3,1
38731 51— o =1,3725

b) N(3,1;1,3725)
P(X§2,7):P<Z§
1-0,6141 = 0, 3859

¢) N(3,1;1,3725)

—~ 3,5-3,1
P(2,7<X<35)= ( gzg7>zp(—o,2ggzgo,29)=
-0, <0
0,

1,3 1,3725
P(Z <0,29)— P(Z 29) = P(Z < 0,29) — (1 — P(Z < 0,29)) =
0,6141 — (1 -0, 6141) 22 8

2,7-3,1

1,3725) P(Z < —0,29) =1— P(Z <0,29)

11.2. Extraordinaria

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho

propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestién se puntia sobre 10 puntos. La calificacién final
se obtiene de dividir el total de puntos entre 4.
Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje ma-
teméatico, o no matematico, segiin corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo.
Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almace-
nar informacién.

Problema 11.2.1 (10 puntos) Sea el sistema

mr+y—z=1
20 +my =1
z+mz=0
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a) (7 puntos) Discute el nimero de soluciones que tiene el sistema segun el pardmetro m.

b) (3 puntos) Resuelve el sistema en el caso m = 1.

Solucién:
/mo1 11
a) A= 2 m 0|1 |=|Al=m®-m=0= m=0ym==+l.
1 0 m|O0

& Sim e R—{0,-1,1} = |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = ntimero de
incc’)gnitas y el sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

- =
1 -1|1 Fy 01 —-1]1
001:F2—2F3:00 01 | =
0 E3 1 0 01]0
Sistema ncompatlble (no tiene solucién)
& Sim=-1 )
-1 1 —-111 I3 -1 1 —-1]1
A= 2 -1 01 =| F2+2F | = 01 =213 =
1 0 -1/0 R+ Fy 01 —2|1
Fy -1 1 -1 1
Fy = 0 1 —-2| 3 | = Sistema incompatible (no tiene solucién)
F5— Fy 0 0 0] -2
& Sim=1
1 1 —-1|1 I3 1 1 -1 1 Fy
A= 2 1 01 = | L —-2F | = 0 -1 2| -1 =| Iy =
1 0 110 - 0 -1 2|1 -1 Fs — Iy
1 1 -1 1
0 -1 2| -1 — Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0 0
b) Sim =
r+y—z=1 T =-A
{ g+ 2s =1 = y=14+2\ VIeR

zZ=A

Problema 11.2.2 (10 puntos) Sea A una matriz invertible n x n con coeficientes reales que sa-
tisface la igualdad A% + A = I. Entonces,

a) (3 puntos) jSatisface la matriz
0 -1
v=(4 3)
las condiciones del enunciado? Es decir, jcumple M la igualdad del enunciado y, ademas, es
invertible?

Volviendo a considerar que A es una matriz cualquiera que satisface las condiciones del
enunciado,

b) (3 puntos) Calcula la inversa de A.
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¢) (4 puntos) Comprueba que se cumple la igualdad A(B + A) — I = A(B — I), siendo B una
matriz cuadrada cualquiera n x n coeficientes reales.

Solucién:
a) [M|=-1#0= 3IM!
2
) (0 —1) (o —1)_(1 1) (o —1)_(1 0)_
M+M_(—1 -1 + -1 -1/ \1 2 + -1 -1/ " \o 1 =1 = M cumple
la igualdad del enunciado.
b) A2+ A=T=—= AA+)=1=— A1 =A+1

¢c) ABB+A)—T=AB-I1)= AB+A*-I1=AB- A= AB+A*-1-AB+A=0—=
A2+ A=1

Problema 11.2.3 (10 puntos) Sean los puntos A = (1,2,0), B = (-1,0,1), C = (0,0,1) y
D= (3,1,2).

a) (4 puntos) Determina la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene los
puntos A, By C.

b) (4 puntos) Determina si los puntos A, B, C'y D son coplanarios.

¢) (2 puntos) (Es D el punto de corte de la recta con el plano del apartado (a)? Justifica la

respuesta.
Solucién:
AB = (~2,-2,1) g-1 y—2 =z
a) m: ﬁ:(_L_Q’l) = 7| =2 -2 1ll=y+22-2=0

A(1,2,0) - =2 1
— =3

r:{“DT‘(;I“B)_(O’l’Z) = r:{ y=1+X VAeR

T z2=2+2\

b) Sustituimos Dennm = 3-0+1+2-2—-2=3#0=— D¢n = A, B, C y D no son
coplanarios.

¢) Calculamos el punto de corte de r con

3 2 4
394 (14+A)+20242)) —2=0=— /\:f5:>p(375’5>

Luego D no es el punto de corte de r con 7. Era de esperar ya que D ¢ 7.

Problema 11.2.4 (10 puntos) Sea el plano 7 : 3z +y + z = 2 los puntos P = (0,1,1) y Q =
(2,-1,-3).

a) (2 puntos) {Son Py Q puntos del plano 7?7 Justifica la respuesta.

b) (4 puntos) Calcula el punto S situado sobre la recta PQ que se encuentra a 3/4 partes de P
y a 1/4 parte de Q.

c¢) (4 puntos) Determina la ecuacién implicita (también llamada cartesiana) de la recta que pasa
por P y es perpendicular al plano 7.
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Solucion:

a) Sustituimos Penm = 0+14+1=2=— Pecn
Sustituimos Qenm = 6—-1-3=2= Q€

b) Dividimos el Segmento m en 4 partes

Sea U = P@ ) = 7 <1 L 1)

27
11 11
P1_P+17—(0,171)+(§,—§7—1) (2 20)
1 11 1
o= (G302 (o
2 1+ 27270 72

ek (4 )-(3

1 (3 1 ) <1 )
—Pt-d =[5>, -2 1.1, 2,—1,—
Q 3—’—47 27 27 + 2a 27 ( 3)
3 1
El punto S = Ps (5,—5, —2)
o {?f—?(of?){)l’l) — i y=14)2 AeR—A=z=4—-2C
r y Lo Z:1+)\
z _y—1
] 3 z—3y+3=0
Ty y—1 z-1 —7 {y—z:O
1 1

Problema 11.2.5 (10 puntos) La reproduccién de un insecto a lo largo del tiempo sigue la funcién
f(z) =e*(2x 4 1) siendo x > 0 el tiempo en meses y f(x) el nimero de insectos en millones.

a) (4 puntos) ;Cudntos millones de insectos habia en el instante inicial? ;Hacia dénde tiende la
cantidad de insectos a lo largo de los anos? Interpreta los resultados.

b) (4 puntos) ;Cuédl es el maximo ntmero de insectos que puede llegar a haber? ;En qué instante
de tiempo se consigue este valor?

¢) (2 puntos) jHay algiin momento en el que la poblacién supere los 2 millones de insectos?
Justifica la respuesta.

Solucion:

a) f(0) =1 millén de ejemplares.
2 1 2

kg 00} L lim — = 0 = la poblacién de insectos tiende a desaparecer a lo
r—o00 et

lim —
T—r00 et o0
largo de los anos.

1
b) fllz) =e (1 -22)=0= z = 3
1
') =e 2z —3) = f"(1/2) = 2712 <0 = z = 3 (medio mes) es un maximo
relativo con una poblacién de f(1/2) = 2e~'/? ~ 1213061 insectos.

¢) La funcién parte con un millén de insectos y crece medio mes hasta llegar en ese momento a
un maximo de 1213061 insectos. A partir de ese momento la funcién es siempre decreciente
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hasta la practica desaparicién de la poblacién en la asintota y = 0
No hay ningiin momento en el que la poblacién supere 1213061 insectos, el maximo es abso-
luto.

Mix(0,5:1,213061)

(0,1) \

00,0 ¥=0

. L, 2 +2x -6
Problema 11.2.6 (10 puntos) Calcula la integral de la funcién f(z) = Pair_2
Solucidn:
( xt —&—296—6):(1‘2—|-ac—2)zajz—x—i—3—|—2_i
ot 392 i+ —2
—2® 4+ 227 4 22
3 42?22
3a° -6
—32® — 3246
— 3z

2t +2x—6 ( 3z 3 z? 3x
— _dx = 2 3—7>d———— 3—/7d
[ 22 +x—2 v / vt 2 +x—2 v 3 2+ v 2 +x—2 o

4tz -2=(x—1)(z+2)
3z A B Ax+2)+ B(x —1)
2+r—-2 -1 x+2 2 +x—2
3z =A(x+2)+ B(z—1)
r=-2=— —6=-3B=— B=2
r=1=—=3=3A— A=1
3x 1 2
5 = +
4+r—2 -1 x+4+2

a3 a2 ( 1 2 ) 3 x? ]
— - — t3z— + dr = — — — + 3z —1 -1 =21 + 2|+
3 5 3z / 1 5 T 3 5 3z —In|z | n|x |+ C

Problema 11.2.7 (10 puntos) En una clase donde todos los alumnos practican algin deporte, el
60 % de los alumnos juega a fitbol o basquet y el 10 % practica los dos. Por otra parte, se sabe
que hay un 60 % de alumnos que no juega al futbol.

a) (3 puntos) Sea F' = “juega a fitbol” y sea B = “juega a bdsquet”, escribe, en términos de
uniones, intersecciones y complementarios de estos dos sucesos, las tres probabilidades que
indica el enunciado.

b) Calcula la probabilidad de que, escogiendo al azar un alumno de la clase,

b.1) (1 punto) Juegue a fitbol.
b.2) (2 puntos) Juegue a basquet.
b.3) (2 puntos) Juegue a basquet y no a futbol (es decir, solo juega a bésquet)

126



b.4) (2 puntos) No juegue ni a fitbol ni a bésquet.

Solucion:
a) P(FUB)=0,6, P(FNB)=0,1y P(F)=0,6
b) b.1) P(F)=1-P(F)=0,6 = P(F)=0,4
b.2) P(FUB)=P(F)+P(B)—-P(FNB)=— 0,6=0,4+ P(B)—-0,1= P(B)=0,3
b.3) P(BNF)=P(B)-P(FNB)=0,3-0,1=0,2
b.4) P(BNF)=P(AUB)=1-P(FUB)=1-0,6=0,4

Problema 11.2.8 (10 puntos)

a) (5 puntos) En un examen de tecnologia, jcudl es la probabilidad de sacar una nota entre 5 y
7 si se sabe que las notas siguen una distribucién normal de media 6 y desviacién tipica 27

b) (5 puntos) En un examen de filosoffa, el 35% de los alumnos presentados obtuvieron una
nota mayor que 6 mientras que el 51 % la obtuvo menor que 4. Suponiendo que las notas
siguen una distribucién normal, determina cudl es su media g y su desviacion tipica o.

Solucion:

b) N(u;o
6 —p 6 —p
P(X>6)=P ZZT =0,3= P|Z< . =1-0,35=0,60 =
6—p
=0,385 = p+0,3850 =6
g
4 4—
P(X < P<Z< au>:0’51: %:0,025:/1—#0,025024

4) =
{ 40,3850 = 6 { p=3,861111111
1+0,0 o = 5,555555555
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Capitulo 12

Islas Canarias

12.1. Ordinaria

Instrucciones:

@& Debe responder sélo una pregunta de cada bloque de contenido. En caso de presentar dos
preguntas de un mismo bloque, se considerard sélo la primera pregunta respondida.

@ En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
solucionarla. Se califica todo el proceso.

@ Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

Bloque I.- Anilisis (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.1 (2,5 puntos) Hallar la funcién polindmica f(x) que verifica que tiene un punto
minimo en M(1,2) y su segunda derivada es: f”(z) = 2z + 3. Dar la expresién de f(z).
Solucién;

f(z) = /(2x+3)dm =22 4+3z+Cycomo f/(1) =0= 14+34+C=0= C =4 = f'(2) =

2?43z —4

9 3 32? 1 3
flx)= [ (x +3x74)d1::§+7—4x+Kycomof(l):2:> §+§—4+K:2:>
25 3 3z? 25
K=— = — — 4 -
6:>f(m) T Tt

habria que comprobar que M(1,2) es un minimo. Como f”(1) =5 > 0 = M(1,2) es un minimo.

Problema 12.1.2 (2,5 puntos) Se quiere construir una Casa de la Juventud de 240 m? de super-
ficie, que estard rodeada por una zona ajardinada con las dimensiones de la imagen.

].‘{m

Casa

Tm

|3m

Si se quiere minimizar la superficie total de la zona ajardinada, jqué dimensiones debe tener la
Casa de la Juventud? ;Cudl es el area de la zona ajardinada?
Solucién:
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7 m

Im

240
La superficie de la casa: A(z,y) = 2y =240 = y = —
T
La superficie de la zona ajardinada: S(z,y) = (10 4+ 2)(6 + y) — 240 =

240 6(z2 + 10 400
S(z) = (10 + z) (6+7) ogp = SETE ;JF )
2

-4
S'(z) = 6@7200) =0 = z = £20 la solucién negativa es irrelevante.

x

(0, 20) (20, 0)
5'(@) - +

S(x) | decreciente \, | creciente

240
Luego z = 20 m es un minimo con y = — = 12 m. Las dimensiones de la casa son 20 x 12 m.

Las dimensiones de la zona ajardinada son  +10 =20+ 10=30e y + 6 = 12 + 6 = 18, es decir,
30 x 18 m con un 4rea ajardinada de S(20) = 300 m?.

Bloque II.- Algebra (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.3 (2,5 puntos) Dadas las matrices

2 1 0 1 2 1 0 1 0
A=(-10 o), B=(0o -1 0),yoc=(0 3 0|,
1 2 -1 1 0 0 -1 0 -1

a) (0,75 puntos) Comprobar si la matriz M = 2[5 + B* tiene inversa.
Donde I3 es la matriz identidad de orden 3.

b) (1,75 puntos) Justificar que existe la matriz que verifica la ecuacién siguiente:
2X+C=A-X- Bt
Calcular razonadamente dicha matriz X.

Solucion:

2
a) M =2I;+B"= {0
0

o NN O

0 1
1 0= |M|=1#£0=3IM*
0 2



b) 2X+C=A-X -B'= 2X+XB'=A-C= XQ2I+B")=A-C =

X=A-C)2[+B)Y'=A-C)M "=

2 1 0 0 1 0 1 01
-1 0 0 |- 0 3 O 2 10 =
1 2 -1 -1 0 -1 1 0 2

2 0 0 2 0 -1 4 0 -2

-1 -3 0 -4 1 2 |=10 -3 -5

2 2 0 -1 0 1 -4 2 2

Problema 12.1.4 (2,5 puntos) Un bar de tapas canario sélo ofrece tres platos en su menu: es-
caldén, tollos y carajacas. El precio medio de los tres platos (la racién) es de 5€. Se sirven 30
raciones de escalddn, 20 raciones de tollos y 10 raciones de carajacas, por lo que se ingresaron 255
euros en total. Sabiendo que el triple del precio de las caracajas supera en diez euros el doble del
precio de los tollos. Calcula el precio de la raciéon de cada producto.

Solucién:
Sean x el precio del escaldén, y el precio de los tollos y z el precio de las carajacas.
— =5 r+y+z=15 2
= 11
30z + 20y + 10z =255 — § Sz tdy+2:=51 = ¢ _ "¢
32 =2y + 10 2y =32=-10 2
z2="TE
Resuelto por Gauss:
11 1 15 Fy 1 1 1] 15 Py
A= 6 4 2 51 =| F,—6F | = 0 -2 —41] -39 = Fy =
0 2 -3|-10 F; 0 2 =-3|-10 Fs + F
—Tz2=—-49= 2z=7
1 1 1] 15 11
0 2 4|39 ) ) W-BW=-39=y=1"
7| = 11 5
0 0 749 x+?+7:15:>x:§

Bloque ITI.- Geometria (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.5 (2,5 puntos) En el espacio tridimensional consideremos el plano y las rectas
siguientes:

r+y—z=0 S.x—l_y—2_z—3
20 +5y+2=0 " " B a

m:2x+ 3y —z=4; r:{

a) (1,25 puntos) Calcular el punto simétrico de P(—2,1,2) respecto de .

b) (1,25 puntos) Calcular el angulo que forman r y s.

Solucion:
%
. 77 E
:{x-ﬂy—z:o R e =3(2,-11)
20 +5y+2=0 2 5 1
P. =0(0,0,0)
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) —
P.(1,2,3) T:204+3y—z=4=— u; =(2,3,-1)
a) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ (Calculamos una recta t 1 « tal que P € t:

Ut = Ug = (273771) . —
! {Pt:P(—2,1,2> A B i

@ Calculamos el punto P’ de corte de ¢ con 7:

1 5 3
@ FEl punto P’ es el punto medio entre P y el simétrico P” que buscamos:

P+P// B

5 P'= P’ =2P —P=(-2,53)—(-2,1,2) = (0,4,1)
@r-ufl 12,-1,1)- (L0, )] _ 3 V3 m
b) cosa = = = =— = a=—-=230°
) w2 Vo2 N 6
Problema 12.1.6 (2,5 puntos) En el espacio tridimensional conocemos las siguientes ecuaciones
de rectas:
.{:17+2y—7z:0 ) .{2x77y73z:22
"Pl2w43y—12:41=0 " " la-—y+z=1

a) (1,25 puntos) Estudiar la posicién relativa de r y s.

b) (1,25 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.

Solucion:
%
. 77
r:{x+2y—7z:0 I A I =-(3,2,1)
20 +3y—122+1=0 2 3 —12
P,(—2,1,0)
%
. T 7
51{250—73;732:22 ) W= 2 -7 -3 |=-5(21,-1)
r—y+z=1 1 -1 1
Ps(_37_470)
—
a) PP, = (—2,1,0) — (=3, —4,0) = (1,5,0)
1 5 0
[PSPT,LTr),zTg]:3 2 1|=22#0= ry s se cruzan.
2 1 -1
= (2,1,-1) r+2 y—1 =z
b) m:{ up=(3,2,1) = 7w:| 2 1 —1|=3z-5y+2+11=0
P.(—2,1,0) 3 2 1
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Bloque IV.- Probabilidad y estadistica (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.1.7 (2,5 puntos) Segun el estudio TALIS (2018), el 11 % de los docentes de Edu-
cacion Secundaria en Espana son menores de 30 anos.

a) (1 punto) Elegimos 15 docentes espanoles, jqué probabilidad hay de que haya menos de 2
docentes menores de 30 anos?

b) (1 punto) Supongamos que se seleccionan al azar 200 docentes espaifioles. ;Qué probabilidad
hay de que entre 20 y 30 docentes sean menores de 30 anos?

¢) (0,5 puntos) En un grupo de 500 docentes espanoles, jcudntos cabe esperar que sean mayores
de 30 anos?

Solucion:

a) B(15;0,11)

15 15
P(X <2 =P(X=0)+P(X=1)= (o) -0,11°.0,89"° + < ) ) -0,11'-0,89' = 0,49693

N (np,/npq)
b) n=200>10,np =22 > 5y ng=178 > 5 => B(200;0,11) & N(22;4,425)

19,5 — 22 30,542)

P20< X < =P|——— <7< ——— | = P(— <7Z7<1,92) =

(20 < X < 30) (4,425 == 4,425 (=056 < 2 <1,92)

P(Z <1,92)—P(Z < —0,56) = P(Z < 1,92)— (1—P(Z < 0,56)) = 0,9726— (1 —0, 7123) =
0,6849

¢) Cabe esperar que = ng = 500 - 0,89 = 445 docentes sean mayores de 30 afios.

Problema 12.1.8 (2,5 puntos) Las estaturas de las personas que se presentan a una audicién para
participar en una pelicula siguen una distribucién normal de media 168 cm y desviacion tipica 8
cm.

a) (1 puntos) Si se selecciona una persona participante en la audicién, averiguar la probabilidad
de que tenga una estatura mayor a 156 cm.

b) (0,75 puntos) Se afirma que més del 15% de los participantes en la audicién median més de
1,82 metros. Justifica la veracidad o falsedad de dicha afirmacién.

¢) (0,75 puntos) ;Qué probabilidad hay de que, elegida una persona al azar, su estatura se
encuentre entre 166 y 172 cm?

Solucion:
N(168;38)
156 — 1
a) P(X >156) =P (Z > w) =P(Z>-1,5)=P(Z<1,5)=0,9332
182 -1
b) P(X > 182) = P(ZZ w) =P(Z >1,7%)=1—-P(Z <1,75) =1-0,9599 =

0,0401 = la afirmacién es falsa.

166 — 1
o) P(166gxg172)zp(ugzg

P(=0,25< Z<0,5)=P(Z<0,5)— P(Z<-0,25) =
P(Z <0,5)— (1 - P(Z <0,25)) =0,6915 — (1 — 0,5987) = 0, 2902

172 — 168>
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12.2. Extraordinaria

Instrucciones:

@ Debe responder solo una pregunta de cada bloque de contenido. En caso de presentar dos
preguntas de un mismo bloque, se considerara sélo la primera pregunta respondida.

@ En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
solucionarla. Se califica todo el proceso.

@ Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

Bloque I.- An4lisis (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.2.1 (2,5 puntos) Las ventas de un determinado producto vienen dadas por el si-
guiente modelo:
Vit) = ¢ t>
( ) - 8 + tQ’ =

Donde V' (t) son las ventas en miles; ¢ mide el tiempo desde que se inicia la venta del producto, en
meses.

a) (0,75 puntos) Calcular las tasas de variacién media del primero y segundo semestre. Comparar
e interpretar los resultados.

b) (0,75 puntos) Se afirma que este modelo es creciente en su dominio. Justificar si esta afirma-
cién es correcta.

¢) (0,5 puntos) jEn qué momento las ventas alcanzan 4000 unidades?

d) (0,5 puntos) Si el producto se vende a 2€ la unidad y los ingresos de esta empresa se modelizan
teniendo en cuenta las ventas mensuales. ;Hacia donde tienden los ingresos con el paso del
tiempo? Justificar la respuesta.

Solucién:
a) TVM(0,6) = Vi) = V()—%*O—§~06818
7 6@ 0 N g() :522 L
V(A2)-V(6) 1531 _ 45
TV M (6,12 = = ~0,1
VM(6,12) = =35 —% 6 ais = 01077

En el primer semestre ha habido una venta media de 681 unidades por mes, mientras que en
el segundo semestre la venta media ha bajado a 107 unidades por mes.

4
b) V'(t) = % =0= t=0comot>0= V'(t) >0en (0,00) = V es siempre
creciente.
5t2 5 . . .
c) V()= 1o 4= t*—32=0= t = £5,6569, la solucién negativa no es valida. Luego

las ventas alcanzan las 4000 unidades entre el mes 5 y el mes 6.

. . 1082
d) Los ingresos son 2V (¢): lim

t—oo 8 4+

5 = 10 = los ingresos tienden a estabilizarse en 10000€

al mes.

Problema 12.2.2 (2,5 puntos) Resolver los siguientes apartados:
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a) (1 punto) Averiguar el valor de k para que sea cierta la siguiente igualdad:

o ket -k 3
a——2722+6x+8 2

b) (1,5 puntos) Resolver la siguiente integral indefinida: / xV2x — 1dx

Solucién:
ka? — 4k m L'H 2kx —4Fk 3 3
1 _— = — = 1, :7:—2 = — = gl
2) xinl2x2+6x+8 0 m$n322x+6 2 F 2:>k 4
t=+v2zx—1
2 on 1 P+l 211 1
b) /J;\/Zx—ldx: s l= = :/ -t-tdtzf/tz(tz—i—l)dt:
otdt = 2dx 2 2
dx = tdt
1 1/t 3 1 22 —1)° 2z —1)3
2/(t4+t2)dt2(5+3)+02<(\/x5 ) +Wx3 )>+C
V(2z —1)° N V(2z —1)3 oo (22— 1)%2/2x — 1 N (22 —1)v2z — 1 Lo
10 6 10 6
(22 — 1) 2zf1(2x*1+1>+0:(3x+1)(2x*1)”2x*1+0:
10 6 15
(6x2—x—1)\/2x—1+c

15

Bloque II.- Algebra (seleccione solo una pregunta)

—r+ky+2z=%
Problema 12.2.3 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones: 204+ ky—2=2
kr —y+2z=k

a) (1,5 puntos) Discutir la compatibilidad del sistema segtn los diversos valores de k.
b) (1 punto) Resolver el sistema para k = 2.

Solucion:
B -1 k 2|k
a) A= 2 k —1]2 |; |Al=-3k*-6k-3=0= k=—1
k-1 2|k

® Sik# 1= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n? de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

& Sik=-1:
- -1 -1 21 -1 Fy -1 -1 2| -1
A= 2 -1 -1 2 = | FZ+2F | = 0 -3 3|0 —
-1 -1 2| —1 F; — Fy 0 0 0] O

Sistema Compatible Indeterminado (infinitas soluciones)
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b) Sik=2:

—x+2y+2z=2
20 +2y—2=2 —< y=
20 —y+22=2

WINWINDW| N

Problema 12.2.4 (2,5 puntos) Resolver la ecuacién matricial: AX + B* = A?] siendo:

0 1 1 1 -1 1
A=[1 0 0 y B= 1 -1 0
0 01 -1 2 3

Solucion:
AX+B' =A== AX=A>-B'=—= X=A"1A*-B" =

o1 1\ '"[/0 1 1\° 1 1 -1
100 100} —[-1 -1 2 ||=
00 1 00 1 1 0 3
01 0 10 1 1 1 -1
10 -1 01 1)-(-1 -1 2]|=
00 1 00 1 1 0 3
01 0 0 -1 2 1 2
10 -1 1 2 —1)]=(1 -1 4
00 1 1 0 -2 1 0 -2

Bloque III.- Geometria (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.2.5 (2,5 puntos) En el espacio tridimensional tenemos un punto y la recta siguien-
tes:
P(1,-2,0); r: { r-2y+z=0

r—2=0

a) (1,75 puntos) Hallar la ecuacién del plano tal que, la recta perpendicular al mismo y que
pasa por el origen de coordenadas corta al plano buscado en el punto P.
Averiguar el angulo que forma el plano encontrado con la recta r.

1 -9
b) (0,75 puntos) Hallar el punto de interseccién de la recta ry s:ax —5 = % _Z -
Solucién:
=0P =(1,-2,0) Uy =y Per
t: Ut ) ’ —t T = :1—20:> : _2 )\:O:>1 4 A:
2) {Pt_o(o’o,o) u u; = (1,-2,0) Tix—2y+ +44

0= A=-5b=m:2—-2y—5=0.
Por otro lado:

=M\ —
Jx-2y+2=0 B {uT:(l,l,l)
’“{ r—z=0 T YZY TR =00.,0.0)
—
r - Ur 15171 : 17_2a0 1 o
c0s(90° — ) = sina = \u_} u_}\ _| ) I = o =14°57'48"
|ur [z V3v5 V15
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y+1 2-9 T=5+mp

b) stz —5=>"1-= = s:¢ y=—1—-2u En el punto de corte H es r = s:
-2 3 _
z2=94+3u
T=A=5+pu =3
y:>\:—1—2/1, — { :_2 = H(373’3)
z=A=9+4+3u =

Problema 12.2.6 (2,5 puntos) En el espacio tridimensional tenemos las ecuaciones de las rectas

8r+2y—32+12=0 S _z=2
—Te—y+32=9 ysir=y+l= 2

siguientes: 7 : {

a) (1,25 puntos) Comprobar que r y s estan contenidas en un mismo plano 7 y hallar la ecuacién
de dicho plano.

b) (1,25 puntos) Averiguar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(0,—1,2) y corta
perpendicularmente a la recta r.

Solucion:
%
. 77 F
] 8r+2y—32+12=0 ) our=|8 2 -3 =3(1,-1,2)
a)r'{—7x—y+3z—9:0 — 7 1 3
P.(—3,0,—4)
r=-3+A
o Y= —
Z=—4+42\
z—2 ur = (1,1,2) =
stx=y+1= g = S P.(0,-1,2) = s5:q¢ y=—1+pu
« 2=2+2pu

ry s estdn en el mismo plano si se cortan en un punto H:
r=-34+A=pu

y=-A=—-14+pu = { A i 2_1 = H(—1,-2,0), es decir, las dos rectas se
z= 4422 =242 r=
cortan en un punto H y, por tanto, estdan en el mismo plano:

ur = (1,-1,2) r y+1 z—2
m:d uw=(1,1,2) = mw:|1 -1 2 |=-dr+2:-4=0=71:20—2+2=0
P,(0,-1,2) 1 1 2

b) Seguimos los dos pasos siguientes:

@ Calculamos un plano 7’ L r tal que P € 7'
U = = (1,-1,2) = -y 24 A =05 0+ 1 +4+A=0=— A= —5 =
mirx—y+22-5=0

@ (Calculamos el punto P’ de corte de r con 7'

(=34 XN = (=N +2(-4+2))-5=0= A= g = P’(—3+§,—§,—4+2§) =
p/<_1 8 é)
3733
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@ La recta ¢ que buscamos pasa por Py P’:
- 1 4
u =P'P=(0,-1,2)— (ﬂ 8 7)

152) 1
=2 2)=2(1,5,2
(3’3’3 3h5Y

t: 37 3’3
P, =P(0,-1,2)
T=A
t:¢ y=—-14+51 VAIeER
z2=24+2\

Bloque IV.- Probabilidad y estadistica (seleccione solo una pregunta)

Problema 12.2.7 (2,5 puntos) Aythami tiene un sobre donde guarda el dinero que ha podido reu-
nir, el sobre contiene: 4 billetes de 5€, 6 billetes de 10€ y 2 billetes de 50€. Quiere comprar algunas
cosas y decide dejar al azar cuanto dinero va a coger del sobre. Para ello, saca aleatoriamente, sin
reemplazamiento y de forma consecutiva, dos billetes del sobre.

a) (0,5 puntos) Expresar el espacio muestral del experimento que va a realizar Aythami.

b) (1 punto) Si se quiere comprar un videojuego que cuesta 57€, jqué probabilidad hay de que
pueda hacerlo con los billetes que saca del sobre?

c¢) (1 punto) Si al final obtiene, con este experimento, 60€ del sobre ;qué probabilidad hay de
que el primer billete fuera de 10€7?

Solucién:

a) @ ={(5,5),(5,10),(10,5), (5,50), (50, 5), (10, 10), (10, 50), (50, 10), (50, 50) }
b) Tenemos los sucesos: (10,50),(50,10) y (50,50)
6 2 2 6 2 1

P(X > 57) = P(X > 60) = P(10,50) + P(50,10) + P(50,50) = 15 = + 35 17 T 13" 1] =

13

— ~0,1

66 0,197

P((10,50) A ((10,50) U (50, 10))) P(10,50)

P((10,50)[(10, 50) U (50, 10)) = = _
¢) P((10,50)|(10,50) U (50, 10)) P((10,50) U (50, 10)) P((10,50) U (50, 10))

6 ;62.% 6 *1:0’5

51t tizoa 2

Problema 12.2.8 (2,5 puntos) La probabilidad de que un coche de carreras sufra un reventén en

un neumatico durante una competiciéon es de 0,04. En una competicién en la que participan 10
coches:

a) (0,75 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que se produzcan 2 reventones?

b) (1 punto) Se afirma que existe como mucho un 1% de posibilidades de que ocurran més de
2 reventones durante la carrera. ;Es cierta esta afirmacion? Justificalo.

c¢) (0,75 puntos) Estudiamos las competiciones realizadas en una temporada con un total de 250
coches jqué probabilidad hay de que se produzcan més de 12 reventones en total? (Suponiendo
la independencia de los sucesos)

Solucion:
B(10;0,04)
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1
a) P(X =2) = ( 0)0 04%-0,96% = 0,05194

b) P(X >2)=1—(P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)) =

1
1(<00>0,040~0,9610+< 0)0 04 - 0,96° + (20>0 042 . 0968)

0,0062 = 0,62 % < 1% = La afirmacion es cierta.
c) B(250;0,04)
N (np,\/753)
Tenemos n = 250 > 10, np = 10 > 5y ng = 240 > 5 = B(250;0,04)  ~ " N(10;3,008)

12,5 — 1
P(X > 12):P(Zz %) = P(Z>0,81)=1-P(Z<0,81)=1-0,791 = 0,209
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Capitulo 13
La Rioja

13.1. Ordinaria

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.
En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacién. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni cal-
culen integrales. Si algiin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podré ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

X

Problema 13.1.1 (2 puntos) Sea f(z) = G-2@-1)
1. Halla el dominio, asintotas verticales y horizontales de la funcién f, en caso de que existan.

1. Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y méximos y minimos relativos si los
hubiera.

Solucion:
I. @ Dom(f)=R-{1,2}
@ Asintotas:

e Verticales:

or=1 L
i x 1
m ——— = |—| =
es1- (x—2)(x—1)  LO+]
i x [ 1]
m —=|—| =—-
a1t (x—2)(x—1) L0~
ox=2 o
T x 2
m —— = |—| =—-©
a—=2- (x —2)(x—1) L0~
i T (2]
m ————=|—| =
a—=2t (x —2)(x —1) L0t
e Horizontales: y =0
x , x
lm ——— = 1lm —— =0

e @ 2)(@ 1) e (@ - D@ 1)



e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

x2—2

Oy

=0= z==+V2

(—OO, _\/5)

(_\/57 \/5)

(V2,00)

+

decreciente \

creciente

decreciente “\

La funcién es decreciente en el intervalo (—oco, —v/2) U (v/2,2) U (2,00) y creciente en el
<_\/§7 1) U (L \/5)
Tiene un minimo relativo en (—v/2,2v/2 — 3) y un méximo relativo en (v/2, —2v/2 — 3)

Min(-\2,22-3)

Mix(V2,-2\2-3)
/e

/

Problema 13.1.2 (2 puntos) Halla el drea del recinto encerrado por las gréficas de las pardbolas
y=a>—2x+1ey=—22>+2z.

Solucién:
Llamamos f(z) =22 — 2z + 1y g(z) = =22 + 2z
1
fx)=gx)= 2> —22+1=-22"+22 = 32° ~ 4o+ 1 =0 = x=§yx:1

_ 4 0,14815 u?

S = 27

1
/ (32? — 4z + 1) dx
1/3

4
—’x3—2m2+wﬁ/3’—‘0 ’

27

El valor de la integral ha sido negativo por estar la parabola g por encima de la f.
N B /
s /

Problema 13.1.3 (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

1
I. il{)% (em + x3) @

) <x2—1 x2+1)
II. lim —
z—oo \ & + 2 xr— 2
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Solucion:

™

I. lim (ex —1—1‘3) T =

x—0

1
)\:h'mf(ex—kxia—l)—

x—0
. : 3\ @
i (7 + )

lim

z—oo  x2—4

—4z2% — 2z

(z* —1)(z —2) — (2° + 1)(z +2)

et 43 —1 0] e” 4 322
= lim =|=| = lim
x—0 x 0 x—0 1
, 2.1 2241 ,
lim — = lim
z—oo \ T+ 2 T — 2 x—00

2 —4

Problema 13.1.4 (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e indeterminado.

Solucion:

A= 1
a+1

z+(a+y+z=a
r+y+(a+l)z=a
(a+Dz+y+z=a

JJAl=d*(a+3)=0= a=0 a=-3.

@& SigeR-{-3,0} = |A|] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n® de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado.

@& Sig=-3:
1 -2 1
0 3 -3
0 -3 3

-3
0
-9

|

a a+1 1
a 1 a+1
_|a 1 1 _a
“ IA] T a+3
a 1
a a+1
B a+1l a 1 _a
v= IA] T a+3
a+1 a
1 a
B a+1 1 al| a
°T A T a+3
1 -2 1]-3 F
1 1 -2|-3 = Fy — Fy
-2 1 1] -3 Fs; +2F,
Fi 1 -2 1]-3
5 = 0 3 -3 0
F5+ Fy 0 0 0|-9
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& Siag=0:

1 1 1]0
A= 1 1 1|0 ] = Sistema compatible indeterminado
1 1 110

Tiene dos grados de libertad:

“A—pu
o Vi pueR
A

T
r+y+z2=0— Y
z

Problema 13.1.5 (2 puntos) Dada una matriz de tamafio 4 x 4 cuyo determinante es igual a 2.
Calcula el valor del determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes operaciones:

I. Se traspone la matriz.
I1. Se cambian entre si la primera y la cuarta columna.
1. Se multiplica la tercera columna por —4.
1v. Se multiplica toda la matriz por 4.
Solucién:
L |Al =AY =2

1. |A| =2y permutamos dos columnas, el determinante cambia de signo, el determinante de la
nueva matriz vale -2.

1. |A| = 2 y multiplicamos una columna por -4, el determinante de la nueva matriz vale —4 -2 =
—8.

1v. |A| = 2 y multiplicamos toda la matriz por 4, el determinante de la nueva matriz vale 4*.2 =
512

Problema 13.1.6 (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:

1 1 0
A=|a-1 a*-1 1
-1 a—-1 a+1

tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.
Solucién:

Al=a*+a*-20=0= a=0,a=1ya=-2=3JA " YacR—{-2,0,1}
Para a = 2 es posible calcular su inversa:

110 1 -3/8 1/8
A=(1 3 1 )= A= 0 3/8 -1/8
3 1 3 -1 1/4 1/4

Problema 13.1.7 (2 puntos) Determina la posicién relativa de la recta
xr—3 y+1 =z-5
o 1 1
y el plano de ecuacién 3z 4+ 2y — 112+ 3 = 0.
Solucién:
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=3
= r: y=—1+ X sustituimosen 7 :3zx+2y—1124+3 =0y
z=5+A

x—3 y+1 z-5
o 1 1

tenemos:

T

3-34+2(-14+N)-11(5+N)+3=0= A\=-5—

r y 7 se cortan en el punto P(3,—6,0)

Problema 13.1.8 (2 puntos) Halla el punto simétrico del punto A(0, 2, 3) respecto al plano 7 de
ecuacibn r +y — 2z =4

Solucién:
Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta t 1 7 tal que A € t:

= _ = T =A
up = uy = (1,1,-1)

t:{ _ = t:q y=2+2A
Pt_A(O7273) 2_3 )\

@ (Calculamos el punto de corte A’ de ¢ con m:

) 5 11 4
A+ (24N -B-N=4=— \=> A’(——,—)
FEHN-B-N=d=A=2 = 4 (3,53

@« A’ es el punto medio entre A y el que buscamos A”:

A+ A" 10 22 8 10 16 1
— A A”:2A’—A:<—f7)_ 9 :(77_,)
2 — 3:373) 023 =333

Problema 13.1.9 (2 puntos) En una empresa automovilistica se ha recibido un lote de piezas de
coches de tipos A, By C. El 80 % corresponde al coche de tipo A, el 10% al B y el resto al C. Se
ha observado que hay piezas que estdn defectuosas en los siguientes porcentajes: el 10% de A, el
20% de B y el 5% de C. Se elige una pieza al azar. Calcula:

I. la probabilidad de coger una pieza defectuosa.
1. si sabemos que la pieza es defectuosa, la probabilidad de que sea del tipo A.

Solucion:
Sean A lote de piezas tipo A, B lote de piezas tipo B, C lote de piezas tipo C, D defectuosa y D
no defectuosa.

D
0,1
L. P(D)= £ 0,9 D
P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C) = 08 _—_
0,1-0,840,2-0,1+0,05-0,1=0,105 0.1 B-<
0,8 D
P(D|A)P(A) 0,1-0,8 0.1 5

. P(A|D) = - = 0,7619 05 I
. P(AID) P(D) 0,105 C'{
0,93

Problema 13.1.10 (2 puntos) La edad media de un jugador de la NBA sigue una distribucién
normal de media 26 anos y desviacion tipica 5 afios. Si se elige un jugador al azar, halla:
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I. La probabilidad de que su edad sea superior o igual a 31 anos.
11. La probabilidad de que su edad esté entre 21 y 31 anos.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)
Solucién:

N(26;5)
31— 26
IP(X>31):P(ZZ - ):P(Zz1):1—P(Z§1):1—0,8413:0,1587
21 — 26 31—26
H.P(21§X§31):P( s <2< ):P(—lgzgl)z
P(Z<1)—P(Z<-1)=2P(Z<1)—1=2.0,8413 -1 =0,6826

13.2. Extraordinaria

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados.
En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contestado primero.
Todas las preguntas tienen la misma puntuacién. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni cal-
culen integrales. Si algiin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podréd ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

1+ 42t — 22
Problema 13.2.1 (2 puntos) Sea f(z) = 1A
x

I. Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién f en caso de
que existan.

11. Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos relativos si los
hubiera.

Solucion:

I. Dom(f) = R — {0}
Asintotas:

@ Verticales: © =0

144zt — 22 1 L 144zt — 22 1
llm ——=|—|=—-00; llm —— = | —| =+,
z—0- x 0- z—0+ x 0t
@ Horizontales: No hay.
o 1442t — 22 L 144zt —2?
Im — =—-—00; lim —— =400
T——00 X r—+o0 x

@ Oblicuas: No hay. (y = maz +n)

. f(x) 144zt — 22
m= lim — = llm ———
300 I T—y00 2



1204 — 22 — 1
L flz)= 0= 2=+

NS

(=00, —v/3/3) | (=V3/3,v3/3) | (V3/3,00)
f'(z) + - +
f(z) | creciente /* | decreciente N\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —v/3/3) U (vV3/3,00) y
decreciente en el (—v/3/3,0) U (0,v/3/3)
con un méaximo relativo en el punto (—\/3/3, —10\/5/9) y

un minimo relativo en el (\/?:/3, 10\/5/9)

Min(TTN3/9)

Max(-V3/3,-10N3/9) |0(0,0)

7

/

Problema 13.2.2 (2 puntos) Dibuja el recinto limitado por las pardbolas y = 22 —8z e y = 10—z2.
Calcula su érea.

Solucién:
Sean f(z) =2? — 8z y g(x) = 10 — 2?
Calculamos sus puntos de corte f(z) = g(z) = =
r=—-1lyz=5= (-1,9) y (5,—15).
El recinto de integracién serd S : [—1, 5].
f(z) = 2% — 8z es una parabola que pasa por el punto (0,0) y (8,0). f'(z) =2 -8 =0=—= z =4
y como f"(z) =2= f"(4) =2> 0= (4,—16) es un minimo.
g(x) = 10 — 2% es una parabola que pasa por el punto (0,10) y (£v/10,0). ¢'(z) = —22 = 0 =
z =0y como ¢’ (z) = 2= ¢"(0) = -2 < 0 = (0,10) es un méximo.

2 _8r=10—22= 222 -8 —-10=0 =

£

5 5 943 5
S:/ (g(w)—f(x))dac:/ (=222 + 8z + 10) dx = —% +42* +10z| =72 u?
—1 -1 -1

Problema 13.2.3 (2 puntos) Calcula los siguientes limites:
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N““’

I. lim(cos2x)=
z—0

8=

I lim (1+4x)=

Tr—r 00

Solucion:

i I%: © = )\
L. ilir%)(coslt) [1*]=e

3
)\:lim—z(COSQx—l):Hmiz —| = F el
z—0 1

3cos2x — 3 {O} L'H i —6sin 2z {O} L'H

x—0 2 x—0 2x 0
—12cos 2z
lim —— = —6
xz—0
, 3 _6
lim (cos 2x)=2 = e
z—0

8=

i lim (1+42)7 = [00°] = A= InA = lim In(1 +2)

Tr— 00 Tr—00

In(1 / —
g A +2) m LH o TH
€Tr— 00 €T oxX0 1

IA=0= A=1= lim (1+2)* =1
Tr—r 00

T—00

Problema 13.2.4 (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:

Tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

Solucién:
Al =a*(a+3)=0= a=0ya=-3= 347" Yac R~ {-3,0}
Para a = 2 es posible calcular su inversa:

~1/10 —1/10  2/5

— A'=| 2/5 -1/10 —-1/10
-1/10  2/5 —1/10

—_ L =

1 3
A=11 1
3 1

Problema 13.2.5 (2 puntos)

I. Determina las matrices cuadradas de dimensién 2 x 2 de la forma

u=(5 )

. - . . 1 .
Que satisfagan la siguiente identidad: MM7T = (? 1), donde M representa la matriz tras-

puesta de M.
1. Resuelve el sistema
{ AX+BY =C
AX =Y
Sabiendo que

2 1 2 0 15 3
AZ(O 1)’ B:(l 1)’ CZ(? 3)
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Solucion:

2
2 IE+4:
I. MMT:(2 I)<2 0)=(I 4 x§)=(5 1>:> xy =1 —
0 y/ \z vy Ty Y 1 1 2_
x:fley:—1:>M:<(2) :i)
leeyzliMz(é 1)

_ _ _ —1r
oy — Y+BY=C= (I+B)Y=C= Y =(I+B)"'C=

( (3 1)(% OE D=9 (2 9= W(E )=

ey == ()6 ) (8 V6 D6

{AX—i—BY C

0 3 4
Problema 13.2.6 (2 puntos) Dada la matriz A = | 1 —4 —5 |, calcular A~ y A%, utili-
-1 3 4
zando necesariamente la siguiente identidad A®> = —I , donde I es la matriz identidad de orden tres.
Solucién:
A== A-A=-T= A-(-A) == A = - A2
0o 3 4 0 3 4 -1 0 1 1 0o -1
Al=-A=—-| 1 -4 -5 1 -4 -5)=—-(1 4 4 |)=[-1 -4 —4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3 1 3 3
-1 0 1
A% = (A30A2 = (—D)SA2=TA>=A’=[ 1 4 4
-1 -3 -3

Problema 13.2.7 (2 puntos) La proyeccién ortogonal del punto P(1,0,—1), sobre el plano 7 es
el punto Q(—3,2,5). Halla la ecuacién del plano 7 y las coordenadas del punto simétrico del P
respecto a dicho plano .
Solucié

7= PQ = (—3,2,5)— (1,0,—1) = (—4,2,6) = 2(—2,1,3) =

—2x+y+3z+A—oQ:€’>’6+2+15+A_0:> A=-23= 71:-20+y+32-23=0

El punto @ es el punto medio entre P y P’ simétrico de P respecto de :

P+ P

5 =Q= P'=2Q-P=(-6,410)— (1,0,-1) = (-7,4,11)

Problema 13.2.8 (2 puntos) Determina la posicién relativa de los tres planos, segin los valores
del parametro m:
mr+y—+z=
r+my—+z
r+Yy+mz

2

1
m
m
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Solucion:

b
|

m 1 1] 1
I m 1| m |,|A=m®-3m+2=0=m=-2 m=1.
1 1 m|m?

& Sim e R—{-21} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. En este caso los tres planos se cortan en un punto.

& Sim=-2:
-2 1 1 1 n
A= 1 -2 1| -2 = | 2F+F | =
1 1 -2 4 OF; + F)
-2 1 1 1 Fy -2 1 1 1
0 -3 3|-3 = Fy = 0 -3 3|-3 = Sistema incompatible
0 3 -3 9 Fs + Iy 0 0 0 6

m:—2x4+y+z=1
No hay puntos comunes a los tres planos y tenemos ¢ mo:x —2y+2=—2 .
m3:x+y—2z=4
Comparamos los planos dos a dos:
—2
T CONn Ty —> T 7& —2 — m y 72 Se cortan en una recta.
-2 1
m con Ty = — # 1 = T Yy T3 Se cortan en una recta.

1
-2
Ty con T3 =—> — # T —> mo y 73 Se cortan en una recta.

Los planos se cortan dos a dos formado un prisma triangular.
& Sim=1:

1 1 1|1
A= 1 1 1|1 — Sistema compatible indeterminado
1 1 1|1

Tiene dos grados de libertad:
r=1
r+y+z=0= Y= YA u€eR
z=A

Los tres planos coinciden.

Problema 13.2.9 (2 puntos) La estadistica de un equipo de baloncesto en un partido, desvela
que el 45% de los puntos conseguidos por el equipo corresponde al jugador nimero 23, de los
cuales el 65 % son triples, 15 % al jugador nimero 6 de los cuales el 25 % son triples y el resto de la
puntuacién, siendo el 10 % triples, corresponde a otros jugadores del equipo. Halla la probabilidad
de que:

I. una de las jugadas del equipo haya acabado en un triple.

1. sabiendo que la canasta ha sido un triple, haya sido conseguida por el jugador nimero 23.
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Solucion:

Sean V jugador 23, S jugador 6, R resto de jugadores, T triples y T no triples.

a) P(T) = P(T|V)P(V) + P(T|S)P(S) + P(T|R)P(R) =
0,65-0,45+0,25-0,15+0,1-0,4 = 0,37
P(T|V)P(V) _ 0,65-0,45

b) P(VIT) = P(T) 0,37

=0,7905

Problema 13.2.10 (2 puntos) La estatura media de un jugador de fitbol del Real Madrid sigue
una distribucién normal de media 180 cm y desviacién tipica 10 cm. Si se elige un jugador al azar,
calcula:

I. la probabilidad de que su altura sea superior o igual a 200 cm;
1. la probabilidad de que su altura esté entre 170 y 190 cm.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)
Solucion:

N(180; 10)

200 — 180

P E—
- 10

170 — 180 < 190 — 180)

b) P(170 < X > 1 :P(7<Z
) P70 < X 2 190) 0~ 10

P(-1<Z<1)=2P(Z<1)—1=2-0,8413 -1 = 0,6826

a) P(X2200):P<Z ) —P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228
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Capitulo 14

Madrid

14.1. Modelo
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A

Problema 14.1.1 (2,5 puntos) En la liga de fiitbol profesional de Libertonia compiten veinte
equipos. Cada equipo debe tener exactamente veinticinco jugadores de los que tres, y no mas, han
de ser porteros. Se sabe que la tercera parte del nimero de defensas coincide con la diferencia entre
el nimero de centrocampistas y el nimero de delanteros. Por otro lado, la suma de la mitad del
nimero de centrocampistas y el doble del nimero de delanteros excede en 25 unidades al nimero de
defensas. Calcule el nimero de defensas, el niimero de centrocampistas y el nimero de delanteros
que juegan en la liga.

Solucién:

Sean x el nimero de defensas, y el niimero de centrocampistas y z el nimero de delanteros.

Hay un total de 20 - 25 — 20 - 3 = 440 jugadores no porteros.

z+y+ 2z =440

y T +y+ 2z =440 x = 210 defensas
5t 22-2=2 ) 92z —y—4z=-50 = { y= 150 centrocampistas
E:y—z r—3y+32=0 z = 80 delanteros
3
re-ce si z<1
et —e
Problema 14.1.2 (2,5 puntos) Para la funcién f(z) = , se pide:
1
=3 si z>1

a) (1 punto) Estudiar su continuidad y determinar, en el caso de que existan, las ecuaciones de
sus asintotas.

b) (0,5 puntos) Para la funcién g(z) = (ex — e) f(z), calcular el valor de g'(0).
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¢) (1 punto) Calcular /15 v fx)dx

Solucion:

a) @ La funcién es continua para cualquier valor x # 1, son composicién de funciones conti-
nuas y los denominadores no se anulan nunca.

Continuidad en x = 1:
TEe —e {0} r B e

= lim —=1
z—1- e¥

lim
z—1- e*¥ —e

0

et Az — 3
f()=1

lim f(z)= lim f(x)= f(1) = f escontinuaenz=1=
z—> 1 e
f es continua en R.

@ Asintotas:

e Verticales: No hay, los denominadores no se anulan en en ninguna de las dos ramas.
e Horizontales:

o Siz <1
, Te —e —00
lim = {7} = 0
z— —oo ¥ — e =g
No hay asintota horizontal por la izquierda.

o Six>1:
1 1
I = =] =0
xgnoo4x—3 00

Hay una asintota horizontal por la derecha y = 0.

e Oblicuas:
o Siz<l1:
, €T , Tre — e —OQ1L'H , €
m= lim &: lim :[ }: Im ——=-1
r—s —0c0 I z— —oco xeT — xe o0 r— —co re¥ 4+ e —e

xe—e—i—:cew—e:c)

, ) ze —e )
nzwgnloo(f(x)fma:):zgnioo(x +:c): lim (

, —e + ze”
lim — ) =1
T— —00 et —e

Hay una asintota oblicua por la izquierda en y = —x + 1.

et —e

o Six > 1: no puede haber oblicua por haber horizontal.

re —e

b) g(x) = (ex —e)f(x) en x = 0 estd en la rama z < 1y la funcién f(z) = — = g(z) =
et —e
(6.%—6)33676:176—6:} Jd(@)=e= ¢g'(0)=¢
et —e
t=4r -3
— dt
de — dr—3)"1/2 gp = dt = 4dz :/t‘1/2—:
/Vu— ,/ﬂwfx /(x@ ! P 4
4
1 L 1 t? t1/2 Viz =3
t12dt = L o= NvETY
/ 1 1/2+C 5 +C 5 +C
/ gdo=F —(n:%g—%—vi_l



Problema 14.1.3 (2,5 puntos) Un depésito en forma de paralelepipedo, de base cuadrada ABC D,
apoya completamente su base sobre una rampa en un local, quedando una arista superior pegada
al techo. Se considera un sistema de ejes, con los semiejes positivos en un rincén del local. La arista
inferior paralela a la que se apoya en el techo y no en su misma cara, tiene vértices de coordenadas
A(1,1,1) y B(1,3,1). La ecuacién del plano que contiene a la rampa es 4o — 3z = 1 y el vértice
sobre el punto A es A’(1,1,6). Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular una ecuacién del plano que contiene a las aristas AB y AA’.
b) (1 punto) Calcular los otros dos vértices, C'y D, de la base.
¢) (1 punto) Calcular el volumen del depdsito.

Solucién:

a) Calculamos el plano 7’

AB = (0,2,0) 21 y—1 2-1
' H:(0,0ﬁ)) = 7 0 2 0 |=
A(1,1,1) 0 0 5

10(z—1)=0= 7' :2—-1=0

b) Como la base es un cuadrado |ﬁ| = |ﬁ| =v0+4+0=2
ELJ@}’@L@? Eﬂu_)ﬂxﬁconméduloz
- =

i 7 k
ﬁx@: 4 0 -3|=(6,0,8), como tiene que tener médulo 2 quedaria
0 2 0
2 6 8
AD= = (6,0,8) = 7,0,7)
\/62+0+82( ) 5 5
11 1
LuegoD:A+ﬁ:(1,1,1)+(g,O,g):(g,l,g)
6 8 11 13
C=B+BC=B+AD=(1,3,1) + ,,07,):(7,377>
5 5 5 5
0O 0 5
—
c)V:HAA’,,@,ﬁ”:| 0 2 0fl=|-12/=124°
6/5 0 8/5

Problema 14.1.4 (2,5 puntos) Una empresa complementa el sueldo de sus empleados segin la
consecucion de ciertos objetivos valorados en funcién de una puntuacién que sigue una distribucién

normal N (100;35). Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular el porcentaje de empleados con una puntuacién comprendida entre
100 y 140.

b) (0,75 puntos) Hallar la probabilidad de que un trabajador obtenga una puntuacién inferior
a 95 puntos.

¢) (1 punto) Determinar la puntuacién minima necesaria para cobrar los objetivos si el 75,17 %
de la plantilla ha recibido dicho incentivo.
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Solucion:

100 —1 140 — 1
a) P(100§X§140):P<¥§Z§%) —P0<Z<1,14) =
P(Z <1,14) — P(Z <0) = 0,8729 — 0,5 = 0,3729 = 37,29 %
95 — 100
b) P(X <905) = P(Z< =) = P(Z< ~0,14) = 1 - P(Z < 0,14) = 1 - 0,5557 =
0, 4443
a— 100 —a + 100> —a + 100
P(X > =Pl|\Z> =P|lZ< —— ] =0,7517 —— = 10,68
C)(—“>(—35> <—35 M= T35 0=
a=176,2
Opcién B
. m -1 1 2m -1
Problema 14.1.5 (2,5 puntos) Dadas las matrices: A = ( >, B = ( ) y
-2 0 m 1 0
0 -1
cC=1-2 1
3 -1

Se pide:
a) (0,75 puntos) Calcular, si existe, el valor de m para el cual se verifica que A'B = C' .

b) (1 punto) Calcular, si existen, los valores de m para los que existe la inversa de AC'y calcular
para m = 0 la inversa de AC.

¢) (0,75 puntos) Calcular, si existe, el valor de m para el cual se cumple que B> = B — I, siendo
I la matriz identidad de orden 2.

Solucion:
mo=2\ 2m? -2 —m 0 -1
a) A'B=[ -1 0 (71” 0): 2m 1 |=[-2 1 |=
1 m 3m -1 3 -1
2m? —2 =10
-m= -1 1
om=-2 =
3m =23
woac—(m (S ) S ey
- 0 m 3 1 3m 2-—m

|AC| = 3m?® + m + 10 = 0 No tiene solucién = I(AC)™* ¥m € R

Sim=0=— AC = (g —22) . (A0) = (1(/)5 1@

)BQ_(zm —1)2_<2m —1) <2m —1)_(4m271 me)
o2 =\1 o) " \1 1 0/ \ 2m -1

2m -1
B’I_(l 0)*

O =
— O
~—— O
Il
VR
s
—

I
—
I
— =
N~



2_ J— p— p—
BQZB7[:>(4m 1 Zm):(Zm 1 1):>

o2m -1 1 -1
4m? —1=2m—1 1
—2m = -1 — m=—
o9m = 1 :

Problema 14.1.6 (2,5 puntos) Un ayuntamiento ha dividido en parcelas parte del terreno muni-
cipal no urbanizable y lo ha cedido a los vecinos para su cultivo. Uno de los vecinos ha decidido
que en su parcela asignada utilizard como huerto una zona rectangular de 72 metros cuadrados,
dejando el resto para plantar frutales e instalar una caseta donde guardar las herramientas nece-
sarias. La zona de huerto estara dividida en dos partes: la parte dedicada al cultivo de hortalizas
serda un rectangulo interior separado de los lados que delimitan el huerto. La separacién sera de
medio metro entre cada uno de los lados de mayor longitud y un metro entre cada uno de los lados
de menor longitud. La franja que delimita la zona de hortalizas la dedicara al cultivo de flores y
plantas aromaéticas.

a) (2 puntos) Calcule las dimensiones del huerto para que el drea de la zona para el cultivo de
hortalizas sea maxima.

b) (0,5 puntos) Calcule el drea de la zona de cultivo de hortalizas.
Solucién:

72
a) Relacion de las dos variables: -y =72 —= y = —

Funcién a optimizar S(z,y) = (z — 2)(y — 1)

2 —22 4x — 144
Sustituyendo: S(z) = (z — 2) (7— — 1) S [
x

x
—x? 4144
S/(I) = % =0= z==12 Area exterior=x - y=72 m?
La solucién negativa no es relevante. losm
0,12) (12, 00) ‘ a0
S'(z) + -
S(x) | creciente | decreciente N\ i

La funcién crece en el intervalo (0,12) y decrece en el (12, 00)

con un maximo relativoen r =12 m— y = — =6 m.

12
b) S(12) = 50 m?.
Problema 14.1.7 (2,5 puntos) Se consideran las siguientes rectas:
@ 1 la recta que pasa por el punto P(1,1,2) y tiene como vector director U= (0,1,2);

. r+y—4=0
- = )
@& s la recta de ecuaciones s = { 92490
@ t la recta paralela a s que contiene al punto P.
a) (0,75 puntos) Estudie la posicién relativa de r y s.

b) (0,75 puntos) Calcule el dngulo que forman las rectas r y t.

¢) (1 punto) Calcule la proyeccién ortogonal del punto P sobre la recta s.
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Solucion:

a) Tenemos:

u =1 =(0,1,2) r=1
uT bl . [
T {PrzP(1,1,2) = r:q y=1+2A
z=242\
T=A
1 T =2\
Py AR _ — (9 _
z=14+=X Ps(0,4,1) z=1+A
PP, =(0,4,1)— (1,1,2) = (-1,3,-1)
-1 3 -1
[PTPS,Q,E)S]: 0 1 2| =9#0= ry s se cruzan.
2 =2 1

b) Tenemos u; = (0,1,2) y uj = up = (2,—2,1)

lur-uz)  1(0,1,2) - (2,-2,1)] 0 w .
cosa:|m|.m‘: = :0:>a:§:90

V59 3v5

rlt

¢) Primero calculamos un plano 7 L s que contenga P(1,1,2):
Uy =up = (2,-2,1) = 7:22—2y+ 2+ X\ =0 sustituyendo P en 7 = 2 —2+2+ X =

0= A\=—2=7m1:2x—2y+2—-2=0
La proyeccién de P sobre s serd el punto P’ de corte de 7 con s:

220) —2(4 =20+ (14+X) —2=0= A =1=— P'(2,2,2)

4 9

— — 7
Problema 14.1.8 (2,5 puntos) Sabiendo que P(AU B) = R P(A) = 20 Y P(B) = —, se pide:

20
a) (0,75 puntos) Calcular razonadamente P(AN B)
b) (0,75 puntos) Calcular razonadamente P(A U B)
¢) (0,5 puntos) Calcular razonadamente P(A — B)

d) (0,5 puntos) Determinar si A y B son sucesos independientes.

Solucion:

a) P(ANB) = P(AUB) =1 P(AUB) = —§:%
b) P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(ANE) = =+ - -1 .3
B 2020 5 5
1 13 4 2
¢) P(ANB) = P(A)+ P(B) ~ P(AUB) = 3s + 22 — = = =
2_3
5 20

1113

=55 30 —> Ay B no son independientes.

@Pmmm:§¢Pmymm
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14.2. Ordinaria
Opcién A
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

TIEMPO: 90 minutos.

Problema 14.2.1 (2,5 puntos) En una obra, para transportar la tierra extraida para la cons-
truccién de los cimientos de un edificio, se usan tres tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los
camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de
tipo C, de 28 toneladas. Habria que traer un camién maés de tipo A para igualar al nimero de
camiones restantes. El 10 % de la capacidad de todos los camiones tipo B supone un séptimo de
la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un tnico viaje cada camién a maxima capacidad, se
han extraido de la obra 302 toneladas de tierra. ;Cuanta tierra ha sido transportada hoy por los
camiones de cada tipo?

Solucién:

Sean x el nimero camiones tipo A, y el niimero camiones tipo B y z el nimero camiones tipo C.

14z + 24y + 28z = 302 7z + 12y + 142 = 151 =7 tipo A
1+x:y1+z = r—y—z=—1 = ¢ y=>5tipo B
0,1'24y:?-282 3y—52=0 z =3 tipo C
Tenemos:
7-14 =98 Tm
5-24 =120 Tm
3-28 =84 Tm

Problema 14.2.2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = ¢/ (22 — 1)2, se pide:
a) (0,25 puntos) Estudiar si es par o impar.
b) (0,75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto = = 1.
¢) (1,5 punto) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

Solucion:

a) f(—x) = f‘/((—av)2 —-1)2 = f/(x2 —1)2 = f(x) = f es par, simétrica respecto al eje de
ordenadas OY

b) f(e) = e

P 4
(..f(l):?)\g/oi:_oo
- f(1) = = = +o0

& f'(17) # f/(17) = f no es derivable en x = 1. (Tampoco lo es en x = —1)
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Otra forma de justificarlo:
El Dom(f") =R —{-1,1} = —1 ¢Dom(f’) = f no es derivable en z = —1.

¢) f'(x) =0= 2 =0y el denominador se anula en z = +1

(700,71) (7170) (071) (1700)
@) - + - +
f(z) | decreciente \ | creciente /' | decreciente “\, | creciente

Hay un méaximo relativo en el punto (0,1). Los puntos (-1,0) y (1,0) son minimos absolutos
ya que f(z) >0 Vzr € R.

(0.1)

(-1,0) 0(0,0) (L,0)

Problema 14.2.3 (2,5 puntos) Sean los puntos A(1,—2,3), B(0,2,-1) y C(2,1,0). Se pide:

a) (1,25 puntos) Comprobar que forman un tridngulo Ty hallar una ecuacién del plano que los
contiene.

b) (0,75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1.
¢) (0,5 puntos) Calcular el perfmetro de tridngulo 7.
Solucién:

a) Tenemos AL = (—1,4,-4), AC = (1,3,-3) y BC = (2,-1,1)
Para que formen un tridngulo los vectores AB y AC tienen que ser proporcionales zﬁ =
k@ = (—1,4,—4) = k(1,3,-3) y Pk € R que verifique esa igualdad, luego los tres puntos
no estan alineados y, por tanto, forman un tridngulo.

AB = (~1,4, —4) z—1 y+2 2-3
El plano serfa: 7 : ﬁ =(1,3,-3) = m:| -1 4 -4 | =0=
A(1,-2,3) 1 3 -3

miy+z2—1=0

b) r: { ?:’ﬁ_g_gl"l’_‘” — i y=—2+44A
r (a_7) Z:3—4)\

Sustituyendo en z = 1 tenemos:

1
(I-=X)-04+(—2+4N)-0+3B—-4N)=1= A= 3 sustituyendo en r el punto de corte es:
1
P(=,o0, 1)
(2
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o) [4B| = v33, [aC| = vis y |BC| = V6
El perimetro serd: v33 + V19 + v6 = 12,55 u
Problema 14.2.4 (2,5 puntos) Se tiene un suceso A de probabilidad P(A4) =0, 3.

a) (0,75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0,5 es independiente de A. Calcule
P(AUB).

b) (0,75 puntos) Otro suceso C' cumple P(C|A) = 0, 5. Determine P(ANC).
¢) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(A|D) = 0,2y P(D|A) = 0,5, calcule P(D).

Solucion:

a) Como Ay B son independientes tenemos P(AN B) = P(A)P(B)=0,3-0,5=0,15
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,34+0,5-0,15=0,65

b) P(C|A)=o,5zp(g(2)‘u:>P(0mA)=o,5-o,3=o,15
P(ANT) = P(A) — P(CNA) = 0,3 —0,15 = 0,15
¢) P(D|A)=P(£(Z)A):o,5=>P(DmA):o,5.o,3=o,15
_  P(AND) P(D)-P(AND) P(D)—0,15
P(AID) = Z5 5 - 5D - TG - 02—
P(D)70,15:0,2P(D):>P(D):06185:0,1875
Opciéon B

(a+1)z+4y =0
Problema 14.2.5 (2,5 puntos) Dado el sistema ¢ (a — 1)y +2=3 , se pide Se pide:
dx +2ay+2=3
a) (1,25 puntos) Discutirlo en funcién del pardmetro a

b) (0,5 puntos) Resolverlo para a = 3

¢) (0,75 puntos) Resolverlo para a = 5.

Solucién:
B a+1 4 0]0
a) A= 0 a—1 1|3 |=|Al=-0a*-2a+15=0=a=-5ya=3
4 2 1|3

® Siae R—{-5,3} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =ntimero de incégnitas
= sistema compatible determinado (solucién uinica)

& Sig=—5:
4 4 0]0 £ 4 4 0]0 o
A= 0 -6 1|3 = | Fy = 0 -6 1|3 = | Fy =
4 —-10 13 Fs+ B 0 -6 1|3 Fs — Iy
-4 4 010
0 —6 1|3 | = sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0 010
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4 4 010 Fy 4 4 010 I3
A= 0 2 1|3 |=| R =1 02 1|3 |=| F =
4 6 13 Fs—-F 0 2 1|3 F5 — F;
4 4 0/0
0 2 1|3 | = sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0 00
b) Sia=3:
vty =0 r= A\
{2y+z:3 = y=-A
z2=3+2)\
c) Sia=5:
6z +4y =0 =0
dy+2=3 ¢ y=0
dr+10y+2=3 z=3

Problema 14.2.6 (2,5 puntos) Dada la funcién real de variable real definida sobre su dominio

.T2

7122 si < —1
como f(x) = , se pide:
2° G a1
siox>—
3—3x

a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de la funcién en R

b) (0,75 puntos) Calcular el siguiente limite lim f(:c)%?*l
T——00

0
¢) (1 punto) Calcular la siguiente integral / f(x)dx
—1

Solucidn:
a) @ Continuidad en z = —1:
z2 _ 1
r—>-1-2+22 3
222 _ 1 —
T— —1% 31— 3z 3
f-1)=3
lim  f(z)= lim f(z)=f(—1) = f escontinuaen z = —1
r— —1- r— —1F

2

@ Enlaramaz < -1 = f(x) = 5 €l denominador no se anula para ningtin valor

x
241
de esta rama y, por tanto, es continua en toda la rama.
2
3—3z
que estd en la rama), donde hay una asintota vertical y habrd una discontinuidad. En
ese punto la funcién tiene un salto infinito. Por tanto, la funcién es continua en toda la
rama menos en ese punto.

@ En la rama ¢ > -1 = f(x) el denominador se anula para x = 1 (valor

@ En conclusién, f es continua en R — {1}.
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z——o00 \ 2 + 12
2 2
— 2 _ z _ —dat+2

222 2 z2
F = dr = — dr = 1 _
©) F(z) /3—33: . 3/1—a: v ( xz):(—erl):fx,lJr_x_H
-tz
xr
s 1

1

2 1 2 x? )
§/ <79:—1+1_x) dx—§<f?fx—ln\lfx| +C

0 2In2 1
f(z)dz = F(0) — F(—1) = ; - 5 ~0,1288
—1

-1 1
Problema 14.2.7 (2,5 puntos) Dada la recta r = IT = % = %, elplanomr=x—2=2y
el punto A(1,1,1), se pide:

a) (0,75 puntos) Estudiar la posicién relativa de r y 7 y calcular su interseccién, si existe.

b) (0,75 puntos) Calcular la proyeccién ortogonal del punto A sobre el plano 7.

¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A respecto a la recta r.

Solucion:
a)
Sl i o
P (1,0,-1) z=—1-2\

Sustituyendo en 7 tenemos:
(I+20)40-A—(-1-20)=2= A=0

Sustituyendo en r:

P(1,0,-1)
b) Seguimos los siguientes pasos:
@ Calculamos t 1 7 tal que A € ¢:
t'{m:ﬂ:(l’o’_l) = t: xii+A
1 P=4(1,1,1) YT

z=1-2A
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@ (Calculamos A’ interseccién de t con 7. Serd la proyeccién de A sobre m. Sustituyendo ¢
en 7 tenemos:
1+M)4+0-(1-MN=2= r=1
Sustituyendo en ¢ tenemos: A’(2,1,0)

c¢) Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculamos 7’ L tal que A € ', up = up = (2,1, -2):
7' 12z +y—2z+ X =0, sustituyendo A tenemos 1 + A =0 = A = -1 = 7’ :
20 +y—22—-1=0

@ (Calculamos el punto de corte P’ de r con 7'

1
21+2) +A-2(-1-20) ~1=0= A= —

1 1 1
Sustit d t P’ (77—7,—7)
ustituyendo en r tenemos 3 3 3

A+ P" 2 2 2 1 5 5
AP o ap g (320 = (L2 E)
T — 33 3) LLY 3733
Problema 14.2.8 (2,5 puntos) La longitud de la sardina del Pacifico (Sardinops sagaz) se puede

considerar que es una variable aleatoria con distribucién normal de media 175 mm y desviaciéon
tipica 25,75 mm.

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas
de calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ;Qué porcentaje de las sardinas
capturadas por un buque pesquero seran de la calidad que espera la empresa envasadora?

b) (0,5 puntos) Hallar una longitud ¢ < 175 mm tal que entre ¢ y 175 mm estdn el 18 % de las
sardinas capturadas.

¢) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequenas. jCual
es la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequena?

Solucion:
N(175;25,75)
160 — 175
a) P(X > 160) = (Z > W) = P(Z > —0,58) = P(Z <0,58)=0,7190 = 71,90 %
t—175 175 — 175) (t — 175 )
< < = < < — | = < < =
b) P(t < X <175) P(25,75 sZs 25,75 P 25,75 £2s0
t—175> ( t—175>
P(Z<0)—-PlZ< = —-PlZ< =0,1
(Z<0) ( — 25,75 0,5 — 25,75 0,18
t— 175 t—175)
< g <— frng — =
P(Zf 25,75) 0,32=>P<Z7 575 1-0,32=0,68 =
t— 175

150 — 175

: = < = <
c¢) B(10;p) donde p = P(X < 150) (Z TR

1 - P(Z<0,97) =1 - 0,8340 = 0, 166
Luego B(10;0,166), p=0,166 y ¢ = 0,834

P(X>1)=1-P(X <1)=1-P(X =0) = 1-(

) = P(Z < —0,97) =

10

0 )0, 166°-0,834'° = 1-0,1628 = 0, 8372

164



14.3. Ordinaria-Coincidente
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A
2a 1 1
Problema 14.3.1 (2,5 puntos) Dada la matriz real A = a 3 —6 |, se pide:
a+1l 1 a

a) (1 punto) Estudiar el rango de la matriz A en funcién del pardmetro a.

b) (1 punto) Calcular, en el caso de que exista, la inversa de A para a = 0.

z 0
¢) (0,5 puntos) Resolver el sistema A| y | = | 0 | para el caso a = 1.
z 0

Solucion:

9
a) |[Al=5a*+4a—-9=0= a:—gyazl

* SiaeR-— {—%,1} — |A] # 0 = Rango(4) = 3.
. 9 1
- Sla:—goazlcomo 3 6’:—97&0:>Rango(A):2
01 1 —2/3 —1/9 1
b)Sia=0= A=[0 3 —6|y|Al=-9#0=347'=( 2/3 1/9 0
11 0 /3 —1/9 0

¢) Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, siempre tiene solucién. En nuestro caso
|A| = 0 para a = 1 y serd un sistema compatible indeterminado. Tendremos:

9
T=—=A
2 1 1 T 0
2 1 1 2 0 Troy b= 5

z=A
Problema 14.3.2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 2 + 2 + z, se pide:

a) (1,25 puntos) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) con minima
pendiente.

b) (1,25 puntos) Calcular el drea de la regién acotada comprendida entre la grafica f(z) y la
recta y = x.
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Solucion:

a) Llamamos g(x) = f'(x) = 32% + 22 + 1, g es la funcién de pendientes de f:
1
J(@)=6z+2=0=— x=—=

3

1" _ 1" 1 _ 1 -
J'(x)=6=¢ ~3 —6>0$x——§esunm1mmo.

1 2 1 7
T = /<——> = — b= (_7) _
enemos que m = f 3 3 y f 3 5
—b=m(r —a) = +l,2 +1):> 2 L
y-o=mE—a Yo7 3\" T3 Y=3% 7 97

y=2x/3-1/27

0(0,0

(1341/27)

b) Calculamos los puntos de corte de f(z) con y = 2 = Bttt r=r= 23 +2°=0=

x =0y x = —1. El recinto de integracién serd Sy : [—1, 0]
0 0 4 370
1
S, — _ dr = 3 2 dr = r -
= [ U@-na= [ @ty T ] =

1
S =8| = 75 = 0,0833 u?

Y

00,00

Problema 14.3.3 (2,5 puntos) Sean los planos 711 : y =z, me iy =ax+1,m3:2=—-1ymy:2z=1

a) (0,5 puntos) Compruebe que son paralelos los planos 71 y w2, y que son paralelos los planos
T3 Y 4.

b) (0,5 puntos) Compruebe que los planos 71 y 72 son perpendiculares a los planos 73 y 4.

c¢) (0,5 puntos) Halle una recta que sea paralela a los cuatro planos y pase por el punto (1,0, 2).
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d) (1 punto) Halle dos planos perpendiculares a 71, 7, 3 y 74, que cumplan que el volumen
del paralelepipedo comprendido entre los seis planos sea 1.

Solucion:
m:x—y=0,m:z—y+1=0,m3:2+1=0ym:2—1=0
1
a)W1C0n7T2:>I:71:’7é71:>771H7T2
. 1 1
7T300H7T4:>*:*:I7éjl:>7r3”7r4
Ups = Uy, = (0,0,1)
Un, u_m,>:0+0+0:0:>u_m>J_u_7r3>:>7T1y7r2J_773ya7r4
7T
U = XUm =|1 -1 0|=-(1,1,0) v
c) r T y=2A
0 0 1
z=2

P.(1,0,2)

d) Tenemos:

Uy = Uy X Umy = —(1,1,0) :

m:x+y+ pu =0, podemos poner y =0—= m
7:rx+y=0y 7 :x+y+ =0y el volumen encerrado "
por este paralelepipedo seria:

V =d(m,ma) - d(mg,my) - d(m, ") =1

@ Calculamos d(m,m2) para ello cogemos un punto de m = P(1,1,0) y tenemos:
n—1+1 1
d T, T = d P77T - —_ =
(1, m2) = d(P, m2) 7 7
@ Calculamos d(ms, m4) para ello cogemos un punto de 73 = (0,0, —1) y tenemos:
| —1-1]
d(m3,my) =d(Q,m4) = ———— =2
(3, m4) = d(Q, 74) i
@ Calculamos d(m, ') para ello cogemos un punto de 7 = H(1,—1,0) y tenemos:

ﬂmwﬁzduﬁwy:“_;;A|:5%

1 A _
Tenemos: 1 = — -2 | |:>\)\|:1:{/\ 1

52 o

Habria dos soluciones para el plano 7 : x + y = 0 elegido:
&« Six=—-1=7:2+y—1=0
&« Six=1l= 7 :2+y+1=0

Problema 14.3.4 (2,5 puntos) En los juegos de rol, cada vez que se lanza un ataque este puede
resultar en golpe critico o no.

a) (1,25 puntos) En cierto juego de rol, para determinar si un ataque es critico o no, se tira
una moneda a cara o cruz. Si se obtiene una cruz, el ataque no sera critico. Por contra, si se
obtiene una cara, entonces se lanza un dado de 10 caras numeradas del 1 al 10. Solo en caso
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de que también se obtenga una puntuacién mayor o igual a 9 en el dado el ataque es critico;
en caso contrario el ataque no sera critico. Calcule la probabilidad de que, de entre 5 ataques
lanzados, se obtengan 3 o menos golpes criticos.

b) (1,25 puntos) En otro juego de rol se sabe que la probabilidad de ataque critico es del 20 %.
Aproximando mediante una distribucién normal, calcule la probabilidad de que, de entre 100
ataques, se obtengan no menos de 15 y no mds de 25 golpes criticos.

Solucion:

a) Sean C cara, X cruz, @ critico y @ no critico.
2 1 1 1
p=P(Q) = PQIC)P(C) + PQIX)P(X) = 1 -5 +0- 5 = 2 =0,1 2
Tenemos n = 5 = B(5; 0, 1) 12 8/10

P(X<3)=1-P(X>3)=1-[P(X=4)+P(X =5)] = .
12 0
1- Ki) -0,1*-0,9" + (2) -0,1° ~0,90} =0,99954 -\'<7

b) p=0,2,n=100> 10, np=20>5y ng=80>5—=
N(np,/n
B100;0,2) " "™ N (20, 4)
14,5 -2 2 —2
P(15§X§25):P(M§Z§¥>:P(—1,38§Z§1,38):

P(Z<1,38)—P(Z<-1,33)=2P(Z <1,38) —1=2-0,9162 — 1 = 0,8324
Opcion B

Problema 14.3.5 (2,5 puntos) Un dietista veterinario ha establecido la alimentacién diaria (en
términos de grasas, carbohidratos y proteinas) de un quebrantahuesos pirenaico que se ha recogido
en el hogar de recuperacion de fauna en el que trabaja. Se sabe que el quebrantahuesos necesita 500
g de alimento al dia y que necesita 2500 Kcal. También se sabe que cada gramo de grasa proporciona
9 Kcal, cada gramo de carbohidratos 4 Kcal y cada gramo de proteinas 4 Kcal. Debido a que el ave
ha llegado en un estado de debilidad, el veterinario estima que el consumo de carbohidratos debe
ser 40 g mas del doble de proteinas. Determine la cantidad de kilocalorias diaria que obtendré el
quebrantahuesos procedentes de grasas, de carbohidratos y de proteinas.

Solucién:

Sean x gramos de grasas, y gramos de carbohidratos y z gramos de proteinas.

z+y+2=>500 z+y+2=>500 z = 100 gramos
9z + 4y + 42 = 2500 = 9z + 4y + 42 = 2500 = y = 280 gramos
y =40+ 2z y—2z=140 z = 120 gramos
Por Gauss:
1 1 1 | 500 " 1 1 1 500 P
A= 9 4 4 | 2500 = | F,—-9F | = 0 -5 —51|—2000 = | Fy =
0 1 -2 40 F3 0o 1 -2 40 S5Fs + Iy
1 1 1 500 —15z = —1800 = z =120
0 -5 =5 | —2000 == —by — 600 = —2000 = y = 280
0 0 —15|—1800 x + 280 4 120 = 500 = z = 100

La solucién seria:
100 -9 = 900 Kcal de las grasas

280 -4 = 1120 Kcal de los carbohidratos
120 - 4 = 480 Kcal de las proteinas
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_Ja?—x -2

Probl 14.3.6 (2,5 tos) Dada la funcié = ————— se pide:
roblema (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) 2 1 om 1 e pide

a) (1 punto) Hallar, si existen, las asintotas de la grifica de f.

b) (1,5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y calcular, si existen,
sus extremos relativos.

Solucién:
h(z)=2?—2-2=0= a=—-1yx=2

hz) <-1
—  si < —
(oo D[ (1.9 [ @.0) A2 -
i _ + = f(z) = 57— si —l<ax<2
h(x) 59
T
2+ 22 +1
2 —x—2 <
Pyoar1 O TS
— 2
Luego f(x) = % si —l<ax<2
2 —x—2 9
7;102—1—23:—&—1 S1 xr >
a) Asintotas:
@ Verticales en z = —1:
i 22—z —2 0} L'H ” 2r — 1 {—3} .
m —=]=|= fm = || = +00:
r— —1- 22+ 2z +1 0 z—s —1— 22 + 2 0- '
i —224+x+2 O}L'H 3 —2zr+1 {3} n
1m —_— = | = = im - = | —| = 400
— 1+ 22+ 22 +1 0 z—s —1+ 2z +2 0+ ’
@ Horizontales: y = 1
p , 2 —x—2
A S = A e T
3 3 x*r-—x—2

@ Oblicuas no hay por haber horizontales.

y

x=-1

L0 0T (2,0)
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3

m si r<—1
3
3 .

m S1 x> 2

La derivada no se anula nunca lo que nos afirma que no hay extremos por este método de
célculo. La funcidn serd creciente en el intervalo (—oo, —1)U(2, 00) y decreciente en el (—1,2),
con un minimo relativo en el punto(2,0).

-1 2
Problema 14.3.7 (2,5 puntos) Dadas la recta r = o % -z +1 y los planos m# = x 4 2y +

3 —
22—1=0y 7' =2x+2y+2+4=0, se pide:
a) (0,75 puntos) Comprobar que los planos 7 y 7’ se cortan. Hallar el dngulo que forman.
b) (0,75 puntos) Estudiar la posicién relativa de r y . Hallar, si es posible, el punto de corte.

¢) (1 punto) Hallar los puntos de la recta r que equidistan de los planos 7 y 7’.

Solucion:

. { u=03,1,-1) _ ;ii+3/\
Pr(1707_2) 2 =—92 -\

= (1,2,2); ur=(2,21)

1 2 2
a) §#§#I:>ﬂy7r’secortan.

—
T D IV I .
lun ] 24442 8 orersss

coso = = =
aal - Ju’l — VO-VO 9

4
b) Sustituimos r en m: (1 4+3X) +2X+2(—2 - —-1=0= X = 3Ty se cortan en el

to (5 4 10)
nto:{ 5, =, ——=
pu 73’ 3

c) Per= P(1+3\\ —2—))y tenemos: d(P,m) =d(P,n") =

(143X +2X+2(—2—X) — 1| [2(1+3\) +2X+ (=2 — \) + 4]
V9 - V9

BA—4=TA+4=> A= —2= Qi(-5,—2,0)

B — 4] = [TA+4] = { BA—d=-TA—4= A=0= Qa(L,0,-2)

Problema 14.3.8 (2,5 puntos) Siete de cada veinte personas que entran en cierta joyeria acaban
comprando algin articulo. El 75 % de las personas que se marchan sin comprar nada tienen menos
de 50 atnos y el 80 % de las personas que realizan alguna compra tienen al menos 50 anos. Entra

un cliente en la joyeria. Se pide:
a) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea menor de 50 afios.

b) (1,25 puntos) Sabiendo que tiene como minimo 50 afios, hallar la probabilidad de que salga
de la tienda sin haber comprado nada.
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Solucién: o o
Sean C' compran, C' no compran, M menos de 50 anos y M no es menor de 50 anos.
7

P(C) = 55 = 0,35; P(M|C) =0,75; P(M|C)=0,8

a) P(M) = P(M|C)P(C) + P(M|C)P(C) =
0,2-0,35+0,75- 0,65 = 0, 5575

P(M|C)P(C)  0,25-0,65
P(M)  1-0,5575

b) P(C|M) = = 10,3672

14.4. Extraordinaria
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcion A
Problema 14.4.1 (2,5 puntos)

. 2 10 b 0 .
DadaslasmatrlcesA—(_l 0 2>yB—(1 b),seplde.

a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de A’A.

) (
b) (0,5 puntos) Calcular el rango de BA en funcién de b.
) (0,75 puntos) Calcular B~! para b = 2.

) (

c
d) (0,75 puntos) Para b = 1, calcular B®.
Solucion:
2 -1 5 2 =2
a) A= 1 0 (—32)3): 21 0 | =
0 2 -2 0 4
|A*A| =0
b 0 2 1 0 26 b 0
b)BA:<1 b)<—102):(2—612b>
26 b | o _
’2—b 1’_b =0= b=0

Si b # 0 = Rango(BA) =2
Si b =0 = Rango(BA) =1

2 0

1 2>:>\B|:4¢0:»33f1:( 1/2 0)

C)Sib:2:>( “1/4 12
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_ =

d)Blz( (1)),32:(;?)733:<;’?)’...7Bn:(i?):35:

(5 1)

Problema 14.4.2 (2,5 puntos) Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nue-
vo vehiculo hibrido. El gasto en litros de combustible por cada 100 kilémetros en funcién de la
velocidad, medida en decenas de kilémetros por hora, es

5
E” si 0<v<3
c(v) = ,
14—4v—|—% si v>3

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehiculo tiene que circular a mds de 3 decenas de
kilémetros por hora, ja qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?

b) (1,5 puntos) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1 < v <8,
jcudles serdn el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

Solucion:

2

2
a) c(v)=14—4v—|—v—:>c’(v):—4+§:O:> v="06

d"(v) = 3= d"(6) = 3 > 0 = v = 6 es un minimo relativo, en nuestro caso también es

absoluto. El vehiculo tiene que circular a 60 km/h para que el consuma sea minimo.

b) Enlarama l<v <3 = c(v) = %) es ¢(l) = g y ¢(3) =5 el consumo es creciente en esta

rama. Cuando la velocidad llega a 3 decenas ¢(3) = 5, a partir de este momento el consumo
decrece hasta llegar al minimo calculado anteriormente ¢(6) = 2 y a partir de esta velocidad

1
el consumo es siempre creciente llegando a ¢(8) = 3 consumo inferior a ¢(3) = 5, luego el

consumo maximo se tiene al circular a 30 km/h méximo absoluto, y el consumo minimo serfa
. 5 .

cuando circula a 10 km/h ¢(1) = 3 minimo absoluto.

Miix(3,5) absoluto en 1<v<8 /

(8.103)

Min(6,2) relativ
/(1,5/3) Min absoluto in(6,2) relativo b5

(0,0)

Problema 14.4.3 (2,5 puntos) Sean el plano 7 : z = 1, los puntos P(1,1,1) y Q(0,0, 1) y la recta
r que pasa por los puntos Py Q.

a) (0,25 puntos) Verifique que los puntos P y @) pertenecen al plano .

b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.

172



¢) (1,25 puntos) Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccién ortogonal sobre el plano

‘ ™ .
7 sea la recta r, con la cual forme un dngulo 1 radianes.

Solucion:

a) Sustituyendo Pennm=— 0-14+0-1+41=1= Pen
Sustituyendo Qenm = 0-0+0-0+1=1= Q€

=
b) r: ﬂz@?:(l,l,()) = r: gycz)\
P.=Q(0,0,1) =1
Sustituimos ren z=0= 0-A4+0-A+1=1#0= r | {z =0}
s|lryse{z=0} = u =u, = (1,1,0) y P, cualquier punto de z = 0 por ejemplo

P,(0,0,0):

VAl

w ey
|

S > >

c¢) Sea el plano ' L 7 tal que t C 7’ y r = 7’ N7, es decir,  es la proyeccién ortogonal de ¢

%
. u; = (a,b,¢)
sobre w. Sit: { tendremos:
P, =P(1,1,1)
T =0 <3
‘O 4
w /@
t vy
i =
m
@@= xa
T /7 ’
=5 ; ﬁ{ @

!

- =
i 3 k

g =upxui=| 1 1 0|=(c-cb—a)y
a b ¢
- = 7
i j k

U =Up XUp=| 1 1 0|=(1,-1,0 =
0o 0 1

c=1

(¢,—¢,b—a)=(1,-1,0) = { a—b

=
Por otro lado cos(r, t) = [y - ] = 1,1,0) - (,b,0)] = o + 4] _ 1 —
’ ‘7T7>||'Uf_>t| V2vVa2 + b2 + 2 V2vVaZ + b2 + 2 V2
la+b=Va2+0?+32 = (a+b)’=0a’+b"+ =

— 1 1
R A

2ab =1 2 \ﬁ
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1 1 1 1
* Si :b:7:>_>_ abv _(7,771):7171a\/§
ia 5 u; = (a,b,c) oA 2( )
z=1+A\
t{?igéll’f/f)) = t:{ y=1+2A
t — ) Z:1+\/§)\
1 IR 11
* Sia=b= _72 = Uy = (a7b,c) - _727_7271 = _7(1717_\/5)
r=1+A\
gt — [0
t = (7 a) 2_1_\/5)\

Problema 14.4.4 (2,5 puntos) Sabiendo que P(A) = 0,5, P(A|B) = 0,625y P(AU B) = 0,65,
se pide calcular:

a) (1,5 puntos) P(B) y P(AN B).
b) (1 punto) P(A|JAUB)y P(ANB|AU B).

Solucién:
a) P(AB) = P(;l(;)B) — 0,625P(B) = P(AN B)
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB) = 0,65 =0,5+ P(B)— P(ANB) = 0,15 =
P(B) — P(AN B) — 0,15 = P(B) — 0,625P(B) = 0,375P(B) — P(B) = 00’31755 ~0,4
P(ANB) =0,625P(B) = 0,625 - 0,4 = 0,25
_P(An(AuB))  P(A) 0,5
b) P(AJAUB) = P(AUB)  P(AUB) 0,65 = 0,7692
_ P((ANB)N(AUB)) P(ANB) 0,25 _
P(ANB|AUB) = FIAUE) —P(AUB)—O’65—O,3846
Opcién B

—2x+y+kz=1
Problema 14.4.5 (2,5 puntos) Dado el sistema kx—y—2z=0 | se pide:
—y+(k—1)z=3

a) (1,25 puntos) Discutirlo en funcién del pardmetro k.
b) (0,5 puntos) Resolverlo para k = 3.
¢) (0,75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solucién particular con
T =2
Solucién:
o -2 1 k 1
A= & -1 1|0 ); |A/=kB-2k)=0=
0 -1 k-—1|3



- Sia;«éOya;«é§:> A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
2

sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sik=0:
B -2 1 0|1 F -2 1 0|1
A= 0 -1 —-110 = F = 0 -1 —-110 e
0 -1 —-113 Fs — Fy 0 0 013
Sistema Incompatible
3
& Sik=—:
T
- -2 1 3/2|1 o -2 1 3/2]1
A= 3/2 -1 =110 = | 4F5 + 3F} = 0 -1 1/2 3 =
0 -1 1/2|3 F3 0 -1 1/23
o -2 1 3/2|1
Fy = 0 -1 1/2|3 | =
F3; — Iy 0 0 00
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sik=3:
—2r4+y+3z=1 x=-1/3
3r—y—2=0 = { y=-5/3
—y+2z2=3 z2=2/3
Por Gauss:
-2 1 311 Fy -2 1 3|1
A= 3 -1 —-110 = | 2F, +3F; | = 0 1 713 =
0 -1 213 F3 0 -1 213
F -2 1 3|1 92=6=—= 2=2/3
F = 01 7|3 = y+14/3=3= y=-5/3
F3; — Iy 00 9|6 —2r—-5/34+2=1= x=-1/3
. 3
c) Slk:§(SCI):
3 r=-24A
—2x+y—|—§z:1
= y=-3+:zA
3 2
—r—y—2=0
2 zZ=A

Problema 14.4.6 (2,5 puntos) Dadas las funciones
flx)=2+2z—22% y g(z) =2 — 6z + 4a* + 223,
se pide:

a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de h(z) = | f(z)]

175



b) (1,5 puntos) Hallar el drea de la regién acotada por las curvas y = f(z), y = g(z), z =0y
T =2

Solucion:

a) la funcién es el valor absoluto de un polinomio y es continua en R, también es derivable en
las tres ramas de la funcién, hay que estudiar la derivabilidad en los puntos f(z) = 0 =

1+
2422222 =0= x = 2\/5:> r=1,62y z=—0,62.
(—o00;—0,62) | (—0,62;1,62) | (1,62;+00)
f(@) - + -
h(z) = —f(z) f(@) —f(z)
Tenemos:
222 — 22 —2 s r < —0,62
h(z)=<{ —222+22x+2 si —0,62<z<1,62 —
2% — 20 —2 i x>1,62
4dr —2 si r < —0,62
W(z)=< —4x+2 si —0,62<z<1,62
4o — 2  si xz>1,62

@ Derivabilidad en z = —0,62:
h'(—0,627) = —4,47 y h/(—0,62") = 4,47 = h'(—0,627) # h/(—0,627) = h no es

derivable en z = —0, 62

@ Derivabilidad en z = 1, 62:
R'(1,627) = —4,47 y h'(1,627) = 4,47 = 1/(1,627) # h'(1,627) = h no es

derivable en x = 1,62
@ La funcién es continua en R y derivable en R — {—0,62;1, 62}

\\ g

- R

(-0,62;0) (1,62;0)

b) Hacemos f(z) = g(x) = 242z — 227 =2 — 6x +42? + 22 —= —22(2® +32—4) =0 =
x=—4, 2 =0y x = 1. Entre las rectas = 0 y £ = 2 las curvas se cortan en z = 1 —>
tendremos dos recintos de integracién Sp : [0,1] y Sz : [1, 2]

F(z) = /(f(x) —g(z))dz = /(72303 — 622 + 8x) dx = f% — 223 + 422

Si= /1 (—22° — 62° + 8z) dw = F(1) — F(0)
0
SQ:/2(—2x3_6x2+8$)dx=F(2)—F(1):_8_2:_2
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22

19
— = _—= —— = 11 2
S=ISi+1Sl =5+ =2 =1lu

N W

Problema 14.4.7 (2,5 puntos) Dados el plano 7 : x + 3y +2z 4+ 14 =0 y la recta r = { i i 2 ,
se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar el punto del plano 7 més préximo al origen de coordenadas.

b) (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del eje OZ sobre el plano .

¢) (1 punto) Hallar la recta con direccién perpendicular a r, que esté contenida en 7, y que
corte al eje OZ.

Solucion:
:{:17:2 . Iii _ '{17;:(0,1,0)
"=1z=5 " Z;S "1 P(2,0,5)

Tir4+3y+2:4+14=0= u, = (1,3,2)

a) Calculamos una recta t L 7 tal que O(0,0,0) € ¢

— — =\
Ut = Ug = (13352)

t:{ _ = t: ¢ y=3A
P, =0(0,0,0) L — 9\

Sustituyendo ¢ en m: A+ 3(3A\) +2(2A\) + 14 =0 = X\ = —1 y sustituyendo en ¢ tenemos el
punto Q (—1,-3,—-2)

%
[ u;=1(0,0,1)

b) Sea la recta s : { P, = 0(0,0,0)

recta sobre el plano 7 se calcula como la interseccién de dos planos, uno es el mismo 7 y otro

que define el eje OZ. La proyecciéon ortogonal de esta

™
— e vy
= (1,3,2)u; = (0,0,1)
s {UWf(’, ’ o = r=|1 3 2 |=3r—y=0
Py =0(0,0,0) 0 0 1
3r—y=0

- /.
La proyeccion s’ : { T+3y+2:+14=0

c) Sea u = (a,b,c) el vector director de la recta que buscamos, tiene que cumplirse:
u L g =(a,bc) (1,3,2) =a+3b+2c=0

u L= (a,b,c)-(0,1,0)=b=0
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Luego { b=0 — U = (=2¢,0,¢) = ¢(—2,0,1)

a+2c=0= a=-2c
Ahora calculamos el punto de corte de 71 con OZ = 0+ 0+ 224+ 14 =0= z= -7 =

Fi(0,0,-T7)
UZ:(—Q,O,]-) _
l {PI(O,O, 7 = y=20
z=—=T+A

Problema 14.4.8 (2,5 puntos) El 65 % de los universitarios de 18 afios que intentan superar el
examen practico de conducir lo consigue a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18
anos que ya han superado el examen practico de conducir. Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran més de un
intento para superar el examen practico de conducir.

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mds de un
intento para superar el examen préctico de conducir.

c¢) (1 punto) Aproximando por una distribucién normal, determinar la probabilidad de que,
dados 60 de estos universitarios, como minimo la mitad superase el examen practico de
conducir a la primera.

Solucién:
a) Tenemos una binomial B(10;0, 35)

1
P(X =3)= < 30) -0,35%-0,65" = 0,2522

b) Tenemos una binomial B(10;0,35)

10
PX>0)=1-P(X=0)=1- (0> -0,35%-0,65'° = 0,9865

c¢) Ahora tenemos una binomial B(60;0,65). Como n > 10, np =39 >5Y ng =21 > 5 =
N(np,/
B(60;0,65) "D N (39, 3,6946)
29,5 — 39

14.5. Extraordinaria-Coincidente

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A
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Problema 14.5.1 (2,5 puntos) Se consideran las matrices A = (a 2), B = ( 1 2) yC =

2 4 b+c 2
( c 2a + 4
4b+4c+ 2 11
simultdaneamente estas tres condiciones:

), Determine los valores de a, b y ¢ sabiendo que dichas matrices verifican

@ la matriz AB es simétrica, es decir, coincide con su traspuesta.
@ la matriz A + B no tiene inversa.
@ la matriz AB — C es igual a la matriz identidad.

Solucion:

Dte 2)= (i 150 ™)

Ea+2b+ 2a+4):<a+2(b+0) 2(2b+20+1))

2b+20—|—1 12 2a 4+ 4 12
2b+2c—|—1):> a—2b—2c=-1

_(a 2 1 2 . a+1 4
(tA+B_(2 4>+(b+c 2>_(b+c+2 6)

|[A+ B =2Ba—2b—2c—1)=0= 3a—2b—2c=1

_ a+2(b+c) 2a+4> ( c 2a+4)_<1 0)
('AB_C_I:(2(2b+2c+1) 12 ) " \Wbtder2 11 )"\ 1)

<a+2b+c 0) _ (1 0) 4% te—1

0 1 0 1
a—2b—2c=-1 a=1
- 3a—2b—2c=1 = b=-1
a+2b+c=1 c=2
Por Gauss:
1 -2 -2 -1 F 1 -2 -2| -1
A= 3 -2 =21 =| Ih—-F | = 2 0 0 2 —
1 2 1 1 Fs+ Fy 2 0 —-1]0

20=2=—=a=1
20 —c=0=—= c=2
1-2b—4=—-1=— b=-1

Problema 14.5.2 (2,5 puntos) Se quiere construir un depésito de barro cilindrico de volumen
4327 dm? para elaborar un vino artesanal usando técnicas antiguas. El depésito se sitta vertical-
mente, apoyado sobre su base circular. Se sabe que al utilizar ese material poroso se produce, con
el tiempo, una pérdida de liquido a través de la superficie que estd en contacto con el vino. Dicha
pérdida a través de la pared lateral es de 10 cl por dm? y a través del suelo de 20 cl por dm?.
Calcular las dimensiones que debe tener el depédsito para que la filtracion de vino sea minima.

Solucion:
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432
- V=432r=mr’h— h=—5

@ Area lateral Sy(r,h) = 2nrh =
7 432 864
/ Si(r) = 2777“i2 = ﬂ La pérdida por este
r T
B 27r 864w  86,4m

area serfa: Pj(r) =0,1— =
( 3" r r

& Area de la base Sy(r) = mr?. La pérdida por este
4rea serfa: Py(r) = 0, 271>

4 3 4432
& La pérdida total P(r) = 0, 2rr2 4+ 20047 _ w(r® + 432)
T

or
2m(r® — 216
- P{(r)z%zOﬁ r =6 dm
(0,6) (6, 00)
P/(r) - +
P(r) | decreciente N | creciente

La funcién es decreciente en (0, 6) y creciente en (6, c0) con un minimo relativo para un radio

1
de 6 dm con una pérdida total y minima de P;(6) = ? ~ 67,858 cl. La altura del depdsito
432 432
= — = — = 1
es de h 2 36 2 dm

Problema 14.5.3 (2,5 puntos) Consideremos las rectas

y—1 2-2 8:{z+2z:1
-1 1 " T ly-=z=1

x
r=-=
1

a) (1 punto) Determine la posicién relativa de las rectas r y s, y calcule su interseccién si existe.
b) (1 punto) Calcule una ecuacién del plano que contiene a r y s.

¢) (0,5 puntos) Indique el dngulo que forman las rectas r y s.

Solucién:
— x A
AR = (i
r{Y, 1, Py 2+)\
{x—l—?z-l _ xfi;% _ {17;:(_2,1,1)
y—z=1 R T * 1 Py(1,1,0)
z=p
o
a) P.Ps=(1,1,0)—(0,1,2) = (1,0, —2)
1 0o -2
[PTPS,zTT),u_;]: 1 -1 1|=0= ry sestden el mismo plano.
-2 1 1
%
uy (1 -1 1)_
ComoRango<175>>—<72 1 1—2:> ry s se cortan.
A=1-2u
A=-1
1-A=14+p = -1 :>Pcorte(_1a2a1)
24+ A=u o=
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z
1) = | 1 -1 1l=-2z-3y—2+5=0
1

m:204+3y+2—-5=0
AR T VN VoA

Problema 14.5.4 (2,5 puntos) Se tiene un dado de nueve caras numeradas con los nimeros del
2 al 10, cada uno con igual probabilidad de salir al lanzar el dado.

= a = 61°52'28"

a) (0,5 puntos) Si se lanza una vez el dado, calcule la probabilidad del suceso “el resultado es
un ndmero primo”.

b) (1 punto) Se lanza el dado dos veces consecutivas y se suman los resultados. Calcule la
probabilidad de que la suma sea par.

¢) (1 punto) Se lanza el dado dos veces consecutivas y la suma de los dos resultados es impar.
Calcule la probabilidad de que el resultado del primer lanzamiento haya sido primo.

Solucion:

a) Q={2,3,4,5,6,7,8,9,10}
4
P(primo) = - = 0,4444444444

o=
21314 (5167|8910
214516 7|89 |10]11]12
31516 |7 ]8]9|10|11 1213
416|718 19|10]11 12|13 |14
5| 71819101112 |13 |14 |15 41
b) Q= 6 T8 9 10l1il1i2l 13141516 — P(par) = 3" 0,5061728395
719101112 |13 |14 | 15|16 |17
8§ 11011 (12|13 |14 | 15|16 |17 |18
9 (111213 |14 | 15|16 | 17| 18|19
10112 13|14 | 15|16 | 17 |18 |19 | 20

¢) Sea P suma par, I suma impar y Prl primo en el primer lanzamiento.
P(PrinlI) g 19

P(Pri|I) = I S = 4 = 0:475
81

Opcién B

Problema 14.5.5 (2,5 puntos) Una empresa conservera fabrica latas de macedonia de frutas
(melocotén, pera y pinia) de 1 kg. Las latas contienen 750 gramos de fruta y el resto es agua y
azlucar. Si la empresa utiliza la misma cantidad de todas las frutas, el coste en fruta por lata para la
conservera es de 1,8 euros y, si utiliza 0,25 kg de melocotén y 100 gramos més de pina que de pera,
el coste en fruta por lata es de 1,9 euros. Si la empresa paga 18000 euros por un lote compuesto
de 3000 kg de melocotén, 3000 kg de pera y 2000 kg de pina, calcule el coste para la empresa de
cada kg de melocotén, de pera y de pina.
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Solucién:
Sean x coste kg de melocoton, y coste kg de pera y z coste kg de pina.

0,25z + 0,25y + 0,252 = 1,8 5 + 5y + bz = 36 r=2€
0,252+ 0,2y +0,32=1,9 - S5r+4y+62=38 — y=1,6€
3000z + 3000y + 2000z = 18000 3r+3y+22=18 z=3,6€
Por Gauss:
5 5 5|36 I3 5 5 5 36
A= 5 4 6|38 = | Fr—Fy = 0o -1 1 2 =
3 3 2|18 5F; — 3F} 0 0 —-5]|-18

—52z2=—-18— 2=23,6
—y+3,6=2— y=1,6
5+ 8+18=36 = x =2

Problema 14.5.6 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = * — 42 — 1.

a) (0,5 puntos) Estudie los méximos y los minimos relativos de f.

b) (0,5 puntos) Justifique que la funcién f se anula en un punto del intervalo [0, 2].

c¢) (0,75 puntos) Justifique que la ecuacién 2 — 42 — 1 = 0 solo tiene dos raices reales.

d) (0,75 puntos) Halle el drea comprendida entre la grafica de la funcién f y la recta y = —4z.
Solucién:

a) fl(x) =42 —4=0= 2z =1

(—o00,1) (1,00)
f(x) - +
f(x) | decreciente N | creciente

La funcién es decreciente en (—oo, 1) y creciente en (1, 00) con un minimo relativo en (1, —4).
Por la segunda derivada serfa f”’(z) = 122> = f”(1) =12 > 0 = x = 1 es un minimo
relativo.

b) La funcién es continua en todo R por ser un polinomio y, por tanto, continua en [0, 2]. Ademds
f(0)=—-1<0y f(2) =7>0, por el teorema de Bolzano 3c € (0, 2) tal que f(c) = 0.

¢) Tenemos una funcién continua, que cumple:
& i = i =
T F0) =t fle) = oo
@ La funcién decrece (—oo, 1) y crece (1, 00) con un minimo relativo en (1, —4), por debajo
del eje de abscisas.

@ la funcién tiene que cortar necesariamente solo en dos puntos del eje de abscisas para
llegar a ese minimo.

d) Calculamos los cortes de ambas funciones: z* — 4z — 1 = ~dz = 2 — 1 =0 = = = £1,
solo habrd un recinto de integracién S; : [—1,1].
1 1 5 1
x 4 4 8
S, = - dr = L Dde = = — = Z=_C
= [ U@ —genir= [ @ o= o] = gofe 2
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=1

00,0

(1,663;0)

Min(1,4)

Problema 14.5.7 (2,5 puntos) Dada la recta r = { y el punto A(4,—3,4), se

pide:

a) (1,25 puntos) Calcular la distancia del punto A a la recta r. ;En qué punto de la recta se
alcanza?

b) (1,25 puntos) Calcular el volumen del tetraedro determinado por los planos z = 0, y = 0,
z =0y el plano perpendicular a r que pasa por el punto A.

Solucion:
r=4+ A —
Jrty+z=2 . o {ur:(l,—Q,l)
T'{x—z:él = 7r: g;:/\Q 20 = Po(4,—2,0)

a) Para encontrar el punto de r més préximo a A calculamos un plano 7 L r tal que A € 71 =

=1 =(1,-2,1) = 7T:x—2y+z+)\:OA=ET>r4+6+4+/\=0:> A=-l4d= 7:

r—2y+z—14=0.
Ahora calculamos el punto A’ de corte entre 7 y r que serd el buscado:
(A4+X)—=2(=2-2)+A-14=0= A=1= A'(5,—4,1)
s
[AA"| = |(5,—4,1) — (4,-3,4)| = |(1,-1,-3)| = V11 u

Otra forma de calcular la distancia:

PoA = (4,-3,4) — (4,-2,0) = (0, -1,4)

77 %
—
@xPA =11 “2 1|[=1(-7,~4,-1)| = V&6
0 -1 4
_>
uy; X P.A 66
d(A,r) = b ’:\/\/g:\/ﬁu



b) Calculado en el apartado anterior: 7 : & — 2y + 2z — 14 =0
Este plano cortara con los planos = 0, y = 0, z = 0 en puntos de los ejes coordenados: Con
OXesy=0,2=0= z=14= P(14,0,0)
ConOY eszx=0,2=0=— y=-7T= Q(0,-7,0)
ConOZesx=0,y=0= z=14= H(0,0,14)
OP = (14,0,0), 0Q = (0,~7,0) y OH = (14,0,0)

4 0 0
V:é’[o’ﬁ,oﬁ,o‘ﬁ]‘zgg —07 104|=é|—1372|=6§6u3

Problema 14.5.8 (2,5 puntos) Un determinado jugador de baloncesto tiene un porcentaje de
éxito del 85 % en tiros libres y del 20 % en tiros desde el centro del campo.

a) (1,5 puntos) Para finalizar el calentamiento antes de cada partido el citado jugador lanza
cuatro tiros libres y cuatro tiros desde el centro del campo. ;Cudl es la probabilidad de que
acierte tres de los cuatro tiros libres? ;Cudl es la probabilidad de que acierte tres de los
cuatro tiros desde el centro del campo? ;Y la de que acierte tres tiros libres y tres desde el
centro del campo de los ocho lanzados?

b) (1 punto) Calcule, mediante la aproximacién por una normal, la probabilidad de que el citado
jugador falle al menos el 20 % de los tiros libres de una serie de 200 tiros libres.

Solucion:

4
a) Para tiros libres B(4;0,85) = P(X =3) = <3> -0,85%-0,15" = 0, 368475

Para tiros desde el centro del campo B(4;0,2) = P(Y =3) = ;1) -0,2%-0,8' =0,0256
P({X =3} n{Y =3}) = 0,368475 - 0,0256 = 0,00943296

b) n =200 > 10, np = 200-0,15 =30 > 5 y ng = 200 - 0,85 = 170 > 5 —>
B(200;0,15) N e i) N(30;5,05)

_ 39,530

P(X > (0,2~200)):P(X240):P(Z_ o >:P(221,88):

1-P(Z<1,8)=1-0,9699 = 0,0301
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Capitulo 15

Murcia

15.1. Ordinaria

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un méaximo de 4 cuestiones
y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que estdn enunciadas. Cada cuestion tiene una
puntuacién de 2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras,
en el orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se
adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Problema 15.1.1 (2,5 puntos) Una papelerfa vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta
cuesta el doble que un boligrafo y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una
libreta, y un rotulador cuesta el doble que un boligrafo.

a) (0,75 puntos) Denotando por z el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por
z el de cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que represente los
datos del ejercicio.

b) (0,25 puntos) Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de
los tres productos.

¢) (1 punto) Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.
d) (0,5 puntos) Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

Solucién:
Sean x el precio de cada boligrafo, y el de cada rotulador y z el de cada libreta.

2222(95"‘3/) 2r+2y—2=0
a) T=5 = ¢ 6x—2=0
y = 2 20 —y=0

b) Es un sistema homogéneo que siempre tiene solucién. Tenemos:
2 2 -1
2 -1 0

el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones.
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¢) Una de las ecuaciones es combinacién lineal de la otras dos, elimino la primera:

6r—2=0 r=A
{23:— :O = { y=2\ VAER
y= z =6\

d) Si z = 18€ = 6\ = 18 = X = 3, luego cada boligrafo cuesta © = 3€, cada rotulador
y = 6€ y cada libreta z = 18€

Problema 15.1.2 (2,5 puntos) Considere las siguientes matrices:
a a -1 —4 5 —6
a= ()= F)ve=(5 )
a) (0,5 puntos) Determine para qué valores del pardmetro a la matriz A es regular (o invertible).
Se sabe que cuando a = —2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:

b) (1 punto) Calcule la inversa de A y compruebe que A- A~' = I, con I la matriz identidad
de orden 2.

¢) (1 punto) Resuelva la ecuacién matricial AXA™' + B = CT, donde CT denota la matriz
traspuesta de C.

Solucion:

a) |[Al=a*+a=0=a=0ya=—-1= JA7' YacR-{0,-1}

. (-2 -2 (-1 1
b) Sla——2zA—(_1 _2):>A —(1/2 _1)

(-2 —2>(—1 1)_(1 0)_
A-4 _(71 -2 1/2 -1/ \0 1 =1
¢) AXAT' 4+ B=0CT = AXA'=CT -B= X=A4"1(CT-B)A=
e DIE ) -G HIE 2)-
1/2 -1 -6 3 2 3 -1 =2/
(—1 1)(6 2)(—2 —2)_(30 32)
1/2 -1 -8 0 -1 =2/ \-23 -2
Problema 15.1.3 (2,5 puntos) Calcule los siguientes limites:

2z -1
a) (1,25 puntos) ilg%) %

NCEr I

b) (1,25 puntos) lim

xz—0 3z
Solucion:
., cos2zx —1 0] e -, —2s8in 2z 0] 'm -, —4 cos2x
a) im ——— = |-| = llm ——— = |- | = lim . - _9
z—=0 xsinx 0 z—0 sinx + T cosx 0 z—0 COST + cos T — xsinx

, VIt —9—2x {O}L’ , 2;+r+2 ;—:c 1
m = | — Zvere 2 Zve &
3

b T o) = =9
22
Problema 15.1.4 (2,5 puntos) Considere la funcién f(x) = T3 22 definida para todo valor de
x

z € R.
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a) (0,5 puntos) Calcule mgrfoof(x)

b) (0,5 puntos) Calcule la derivada de f(z) y determine los intervalos de crecimiento y/o decre-
cimiento de la funcién.

¢) (1 punto) Calcule la integral indefinida de la funcién f(z).

d) (0,5 puntos) Determine la primitiva de f(z) que pasa por el punto (1,1).
Solucién:

2

. 1 T _
2z
(—00,0) (0, 00)
f(=) - +
f(z) | decreciente N, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—o0,0) y creciente en el (0,00). La funcién tiene
un minimo relativo en (0, 0)

c)

- (- 12)
F(x)_/mdx_/ 1_1+x2 dr = x — arctanz + C

=1—-arctanl +C =1— C’:arctanlzzz> F

d) F(1) 1 () = ¢ — arctanx + T

Problema 15.1.5 (2,5 puntos) Considere las siguientes rectas:

T.{x—2y:5 5.I787y+372’*3
lyt+z=0 Y7 T2 T T T

a) (1 punto) Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) (1 punto) Compruebe que el punto P = (7,1,

—1) estd en la recta r y calcule su proyeccién
ortogonal sobre la recta s.

c¢) (0,5 puntos) Calcule la distancia entre ambas rectas.

Solucion:
ly+z=0 B I 1 Pi(5,0,0)
r=8+2\ N
us:(2717_1)
s:q¢ y=-3+2A :>s:{ N
L3\ P,(8,-3,3)



PPy =(3,-3,3) =3(1,-1,1)

1 -1 1

—

[PP.alall=]2 1 -1|=0=
2 1 -1

Las dos rectas o se cortan o son paralelas.
%

u\ 2 1 —1)
Como Rango( ™ )-Rango( 9 1 _1 >— 1= r|s.
rT—2y=5=T7-2=5

b) Sustituimos P(7,1,—1) en r: { Jtzm0 1—1=0

— Per

Seguimos el siguiente método:

@ Calculamos un plano 7 1L s tal que P € 7

U=, =(2,1,-1) = 71:20+y—2+A=02Z 14+ 1+1+A=0=> A= —16 =

m:2x+y—2—16=0
@ El punto buscado P’ serd el punto de corte de s con 7:
28420+ (=34+AN)-B3-X)—-16=0= A=1= P'(10,-2,2)

¢) d(r,s) = \ﬁ —[(10,-2,2) — (7,1, -1)| = |(3,-3,3)| = 3v3 u

Problema 15.1.6 (2,5 puntos) Considere el plano = de ecuacién 7 : 3z —y — 2z = 5 y la recta r

dada por

r—a_ y—3+a =z

11 1

a) (1,25 puntos) Estudie la posicién relativa del plano 7 y de la recta r en funcién del pardmetro
a.

Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano 7. Para ese valor de a:

r:

b) (0,75 puntos) Calcule la distancia de la recta r al plano 7.

¢) (0,5 puntos) Calcule la ecuacién general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es
paralelo al plano 7.

Solucién:
r=a+ A\
— -3
a)r:xla:y 1+a:§:>r: y=3—a+ A = sustituyendo en 1 —>
z=A

3a+AN)—B—a+A)—-22=5=a=2
Sta=2=56=56b=rCmsia#2=r|n

b) Sia =0 = r || 7, cogemos un punto P,(0,3,0) de r y tenemos que d(r,7) = d(P,,m) =
0-3-0-5 8 4/14

VIFI+d V14T
P.eq’

o) | m= 7 :3z—y—2:4A=0=FL0-3-04+A=0= A=3—=— 7' :3z—y—2243=0

u

Problema 15.1.7 (2,5 puntos) Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente
composicién: La urna A contiene 3 bolas verdes, 3 bolas rojas y 4 bolas negras, y la urna B
contiene 1 bola verde, 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se saca al azar una bola de la urna A y se
mete en la urna B. A continuacidn, se saca al azar una bola de la urna B. Calcule:
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a) (0,5 puntos) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra, sabiendo que
la bola que se sacé de la urna A era verde.

b) (1 punto) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

¢) (1 punto) La probabilidad de que la bola que se sacé de la urna A fuera verde, sabiendo que
la bola que se ha sacado de la urna B ha sido negra.

Solucién:
Sean V' A sacar verde de la urna A, RA sacar roja de la urna A, N A sacar negro de la urna A, VB

sacar verde de la urna B, RB sacar verde de la urna B y N B sacar negro de la urna B.

5 1
L _ VB
a) P(NB|VA) = 15 =5 =05 %m}
b) P(NB) = VA 510 NB
(NB|VA) (VA) + P(NB|RA)P(RA) + P(NBINA)P(NA) = 22~ wo_—vs
5 6 4 27 310 py 41?3
10 T 50~ 054 Y "
10 10 10 10 10 10 50 o
NA 0
_ P(NBIVAPWVA) _ &% 5 _ {
¢) P(VAINB) = POVE) =yt == 0,2778 NB

Problema 15.1.8 (2,5 puntos) En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.
Se lanza una moneda al aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que puede ser cara
o cruz con la misma probabilidad. Determine:

a) (0,5 puntos) Qué distribucién sigue la variable aleatoria que cuenta el ntimero de veces que
sale cara.

b) (0,5 puntos) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién.
¢) (0,5 puntos) Cudl es la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) (1 punto) Cudl es la probabilidad de que el niimero de veces que sale cara sea mayor o igual
que 55.

Solucién:
a) Se trata de una distribucién binomial B(100;0,5)

N (np;\/npq)
b) Como n =100 > 10, np = 50 > 5 y ng = 50 > 5 = B(100;0,5) =~ " N(50;5)

¢) P(X =60)=P (M Z < M):P(mgzgm):
P(Z <2,1)— P(Z <1,9) = 0,9821 — 0,9713 = 0,0108
54,5 — 50
d) P(X >55) =P |Z> =) =P(Z2>0,9)=1-P(Z<0,9)=1-08159 = 0,1841
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15.2. Extraordinaria

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones
y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestién tiene una
puntuacién de 2,5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las 4 primeras,
en el orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se
adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Problema 15.2.1 (2,5 puntos) Se quiere calcular un nimero de tres cifras con los siguientes datos:
1) La suma de sus tres cifras es 9.

11) Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el niimero obtenido es el
ndmero inicial menos 99.

1) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
nimero inicial més 36.

a) (1,5 puntos) Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por z la de las
unidades, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que represente la informacién
dada en I), IT) y III).

b) (1 punto) Calcule el nimero en cuestion.

Solucién:
Sea xyz el nimero buscado. El ntiimero es igual a 100z + 10y + 2

r+y+z2=9 r+y+z2=9
a) 100z + 10y + x = 1002 + 10y + 2 — 99 — r—z=1
100z + 10z 4+ y = 100x + 10y + =z + 36 y—z=—4
b) Resolvemos por Gauss:
1 1 1 9 I3 1 1 1 9 F
A= 10 —-1|1 = | h-F | = 0 -1 —-2|-8 = | F =
01 —-1]—-4 F3 0 1 —-1|-4 s+ F
1 1 1 9 —3z==-12— 2=4 Tr =
0 -1 —-2| =8 == —y—8=-8=y=0 = y=0 =
0 0 —-3|-12 r+4=9= =5 z=4

El nimero buscado es el 504.

Problema 15.2.2 (2,5 puntos) Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que
A2 =0

a) (0,75 puntos) Justifique razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede ser regular
(o invertible)

b) (0,75 puntos) Compruebe que la matriz A = (i’ :g) es 2-nilpotente.

¢) (1 punto) Demuestre para qué valores de a y b la matriz A = (Z Z) es 2-nilpotente.

Solucion:
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a) |[A?| =|A]? =0 = |A| =0 = PA~! = A no puede ser regular.
2 (3 —9) (3 —9) _ (0 0) _
b)Ai(l -3 1—370070

)A2—<6 a) (6 a>_<4a+36 a(b+6))_(0 0>:>
¢ —\u b/ \4 b)) T \Wb+24 da+v?) " \0 0

4a+36 =0
a(b+6) =0 {a:f9 _(6 f9>
pbioa—0 — lb=-6 — A=y 6
4a+1° =0

Problema 15.2.3 (2,5 puntos) Considere la funcién f(x) = ze™ ", definida para todo valor de
z e R.

a) (0,75 puntos) Calcule Eﬂr_l f(z)

T

b) (0,75 puntos) Calcule la derivada de f(z) y determine los intervalos de crecimiento y/o
decrecimiento de la funcién f(z) y sus extremos relativos (maximos y/o minimos).

¢) (1 punto) Calcule la integral indefinida de la funcién f(z).

Solucion:

T ool L/ 1
a) lim f(z)= lim — = {—} oym = =0
T—+00 z——+oo et o0 rz—+oo et

b) fllz)=e*1-2)=0= z=1

(_007 1) (17 OO)
f(=) + -
f(z) | creciente | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (1,00) y creciente en el (—oo, 1). Tiene un maximo
relativo en (1,1/e).

c) /xe_”” dz = { o _ue:,mxda::;iuvz_dfefz } = —xe“‘—i—/ e Tdr =
—xe —e "+ C=—-"(z+1)+C

sinx

Problema 15.2.4 (2,5 puntos) Considere la funcién f(z) = T coa
cos?

, definida para todo valor

de = € R, donde cos® z = (cosx)>.

a) (1 punto) Calcule la integral indefinida de la funcién f(z).

w/2
b) (0,75 puntos) Calcule la integral definida / f(x)dx.
0

¢) (0,75 puntos) Determine la primitiva de f(z) que pasa por el punto (7, 1)

Solucion:
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t =cosx

sinx dt = —sinz dz sinx dt / 1
») Fla) / T+ cos?a ™" de — @ / 1+t sinz 1+ ¢2

—arctant + C = —arctan(cosz) + C

sin x

) [ syt £ (5) - 0 = —atan (e (3)) 4 stafcn) -

—arctan0 + arctan 1 = %
¢) F(r) = —arctan(cosm) + C = —arctan(—1) + C =1 =
37r 4+ 37
C =1+ arctan(— { 77r A Jf?ﬂ
4
Luego F(x) = — arctan(cosx) + 4 —ZSW o F(x) = — arctan(cos x) + 4 Zﬁr

Problema 15.2.5 (2,5 puntos) Los puntos A = (6,—4,4) y B = (12,—1,1) son dos vértices de
un tridngulo. El tercer vértice C es la proyeccién ortogonal del vértice A sobre la recta

r.{£—2y25
"lx+22=5

a) (1,5 puntos) Calcule las coordenadas del vértice C.

b) (0,5 puntos) Determine si el tridngulo ABC' tiene un dngulo recto en el vértice A.

c) (0,5 puntos) Calcule el drea del tridngulo ABC.

Solucion:
.{xfgy:5 WL A ,{m:< 2,-1,1)
"la+2:=5 "1 Y2y "1 P(5,0,0)

a) Para calcular la proyeccién C de A sobre r seguimos los dos pasos siguientes:

@ Calculamos un plano 7w L r tal que A € 7
U=t =(-2-1,1) = 7m: 20— y+2+A=02L 1244444 1=0—=
A=4 = 7r:72x7y+z+4—0

@ El punto C es el corte del plano 7 con la recta r:
—2B-=2\)—(-N)+A+4=0= A=1= (C(3,-1,1)

b) AB = (12, ~1,1) — (6, —4,4) = 3), AC = (3,—1,1) — (6,—4,4) = (3,3, ~3)
A_é /ﬁ—(&i’), ~3)-(-3,3, 3):—18+9+9:0:> Eiﬁ

4B [A¢| 3633 e

C) St 9
De otra forma: NN
1 1| 7k 1 27 27v/2
=S[ABxAC| =Z1l6 3 -3ll=510.27.20 = T(0,1,1)| = T w?
2 2'\ 0 5 5 2 2 2
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Problema 15.2.6 (2,5 puntos) Considere el plano 7 de ecuacién 7 : 2z + ay — 2z = —4 y la recta
r dada por
r+1 y+1 2-95
T = =
2 1 -2
a) (1,25 puntos) Estudie la posicién relativa del plano 7 y de la recta r en funcién del pardmetro
a.
Se sabe que cuando a = 1 la recta r corta al plano 7. Para ese valor de a:

b) (0,75 puntos) Calcule el punto de corte de la recta r y el plano .

¢) (0,5 puntos) Calcule el dngulo que forman.

Solucién:
r=—-1+2)\
7“:{1;;(_(2115?) = r:{ y=—1+X
. z=05—2\
a) Sustituimos r en 7 = 2(=1+2X) +a(-14+X) —2(5—-2\)=—-4 = (a+ 8= (a+8)
Sia=-8=—=0=0= rCn.Sia# —-8= A=1= ry 7 se cortan en el punto
H(1,0,3)

b) Para a = 1 la recta r y el plano 7 se cortan en el punto H(1,0, 3).

o |u7 7r| |(2717_2) i (2717_2)| 9 m o
c¢) cos(90° — o) = sina = FHBRE 55 9 1= «a 5 90
Problema 15.2.7 (2,5 puntos) En un cine hay 3 salas y un total de 250 espectadores repartidos
de la siguiente manera: 100 espectadores en la sala A, 50 en la sala B y 100 en la sala C. Se
sabe que la pelicula de la sala A gusta al 80 % de los espectadores, la de la sala B al 20 % de los
espectadores y la de la sala C' al 60 % de los espectadores. A la salida de las tres peliculas se elige
un espectador al azar. Calcule:

a) (0,25 puntos) La probabilidad de que el espectador haya estado en la sala C.

b) (0,5 puntos) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula, sabiendo que ha estado en
la sala C.

¢) (0,5 puntos) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula y haya estado en la sala C.
d) (0,75 puntos) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula.
e) (0,5 puntos) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula o haya estado en la sala C.

Solucién:
Sean A espectador de la sala A, B espectador de la sala B, C espectador de la sala C, G le gusta
la pelicula y G no le gusta la pelicula.

100 2

a) P(C) = 55 = = 0,4
b)

P(G|C) = 0,6

¢) P(CNG) = P(G|C)P(C) = 0,6-0,4 = 0,24
P
0

d) P(G) = P(G|A)P(A) + P(G|B)P(B) + P(G|C)P(C) =
8:0,4+0,2-0,240,6-0,4=0,6

e) P(CUG) = P(C)+P(G)—P(CNG) = 0,440,6—0,24 = 0,76

193



Problema 15.2.8 (2,5 puntos) En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.
El peso de los recién nacidos en la Regién de Murcia sigue una distribucién normal de media p y
desviacién tipica o desconocidas. Se sabe que el 67 % de los recién nacidos pesan menos de 3,464
kg vy que el 1,5 % de los recién nacidos pesan mds de 4,502 kg.

a) (0,5 puntos) ;Cuadl es el porcentaje de recién nacidos cuyo peso estd comprendido entre 3,464
y 4,502 kg?

b) (1 punto) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién.

¢) (1 punto) Calcule el porcentaje de recién nacidos que pesan menos de 2,33 kg.

Solucion:
N(p,0)

a) Tenemos P(X < 3,464) = 0,67 y P(X > 4,502) = 0,015 = P(X < 4,502) = 0,985
P(3,464 < X < 4,502) = P(X < 4,502)—P(X < 3,464) = 0,985—0,67 = 0,315 = 31,5%

3,464 —
b) P(X < 3,464) = 0,67 = P(Zg S M
g

3,464 — = 0,440 => p+ 0,440 = 3,464

=0,44 =

464 —
):0,67:> 3,464 = p
g

4,502 — 4,502 —
P(X > 4,502) = 0,015 = P(22M> — 0,015 — 1—P<Z§M> -
g g
4,502 — 4,502 —
0,015 —> P(Zg’iu) — 0,085 = 22T H 997 — 4502 - p=2,170 —
g g

pw+2, 170 = 4,502
{AL+0744U:3,464 _# { w=3,2
w2170 = 4,502 0c=0,6

c) N(3,2;0,6)
P(X <2,33) = P<Z <
0,0735 = 7,35%

2,33 - 3,2

e ) =P(Z<-1,45)=1—P(Z < 1,45) =1 — 0,9265 =
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Capitulo 16

Navarra

16.1. Ordinaria

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

Problema 16.1.1 (2,5 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

z—y—2=0

20+ (2a — )y + (V2 - 2)z =2

—az + ay + 2a%z = V2

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Solucion:
1 -1 -1 0
A= 2 2a-1 V2-2| 2
—a a 242 \/5

1 1
@ SigeR-— {—7,0,

272
sistema es compatible determinado.
Resolvemos por Cramer:

0 -1

xr =

,|Al = a(4a® — 1)

-1

2 2a—-1 V2-2

1

} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas y el

V2 a 2a° 2a-2+V2
|A] - 2a2-a
1 0 -1
2 2 V2-2
—a V2 247 2(a —1)
v= |A| © 2a2—a
1 -1 0
2 2a-1 2
—a a V2 V2
T |A] T 2a2—a
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1
- S. = ——
1a 5

1 -1 -1 0 I 1 -1 -1 0
A= 2 2 Vo—2| 2 |=| B-2F, |= 0 0 V2| 2 |=
1/2 —1/2 1/2 | V2 F3—1/2F, 0 0 1|2
Fy 1 -1 —-110
F = 0 0 V2|2 = Sistema compatible indeterminado
V2F; — F, 0 0 0]0
T—y—z= T=V242
5, — = q yY=A VAeR
= s V3
1
- 1 = —:
& Sia 5
1 -1 -1 0 b
A= 2 0 V2-2| 2 |=| FR-2F |=
—1/2 1/2 1/2 | V2 Fs+1/2F,
1 -1 -1 0
0 2 V2 2 — Sistema incompatible
0 0 0|V2
@ Siag=0:
1 -1 -1 0
A= 2 -1 V2-2 2 — Sistema incompatible
0 0 0]v2

Problema 16.1.2 (2,5 puntos) Calcula los valores de ¢ para los que el rango de la matriz A - B
es maximo, siendo

00 -1 t+1 1 t
A=|0 1 t—1) y B=| o t 241
1 t 1 t+1 t4+1 —-t-—1

Solucién:
|A-B|=|A]|-|B|=1-[-2t(t+1)]=0= t=—1,t=0.
SiteR—{-1,0} = Rango(A - B) = 3 valor maximo que puede tener el Rango(A - B).

Problema 16.1.3 (2,5 puntos) Calcula la ecuacién continua de la recta perpendicular a r y s que
corta a ambas, siendo

7n:{m—y—z+2:0 S:x—Q_y+5_z—0
“laz-3y+32-8=0 "°= "3 T 4 T 3
Solucion:
r=—T743\ —
Jrx—y—2+2=0 _ _ .{uT:(3,2,1)
" {x—3y+3z—8:0 = Z:AE"LZA — " P(=7,-5,0)
T3 T 4T 2 N YT, L Py(2,-5,0)

Calculamos t | r, s como interseccién de dos planos:
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TR
e u=uwxu=3 2 1|=(0,9-18)=09(0,1,-2)
3 —4 -2
u; = (0,1,-2) r+7 y+5 =z
o« 1w =(3,21) = m:| 0 1 —2|=bx—6y—32+5=0
P.(-7,-5,0) 3 2 1
w = (0,1,-2) r—2 y+5 =z
o 1 { u=(3,-4,-2) = m:| 0 1 —2/=-10z—-6y—32—10=0
PS(Z,—57) 3 —4 —
5 —6y —32+5=0 v=-1 r+1 y z
't:{fl()x—ﬁy*i%z—lO:O Zii% =l T T

-1 -2 4
Problema 16.1.4 (2,5 puntos) Sean P(1,5,—1) y la recta r = i N Y = Z;

a) (1,25 puntos) Calcula el punto @ € r tal que la distancia de P a @ sea minima.

b) (1,25 puntos) Halla los puntos @1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P,Q2) =

3v2

Solucién:
r—1 y—2 2z+4 z=1+2X w=(2,1,2)
Ty =Ty =5 =T y=24+2A =7 Po(1,2, —4)
z=—4+4 2\

a) @ es la proyeccién ortogonal de P sobre r.
Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos un plano 7 L r tal que P € 7:

U=t =(2,1,2) = 1:204+y+2:+A=025245-24A=0= A=—5 =

m:2x+y+22—-5=0

@ Calculamos el punto de corte @ de r con 7:
20420+ 2+ N +2(—44+2))-5=0= A =1= Q(3,3,-2)

b) Un punto genérico de r es H(1 4+ 2\, 2+ X\, —4 +2)\) = d(P,H) = |]?H)| =
(142024 A, —4+2)) — (1,5, —1)| = [(2\, =3+ \, =3 + 2))| =
VAR £ (=34 A2+ (-3 +20)2 =3vV2 = 42 4+ (-3 + A\ + (-3 +2))° = 18 =
IANA—2)=0=> A=0yA=2

o« Si)=0=— Q:(1,2,—4)
® Si\=2= Qs(5,4,0)

Problema 16.1.5 (2,5 puntos) Calcule las siguientes integrales indefinidas:

20 —
a) (1,25 puntos) / xig)dx

2 +x—2
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b) (1,25 puntos)/xlnxdx

Solucion:
2?42 —2=(r—1)(z+2) i
20-5 A N B A(x+2)+ Bz —1)
2+zx—-2 -1 z+2 224+ —2
a)/ 2z -5 do — 20 —5=A(x+2)+ Bz — 1) _
24+z—-2 | rz=1= -3=34=— A=-1 N
t=-2=— 9= 38— B=3
20—5 —1 + 3
L 2242—-2 -1 z+42 J

-1
/< + > >dx:—1n|x—1|+3ln\x+2|+0
r—1 x+2

b) /xlnxdm:
dv=rxdr = v=

2 2 2 2 _
z’lnzx 1/xdx:xlnx x C:$(21nx 1)—|—C

2 4+ 4

2 2
Problema 16.1.6 (2,5 puntos) Estudia la continuidad en R de la siguiente funcién:
cos?(mx) — 1

f(z) = 1-z

In (xe””“) —2r si x>1

si z<1

Solucion:
Las funciones son continuas en sus ramas correspondientes, hay que analizar su continuidad en

r=1
lim f(z) = lim M _ {9 LH oo —2m sin(mx) cos(mx) .
z—1— z—1 1—=x z—1 —1
1 1+ z+1) _ _
i )= i () - 22) =0

Ademaés es f(1) =0 = 11’1{1 flz) = HI{I+ flz)=f(1)=0= fescontinuaenz=1= fes
z—1— z—

continua en R.

Problema 16.1.7 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(z) = (z + 1) sin(7x)

a) (0,5 puntos) Demuestra que es continua en R.
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3
b) (2 puntos) Comprueba que existe un valor « € (0,1) tal que f(a) = 1 Enuncia el/los

resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) La funcién es composicién de funciones continuas y, por tanto, continua en R.

b) Utilizaremos el teorema de los valores intermedios (Darboux):

Sea f una funcién continua en intervalo [a,b] de R, si m € R cumple f(a) < m < f(b) =

Jc € (a,b) tal que f(c) =m.

3 3
Tenemos f continua en [0,1/2] C [0,1] y f(0) =0< 1< f(1/2) = ;= Ja € (0,1/2) tal
3

aue (o) =3
Problema 16.1.8 (2,5 puntos) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gréficas de estas
dos funciones:

fla) =222 y g(z) =a* — 2

Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas gréficas.

Solucién:
flz)=glz) = 2-22°> =a2* — 2> —= —2? — 22 + 2 =0 = 2 = %1, luego sélo hay un recinto
de integracién S : [—1,1]
! 4 2 25 a3 ! 44 9
S = -z — 2)dr = —— — — +2 = — ~ 209333
/_1(m z“+2)dx 7 3—|—x71 15 , u

El resultado de la integral es positivo por estar f por encima de g.

16.2. Extraordinaria

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

Problema 16.2.1 (2,5 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

ar+y—2z=1
3ax + a*y — 2a%2 =3
—ar—y+ (@ —1Dz=a+V3-1
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Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
Solucién:

a 1 -2 1
A= 3a o —2d° 3 . |Al = a(a* - 6a* +9) = a(a® — 3)* =0 =
—a -1 a®>=1|a+V3-1

a=0,a=—-V3ya=+3
@ SiaecR-{0,—v3,V3} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A4) = n® de incégnitas y el

sistema es compatible determinado.
Resolvemos por Cramer:

1 1 -2
3 a®>  —2a?
CJat+Vv3-1 -1 @*-1| 1
o ] T
a 1 —2
3a 3 —2a°
| —a a—|—\/§—1 a? -1 B 2
- ] T a-3
a 1 1
3a  d? 3
—a -1 a++vV3-1 1
Z = =
Al a—+3

& Siag=0:

0 1 -2 1
A= 0 0 O 3 | = Sistema incompatible
0 -1 —-1|v3-1
& Sia=—V3:
7 -V3 1 -2 1 Fy V3 1 21
A= -3V3 3 —6| 3 |=| B-3F |= 00 0/0 |=
V3 -1 2| -1 Fs+ F 00 00
Sistema compatible indeterminado
Tiene dos grados de libertad:
T =M\
—\/§x+y—2z:1:> Z/:1+2M+\/§>\ YA\ ueR
Z=p
& Sia=3:
V3 1 =2 1 F -3 1 -2 1
A= 3/3 3 -6 3 |=| /-3F | = 00 0] 0 |=
V3 -1 2|2v/3-1 Fs+ Fy 00 0[2v3

Sistema incompatible
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Problema 16.2.2 (2,5 puntos) Calcula el valor de a para que la siguiente matriz no sea regular

3 2 -1 -1
[ -2 0 1 a+3
A=1_31 2 2
20 2 2
Solucion:
-3 2 -1 -1 Fy —2F, 3 0 -5 -5 -
=20 1 a+3] F, =20 1 a+3 B B
Al=131 2 o |~ Fy T3 1 2 2 *’_géa;‘g*
20 2 2 F, 20 2 2

—4(a+2) =0 = a = —2 La matriz A no es regular para a = —2 y si lo es para Va € R — {-2}

Problema 16.2.3 (2,5 puntos) Halla la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto
P(-3,-2,3) y que corta a las rectas r y s, siendo

r:{ r+y—2z—1=0 S:x—3_y+5_z+3
“\lz—y+2z4+41=0 Y =1 T 2 T 1
Solucién:
r+y—z—1=0 =l u = (1,-3,-2)
rz{x—y+2z—|—1=0 = r:< y=1-—3\ :>T:{Pr(,1,0)
z= =2\
=3-A
-3 5 3 N u = (—
s:$1 :y;- :Z—; = 5:4 y=-5+2A :>s:{%§(3(_51’_2i’)))1)
N z2=-3+A S
Calculamos t que pasa por P y corta a r y s como interseccién de dos planos:
PTE :(_37_333):3(_17_151) x y_]' z
- T 1772:(1’73,72) = 1 :|—1 -1 l|=brx—y+42+1=0
P.(0,1,0) 1 -3 -2
P.P = (=6,3,6) = 3(—2,1,2) =3 y+5 243
« 1w =(-1,2,1) = my | —2 1 2 |=-3z—-32=0
Py (3,-5,-3) -1 2 1
Sx—y+4z+1=0 T= A x -1 =z
(tt:{ y T = y=1-—2X\ :t;izyi:,
—x—2=0 L=\ -1 -1 1

Problema 16.2.4 (2,5 puntos) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3 u de ry 6 u
de s siendo

7‘:{ 2r—y+22+7=0 S:x—l_y+3_z—5
S5r+2y+22—2=0 -2 0 -1
Solucién:
r=3—A L
:{éx;gjf;t?;—oo =T y:A13 3 N ( 717) 222



g.F-1_y+3_ z2-5_ . zflfw :8.{@:(2,07—1)
2 0 —1 AR P.,(1,-3,5)
- =
i j k
Sirt|rys= s =urxus=|-2 2 3|=(-2,4,-4)= 7:220+4y—4z24+a=0
2 0 -1

| =4+4+204+0a] (204«

d(P,m) = =3—=|204+a| =18
Frm) = AT To5 10 6 [20+¢f
. 204+a=18—=— a=-2
|20+a‘_18:>{20+a:718:>04:738
—2-12-20 —34
(P, = | ol _[=3Fal g sy ia =36
V4+ 16+ 16 6
_ —34+a=36= a="70
|_34+a|_36:>{—34+a:—36:>a:f2
El tnico valor de o que cumple las dos condiciones es « = -2 = 7: -2z +4y — 4z -2 =0—=

mr—r+2y—2z—1=0

Problema 16.2.5 (2,5 puntos) Calcula las derivadas de las siguientes funciones y sus valores en

el punto = = 0.

a) (1,25 puntos) f(z) = In [Cos(wx) ~e”2+2w]

b) (1,25 puntos) g(z) = arctan /1 + 2z + 2

Solucién:

a) f(z)=In [Cos(mn) . e‘”2+2"’”] = Incos(rz) + 2% + 2z

f(z)= —rsin(rz) +2x + 2 = —wtan(mx) + 27 + 2
cos(mx)
f1(0) =2
b) g(z) = arctan /1 + 2z + €2
2+42¢3" o
§() = —2/Axmrem Lt+e
L+ (1422 +e2) (2422 + e22)y/1 + 22 4
V2
9'(0) = e

cos [5(z —1)]
2 —6x+10

a) (0,75 puntos) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [1, 4].

Problema 16.2.6 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(z) =

b) (1,75 puntos) Comprueba que existen dos valores a y § en el intervalo (1,4) tales que f(a) =

1
9 = f(B).
Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a) Se trata de composicién de funciones continuas y el denominador no se anula para ningin
valor de z € R (22 — 6z + 10 # 0)
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b)

Vamos a aplicar el teorema de los valores intermedios (Darboux):
Sea f una funcién continua en intervalo [a,b] de R, si m € R cumple f(a) < m < f(b) =
Je € (a,b) tal que f(c) =m.

Dando \ialores tenemos:
f() = 5 f(2)=0, f(3) =—=1y f(4) =0, luego la funcién es negativa en el intervalo (2, 3)

y en el (3,4). Como f es una funcién continua se cumple las condiciones del teorema:

En el intervalo (2, 3) tenemos f(2) > —% > f(3) = Ja € (2,3) tal que f(a) = —%
En el intervalo (3,4) tenemos f(3) < —% < f(4) = 3B € (3,4) tal que f(B) = —%
Luego Ja, 8 € (1,4) tal que f(a) = %1 = f(B)

1
Problema 16.2.7 (2,5 puntos) Se considera la funcién f(z) =1/ 3 sin (%)

2)

b)

(1,25 puntos) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [7,11] y derivable en
(7,11).

(1,25 puntos) Comprueba que existe un valor a € (7,11) tal que f'(a) = 0. Enuncia el/los
resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a)

Se trata de composicién de funciones continuas, habra que ver si
1 ™
— —sin (—) > 0 en el intervalo [7, 11].

2 6 . 1
T

S' :7$“ _— = ——

ix 51116 5

Siz=8= sin8—ﬂ-=—§
96 2

Siz=9— sin%:—l

107 V3

2
11m 1
Siz=11= sin— = —=
iz sin —2 5 1
En todo el intervalo se cumple 3~ sin (%) > 0y, por tanto, la funcién es continua en

[7,11]. Por otra parte:

f’(x) _ _%COS (%)

estd definida en todo el intervalo (7,11) ya que el denominador no
2,/3% —sin (H)
se anula en ese intervalo. Luego la funcién es derivable en (7,11).

2 6

Aplicamos el teorema de Rolle:
Sea f una funcién real continua en el intervalo [a, b], derivable en el (a,b) y cumple f(a) =
f(b). Entonces Jc € (a,b) tal que f'(c) = 0.

La funcién es continua en el intervalo [7,11], es derivable en el (7,11) y f(7) =/ -+ = =

m Dol
N =

1
o= f(11). Luego cumple las condiciones del teorema de Rolle que nos asegura Ja € (7,11)

tal que f'(a) =0
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Problema 16.2.8 (2,5 puntos) La curva de la imagen corresponde a la funcién f(z) = zsinz.
Tal y como se intuye, la curva corta el eje OX en infinitos puntos:

\\ /\ /\A
V

Encuentra los puntos P y @, y, a continuacion, calcula el area de la regién del plano sombreada.

Solucién:
Calculamos los puntos de corte de la funcién f con el eje de abscisas:

. z=0
f(z) =0= zsinz =0= { snz=0— z=kr, YheZ — 0(0,0), P(m,0) y Q(2m,0)

Tenemos dos recintos S; : [0, 7], en el que f estd por encima del eje de abscisas y la integral serd

positiva, y Sy : [m,27], en el que f estd por debajo del eje de abscisas y la integral serd negativa.
El 4rea total serd S = |S1| + |Sa|.

u=z= du=dz
F(m):/xsinxdx: dv =sinzdr = v = —cosx

=
/udv:uv—/vdu

F(z):—xcosx+/coszdx:—xcosx+sina:+C’
51:/ rzsincder =F(r) - F(0)=n—-0=m7
0

2m
Sy = xsinzdr = F(2r) — F(r) = —2r —m = —37
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Capitulo 17

Pais Vasco

17.1. Ordinaria

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder a CUATRO de ellas.
En cada parte debes responder a una tnica pregunta.
En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirdn en orden
hasta llegar al niimero necesario.
No olvides incluir el cédigo en cada una de las hojas de examen.
No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

@ pantalla gréfica, posibilidad de transmitir datos, programable,
@& resolucién de ecuaciones, operaciones con matrices,

@& célculo de determinantes,

@& célculo de derivadas e integrales,

@ almacenamiento de datos alfanuméricos.
PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.1 (A1) (2,5 puntos) Discute la existencia de solucién del siguiente sistema en
funcién del pardametro «:

z+2y+3z=1

r+ay+z=1

20+ 3y +4z =2

Resolver el sistema paraa =1y a = 2.
Solucién:
1 2 3|1
A= 1 a 1|1 |; |[Al=21-a)=0= a=1
2 3 4|2

@ SiacR— {1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién vinica)

&« Sia=1:
1 2 3|1 F 1 2 311 F
A= 1 1 11 = Fy — Fy = 0 -1 —-210 = Fy =
2 3 412 Fy — 2 0 -1 —-210 Fs — Fy



1 2 3|1
0 -1 —-210 — Sistema compatible indeterminado
0 00
@ Cuando a =1
. r=14+A\
{ i+_2y2;rfzof LN y=-2\ VIeER
y o z=A
@ Cuando a =2
r+2y+3z2=1 rz=1
r+2y+z=1 == y=20
204+ 3y +4z =2 z=0

Problema 17.1.2 (B1) (2,5 puntos) Calcula el rango de la matriz A segin los valores del pardme-
tro a, siendo

a 0 o O
A=|3 a 0 «
0O 1 -1 2
Solucién:
a 0 «o
® [A|=13 a 0|=3a-a’=0= a=0ya=3
01 -1
a 0 0
® A =13 a al=a’=0= a=0
0 1 2
a o 0
® [A3)=13 0 al=a’-6a=0= a=0ya=6
0 -1 2
0 o O
@& [A=]la 0 al=-0a’=0= a=0
1 -1 2

@ El dnico valor que anula los cuatro menores es a« = 0 =
0 0 0 O

A=(3 0 0 0] = ‘
01 -1 2

=3 # 0 = Rango(4) =2

@ En conclusién:

e Sia € R— {0} = Rango(4) =3
e Si a =0=Rango(4) =2

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.3 (A2) (2,5 puntos) Sea r la recta cuyas ecuaciones cartesianas son:

:{x—i—y—z:l
"= 204+ 2y+2=2
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a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta r.

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por
el punto P(2,1,0), que es exterior a r.

Solucién:
r=1-—A —
Jrt+y—2z=1 ) _ {u =(-1,1,0)
a)r.{2x+2y+222 = r: Z:(/)\ VAER = r: P.(1,0,0)

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos un plano 7= L r tal que P € m:
U =up=(—1,1,0) = 7:—2+y+A=02L 24 140+A=0= A=1=—
Ti—r+y+1=0

@ Calculamos el punto de corte P’ de 7 con 7:
—-1=-XN+X+1=0= A=0= P'(1,0,0)

@ Larectat L rtal que P € t:

— z=1+p
— _p'p_
t:{ut—PP—(l’l’O) = t: Y= Vi eR
Pt(17070) z2=0
r—1 y—1

Problema 17.1.4 (B2) (2,5 puntos) Sean r la recta cuya ecuacién continua es: =1 =

;, los planos de ecuaciones 1y =x+y+z2=1ym =x+y —z=1. P; el punto de corte de

la recta r con el plano m; y P el punto de corte de la recta r con el plano my. Calcula:
a) las coordenadas de los puntos Py y Ps;
b) la distancia entre los puntos Py y Ps;

c¢) la distancia del punto P; al plano 7.

Solucion:
* —(1,-1,2) r=1+A
a)r'{ - = ¢ y=1-2X
P(lll) z=1+4+2\

@ Célculo de P; corte de r con m1:
I+MN)+10-N4+14+2)=1= A=-1= P(0,2,-1)

@ Célculo de P, corte de r con ma:
I+MN)+10-MN-(142)=1= A=0= P(1,1,1)

b) (P, P2) = |PiP| = |(1,-1,2) = V6 u

0+2+1-1 2 2V/3
) d(Plaﬂ-Q) g - Y-

VIti+1l V3 3
TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.
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Problema 17.1.5 (A3) (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = z* — 22 4 2°. Calcula sus intervalos
de crecimiento y decrecimiento y encuentra sus maximos y minimos relativos. Calcula la recta
tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 2.

Solucién:

1
fl(x)=42® —62° 4+ 22 =0= 2=0,2=-yx =1

f(z) + - +
f(z) | decreciente N\ | creciente /' | decreciente N, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (1/2,1) y creciente en el intervalo (0,1/2) U

11
(1,00). La funcién presenta minimos relativos en (0,0) y (1,0), y un méximo relativo en (5, 1—6>
La recta Tangente:
b=f(2) =4 m=f(2)=12" "2y 4=192 - 2) = y=122 20
\ Y /
\\ /
\ /
\

\\ r/
\

/
///
\ /!
/o
/
\ y

/|

Min(1,o) |

12320

L

Min(0,0)

Mix(1/2,1/16)

/
/

Problema 17.1.6 (B3) (2,5 puntos) La funcién f(x) = Az? 4 Bx + C es creciente en el intervalo
(—00,1) y decreciente en el intervalo (1, +00). Ademds, la recta tangente a su grafica en el punto

de abscisa & = 2 es perpendicular a la recta de ecuacién y = x +2y f(0) = lim
r—
valores de los pardmetros A, By C.

sinx
Solucion:

. Calcula los
Por el enunciado:

@ f tiene un mdximo relativo en z = 1 = f’(1) = 0.

-1

@ La pendiente de la recta tangente a f en z =2 esm = f'(2) = — = —1

1
., sinz 0| e |, cosx
< SO = lim = M amr !
f(z)=A2>+ Bz +C = f'(z) =24z + B
f(1)=0=24+B=0 A=-1/2
ff2=-1— 4A+B=-1 = B=1
fO)=1=—= C=1

= f(m)z—%xQ—&—x—kl
C=1

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.7 (A4) (2,5 puntos) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado inferiormen-
2
x

te por la curva de ecuacién y = ik superiormente por las curvas de ecuaciones y = — e y = 4.
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Calcula el area de ese recinto.
Solucion:

2
Sean f(r) = 27 gla) = 5 v h(r) = 4

Haciendo una tabla de valores y puntos de intersecciéon de las funciones:
2

== 2'=1= z=+1= (1,4)

f(x) = g(x) % = % — 1 -16=0= z = +2 — (2,1), la solucién negativa no es
relevante )
f(z) =h(z) = % =4 = (4,4) (fuera del recinto)

4

22

9(x) = hiw) =

1

1 2 3
T T 47
si=[ (4-T)dr=a-T] =T
! /0 1) T T, T 12

2 2 372
4 z 4 =z 17
Sy — (___>d=____] _ 1
2 /1 2 1) YT Ty T, T
A7 1716 )
S_|Sl|+|52|_ﬁ+ﬁ_§_5’3333u

Problema 17.1.8 (B4) (2,5 puntos) Calcula las siguientes integrales:

/ 2+ 4

i 2) si
@122 dx, / (x + 2) sin(3z) dx
Solucién:

-
( =z +4):(w2+4:1:+4):1+%
—2? — 4z —4 et 4T+
—4x
[ 4 A B  A+B(x+2) ]
(x+2)2 (x+2)2 2+2  (z+2)2

dr = A+ B(x +2)
r=0= A+2B=0
r=-2=— A=-8=— B=4

4z

-8

4
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u=z+2= du=dzx
. 1
o [+ sintanyas = | do=siBekde = = —geosan) | _

/udv:uvf/vdu

(@ + 2)3cos(3x) n é/ cos(35) dz = — (x + 2)3005(31:) n sing()?)a:) e

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.1.9 (A5) (2,5 puntos) La produccién de una empresa la realizan, a partes iguales,
cuatro turnos, de los que tres son diurnos y uno nocturno. El porcentaje de piezas defectuosas
producidas en cada turno diurno es el 2% y en el nocturno es del 10%. Si se toma una pieza al
azar de un turno al azar,

a) calcula la probabilidad de que la pieza sea defectuosa;

b) si la pieza tomada es defectuosa, calcula la probabilidad de que se haya producido en un
turno diurno.

Solucion: b
Sean M turno diurno, N nocturno, D defectuosa y D no defectuosa.

a) P(D)= P(DIM)P(M)+ P(D|N)P(N) = oD
0.,02-3401- 12X 00 s
) 4 ) 4 - 25 — Y < > D
1/4 0,1 D

P(D|M)P(M) 0,02-3 3 \<
b) P(M|D) = - 2 =N
) P(M|D) PD) i < =0,375 -

Problema 17.1.10 (B5) (2,5 puntos) Los resultados obtenidos en una prueba de matemadticas
siguen una distribucién normal con media 65 puntos y desviacién tipica 18 puntos. El 15% del
alumnado estd en el nivel avanzado, el 65% en el nivel medio y el 20% restante en el nivel
inicial. Decide, razonando tus respuestas, en qué nivel situaremos a los alumnos o alumnas que han
obtenido las siguientes notas:

a) 85,5 puntos,
b) 48 puntos.

Solucion:
N(65;18)
a— 65

@ El nivel inicial P(X < a)=0,2=> P(X <a) = P(Z < ) =0,2 =

— 65 — 65
P (Z < %) =0,8 = % = 0,845 = a = 49,79, por debajo de esta puntua-
cion.
. b— 65
@ En nivel avanzado P(X > b) = 0,15 = P(X > b) = P|Z > = 0,15 =
b— b—
P <Z < 65) =0,8 —= 17865 = 1,035 = b = 83,63, por encima de esta puntuacion.

@ En el nivel medio se encontrara entre los 49,79 y 83,63 puntos.
a) 85,5 puntos estaria en el nivel avanzado.

b) 48 puntos estaria en el nivel inicial.
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17.2. Extraordinaria

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder a CUATRO de ellas.
En cada parte debes responder a una tnica pregunta.
En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en orden
hasta llegar al niimero necesario.
No olvides incluir el cédigo en cada una de las hojas de examen.
No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

@ pantalla gréfica, posibilidad de transmitir datos, programable,
@ resolucién de ecuaciones, operaciones con matrices,

@ célculo de determinantes,

@ célculo de derivadas e integrales,

@ almacenamiento de datos alfanuméricos.

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.1 (A1) Se considera el sistema de ecuaciones lineales que sigue:

3r+y+az=0
2 +ay+2z=1
3zr+ay+z=a—-1

Discute su compatibilidad en funcién de los valores del pardametro «.
Resolver el sistema para o = 0, si es posible.
Solucién:
0
A= 1 D JAl=1-a?=0= a==+1

W N W
O 2 =
_ = Q9

a—1

& SiacR—{+1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién vinica)

& Siag=-1:
B 3 1 -1 0 P 3 1 —-1|0
A= 2 -1 1 1 |=|3FR-2F |=| 0 =5 5| 3 =
3 -1 1] -2 Fs—Fy 0 -2 2| =2
F 3 1 -1, 0
Fy = 0 -5 5| 3 =
5F3 —2F, 0 0 0f-16

Sistema incompatible (no tiene solucién)

& Siag=1:

31 1|0 1 31 —-11]0
A= 2 1 1)1 = | 3F -2F | = 0 1 113 -
31 1|0 - 0 0 0|0
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Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones):

2
=—-14+=-A
x +3
3x+y—2=0
z2=A
@ Cuando o =0
3r+y=0 =2
2z4+2=1 = y==06
3r+2z=-—1 z=2>5

Problema 17.2.2 (B1) Calcula las dos matrices A y B que satisfacen las siguientes igualdades:

28 2 9
A+B*(2 6 2 11)’
6 -16 6 -3
3‘4_23_(—4 18 —4 18)
Solucion:
4 16 4 18
2A+2B_<4 12 4 22) 25A_<10 0 10 15)
3A_QB_(6 16 6 —3) =0 30 0 40
“\4 18 —4 18

2 0 2 3
A_(o 6 0 8)

—6 —-24 -6 —27
*3A*3B*<—6 —18 —6 —33)
6

-16 6 —3)
-4 18 -4 18

0 8 0 6
B_(2023>

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

0 —-40 O —30>

:_532(—10 0 —10 -15

3A—2B:<

Problema 17.2.3 (A2) Sea la recta r y el plano 7, que se cortan perpendicularmente en el punto
P(1,—1,2). Si el plano 7w pasa por el punto Q(1,2,3) y contiene al vector (0,0,2), calcula las
ecuaciones de la recta r y del plano 7.

Solucion:
7 =(0,0,2) t—1 y+1 z-2
o« T=P(=(0,31) =>m:| 0 0 2 |=—6r+6= 1:2-1=0
P(1,-1,2) 0 3 1
. Ur:u'fr:(]-vovo) . — _
- T'{Pr:(l,—1,2) = r: Z: 1 VA eR
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Problema 17.2.4 (B2) Se consideran tres planos de ecuaciones:
m=4drx+2y—4z=2, m=r—y—z=2y m3=x+ay+z=n>o.

;Existen valores de los parametros a y b para los cuales los tres planos se cortan en una recta? En
caso de que la respuesta sea negativa, razénala.
En el caso de que la respuesta sea positiva, calcula dichos valores.

Solucién:

/A 2 a2 B

A= 1 -1 -1|2 ]; |A] =-12 # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n® de incdgnitas y
1 a 1 |b

el sistema es compatible determinado. La solucién es tnica y los tres planos se cortan en un punto,
independientemente de los valores que tomen los pardmetros a y b. No pueden cortarse en una
recta.

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.5 (A3) Sea f(x) = :E;:—l

de f, calcula sus asintotas, y encuentra la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x = 0. Haz una representacion aproximada de la grafica de la funcién f.
Solucién:

. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento

@ Dom(f) =R, con un tnico punto de corte con los ejes coordenados en (0,0) y es una funcién
IMPAR.

@ Asintotas:

e Verticales: No tiene, el denominador no se anula para ningtin valor real.
e Horizontales: y = 0 ya que

. T ;

11m —— = l1In =
z—=—oo 22 + 1 z—oo 12 4 1

e Oblicuas: no hay por haber horizontales.

2
-1
@ Monotonia: f'(z) = —(iﬁ =0= z==1
x
(—OO,—l) (_Ll) (LOO)
f'(z) - + -
f(x) | decreciente N | creciente /' | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—1,1) y decreciente en el (—oo,—1) U (1,00). Tiene
un méximo en el punto (1,1/2) y un minimo en el (—1,—1/2)

@ Recta tangente:a = 0= b= f(0) =0,m = f'(0) = R

@ Representacion grafica:
¥ /’

//”

D

"
/ e
/
“0(0’0)

\,

~__/
Ml’n(-l,-l/)//

/
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Problema 17.2.6 (B3) Sea f(z) = 2® + Az? + Bx + C. Encuentra los valores de los pardmetros
A, By C para que f(0) = 2, las rectas tangentes a la grafica de f en los puntos de abscisa = 1
y = 3 sean paralelas y f tenga un extremo relativo en el punto x = —1. Ese extremo relativo,
jes un maximo o un minimo? Estudia si f tiene algin otro extremo relativo y determina si son
maximos 0 minimos.

Solucién:
f(z) =2+ A2 + Bx + C = f'(z) = 32° + 242+ B
fO)=2= C=2 C=2 A=—-6
f)=fB)= 3+24+B=27T+6A+B = { 4A=-24 = { B=-15 =
F(-1)=0= 3-24+B=0 24— B =3 C=2

f(z) = 2® — 62% — 152 + 2

flx)=3832>-120 —15=0=ozx=—-1yz=5
" s . .
HON f"(-1) = -18 < 0 = (—1,10) Méximo relativo
fla) =6z =12 = { F"(5) =18 > 0 = (5, —98) Minimo relativo

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.7 (A4) Calcula / (2% + 1)e* ™! dx explicando el método utilizado.

Solucion:

Integracién por partes: (/ udv = uv — / vdu)

2
9 el . | u==x +1:>du:2xdx}_
/(.13 +1)€ dx_ |: dU:ew—i—l diL’ N ,U:ew-i-l -

(z% + 1) — 2/ e dr =

u=1z= du=dzx }
dv = e* T dp = v = * 1!

(z? +1)e" Tt — 2 [me”l - / emtt dx} = (®+1)e" T =2 [ze" T — "M + O =

(% + 1)t — 2ze™ T 4 2" 4 O =" (22 — 22+ 3) + C

Problema 17.2.8 (B4) Dibuja el recinto limitado por las pardbolas de ecuaciones y = 22% —4x+3
ey =a?—2z+3y calcula el 4rea de ese recinto.
Solucién:

& f(r)=22%—42+3

e Puntos de corte: Con el eje de ordenadas en (0,3) y como 22% —4x+3 >0 Vo € R =
no tiene puntos de corte con el eje de abscisas y es positiva en R.

e fllz) =4z —4=0= z=1.
f'(x)=4= f"(1)=4> 0= (1,1) es un minimo.

& g(z) =2 -2 +3

e Puntos de corte: Con el eje de ordenadas en (0,3) y como 2 —-224+3>0VzeR =
no tiene puntos de corte con el eje de abscisas y es positiva en R.
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e J()=22-2=0= x=1.
d"(z)=2= f"(1)=2> 0= (1,2) es un minimo.

@ Puntos de corte entre las dos graficas:
flx)=g(x) = 22 ~dox+3=2>-22+3= 2> —22=0= (0,3) y (2,3)

@ Representacion grafica:
\Y
\\
(03)

0(0,0)

@ FEl recinto de integracién sera: S : [0, 2]

3 2

- 52/02(9($)—f(1‘)) d$=/02(—x2+2x) do = %4‘%2 0=§u2

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Problema 17.2.9 (A5) Tenemos dos dados, uno normal y otro trucado. En el trucado hay 4 unos
y 2 doses. Se elige un dado al azar y se tira dos veces.

a) (Cudl es la probabilidad de obtener un 1 en la primera tirada y un 2 en la segunda?

b) Sabiendo que el resultado de la primera tirada ha sido un 1 y el de la segunda ha sido un 2,
calcula la probabilidad de que se haya escogido el dado trucado.

Solucién:
Sea N dado normal y T' dado trucado.

a) P(1,2) = P(LYP(N) + PL2P(T) = ¢ 5+ 5 ¢ 5 =+ é = % =0,125

[\~

P(L2AT)P(T) 553

b) P(TI12) = =5

=[O

Problema 17.2.10 (B5) Una caja que contiene 500 monedas es vaciada sobre una mesa. Halla
a) la probabilidad de que el nimero de caras sea mayor que 240;
b) la probabilidad de que el ndmero de caras sea menor que 230;
¢) la probabilidad de que el nimero de caras esté comprendido entre 230 y 240, ambos incluidos.

Solucion:
B(500;0,5)

Como n > 10, np =250 > 5y ng =250 > 5 —=

N(np,/n
B(500:0,5) " "™ N(250: 11, 18)
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240, 5 — 250

P(X >240)=P (2 >
a) P(X > 240) ( =711,18

P(Z <0,85) = 0,8023

) = P(Z > —0,85) =

229,5 — 250

1-P(Z<1,83)=1-0,9664 = 0,0336

929, 5 — 250 240,5 — 250)
P(230 < X < 240) = P ( 2222 =20 o 7 o 2200 -
¢) P(230 < X < 240) < 3,464 — 7 =7 3464
P(~1,83< Z < —0,85) = P(Z < —0,85) — P(Z < —1,83) =

(1—-0,8023) —0,0336 =0, 1641
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Capitulo 18

Resumenes teoricos

18.1. Algebra

Matrices
matriz A dimension Transpuesta AT dimensién
air - Qin air -0 Aim
mxn nxm

Am1 " Amn apl " Gnm

matriz cuadrada orden identidad matriz triangular
a1 - ain 1 --- 0 a1 - ain

n
ani -+ A 0 --- 1 0 - ann

@ Suma: Tienen que tener la misma dimensién y se suman término a término.

@ Producto de una matriz por un nimero real: Se multiplican todos los términos de la
matriz por ese nimero.

@ Producto de dos matrices: Se desarrolla multiplicando matriz fila por matriz columna de
la siguiente manera:

b1
(ann a2+ am )- : =anbn +aizbar + -+ + a1nbm
bnl
El ntimero de columnas de la primera matriz tiene que ser igual al niimero de filas de la
segunda.
Determinante de una matriz

@ La matriz tiene que ser cuadrada

aip  ai2

a) De orden dos:
az;  G22

= 11G22 — G120G21
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b) De orden tres: (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
a1 @22 Q23 | = Q11022033 + A21032013 + A31G12023—
az1 asz ass

—(a13a22a31 + a23az2a11 + a33a12021)

@ Propiedades:

a+m b+n c+p a b c m n p
a) d e f =|d e f|+| d e f
g h i g h i g h 1
b) |AT] = |A]
¢) |[A-B| = |A|-|B|
d) Si cambiamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo.
e) Si una fila o una columna tiene todos sus elementos igual a cero el determinante vale

cero.
f) Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante vale cero.
g) Si dos filas o dos columnas son proporcionales el determinante vale cero.

h) Si una fila o columna es combinacién lineal de las otras el determinante vale cero.

a b ¢ a b ¢ a b c a b c
)|d e fl=|d e fl+|d e f|= d e f |, es decir, si a una
g h i g h i a b c g+a h+bdb i+c
fila (o0 a una columna) le sumamos otra fila (u otra columna) el determinante no varfa.
a b c a b c a b ¢ a b c
Hld e fl=|d e fl+]| d e f|= d e f , es decir,
g h i g h i ra xb xc g+zxa h+zb i+ zxc

si a una fila multiplicada por un ntimero (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra
columna) el determinante no varfa.

Matriz Adjunta:

@ Adjunto del elemento a;; de una matriz es el valor del determinante resultante de eliminar
la fila 7 y la columna j multiplicado por (—1)**7 y se le denomina Aij.

@ Matriz adjunta. Adj(A) = (4i;)

Calculo del determinate de una matriz por adjuntos:
Se elige una fila o una columna (cualquiera es vélida, siempre serd mejor aquella que tenga més
ceros), escojo la primera fila para el ejemplo:

|A] = a11 411 + a2+ - + a1, A1y
Inversa de una matriz: ‘ "
(Adj(A))
Al
Una matriz tiene inversa si, y sélo si, |A| # 0.

A las matrices que tienen inversa se la llama Regulares y a las que no la tienen se las llama
Singulares.

AT =
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Rango de una matriz

Es el numero de filas linealmente independientes.

De forma practica se calcula por determinantes. Si tenemos una matriz de dimensién 3 X 4 cogemos
matrices cuadradas que tengan el mayor orden posible, tendremos cuatro de orden 3, si el determi-
nante de alguna de ellas es distinto de cero el rango es 3 y habremos terminado, si por el contrario
todas son cero el rango ya no puede ser 3 y buscaremos menores de orden 2. Si alguno de estos
menores es distinto de cero ya habremos terminado, y el rango sera 2, si por el contrario todos son
cero tendremos que buscar menores de orden 1, y en el momento que encontremos alguno distinto
de cero el rango serd 1.

Sistema de Ecuaciones lineales

anrit+ - FamTp = by
am1T1+ - +amnTy = bm
ail N A1n
Matriz del sistema: A =
Am1 Amn
ail N A1n bl
Matriz ampliada: A =
Gmi  ***  Gmn | bm
1
Matriz de variables: X = : ,
Tm
by

Matriz de términos independientes: B = :
bm,
Se trata de una ecuacién matricial: AX = B.
Si |A] #0 = 3A~! y en este caso el sistema se podra resolver de la siguiente manera X = A~'B

Antes de resolver un sistema estudiar si hay ecuaciones nulas, iguales o proporcionales, para el
estudio del rango.

Teorema de Rouché

@ Si Rango(A) =Rango(A4) = n° de incdgnitas se trata de un Sistema Compatible Determinado
(SCD). Y tiene solucién unica.

@ Si Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas se trata de un Sistema Compatible Indetermi-
nado (SCI). Y tiene infinitas soluciones.

@ Si Rango(A) #Rango(A) se trata de un Sistema Incompatible. Y no tiene solucién.

Sistema homogéneos Son aquellos en los que b; = 0, estos siempre tienen solucién z; = zo =
- = &, = 0 solucién trivial, pero en el caso de que de que Rango(4) < m (n° de incdégnitas)
estarfamos ante infinitas soluciones, es decir:
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-

-

Si Rango(A) = m (n® de incégnitas) = SCD = xy = x5 = - -+ = x,,, = 0 solucién trivial.

Si Rango(A) < m (n° de incdgnitas) = SCI = infinitas soluciones.

Regla de Cramer B
Sea A = (C1,C4,Cs,---,C,, B), entoces sustituimos la columna B en la matriz A por cada una
de las columnas y tendremos:

oy = BiC2Cs Gl €L B Gy Gl [C1 G B
|A| ’ Al D IA]

18.2. Geometria

Vectores
Sean 7 = (U17u27us), 7 = (U17027U3) y W = (w17w2,w3)

-

Uy Uz Uz

7, o y W son linealmente independientes si | v;  we w3 | # 0. En caso contrario uno de
wy w2 w3

los vectores es combinacion lineal de los otros.

7 . 7 = U1V1 + U2V + U3V3

Producto escalar: { 7T = |7||ﬁ| cos o

i j k
Producto vectorial: ? = U XV = u1 uz ug |; el vector 7 es perpendicular a los
(%1 Vo Vs
vectores U y ¥. Se cumple |7 x U| = ||| V| sin .
|7 X 7| = S donde S es el drea del paralelogramo que describen los vectores 0 y o por

paralelelismo. (El drea de un tridngulo serd 55)

Uy Uz U3
Producto mixto: [7,7,?] = | v1 wy w3 | =1V, donde V es el volumen del parale-
w; w2 w3
lepipedo que determinan los tres vectores por paralelismo. El volumen de un paralelepipedo
es también V' = Sy, Altura. Para calcular el volumen de un tetraedro tenemos dos férmulas:

1
Vietraedro = évparalelepfpedo y Vietraedro = ngase - Altura

Ecuaciones

o
Sea la recta r : { uy = (u1, uz, u3)
P.(a,b,¢)
Vectorial Paramétrica Continua General

T =a+ Ay r—a y—-b z-—c
7 =P +\u, y=Db+ uy = =
2 =c+ \us bt Uz us

No hay

220



ﬁ = (u1, UQ,Ug)

Sea el plano 7: { U = (v1,va,v3)
P(a,b,c)
Vectorial Paramétrica Continua General

U, vV T —a
us vy y—>b | =0
us Us zZ—C

T =a-+ duy + pug
?:P+/\7+u7 y =0b+ Aug + pvs No hay

z = c+ Aug + pvs Az + By+Cz+D =0
Ideas:
a1 b o
@ Tres puntos Py (ay,by,c1), Po(ag, ba,ca) y Ps(as, bs, c3) no estdn alineados si | az by co | #
az bz c3
0

® El vector u, y la recta r tienen la misma direccion.
& El vector u, = (A,B,C) y el plano 7 : Ax + By + Cz + D = 0 son perpendiculares.

Posiciones de rectas y planos:

_>
— — Uy
—
@ Dos rectas: r : { qj; ;S { 1;35 y P.P;. Construimos la matriz A = u_;
s S
P.P,

Si Rango(A) = 3 = Se cruzan.

S

w
Rango ( u_>r ) = 2 = Se cortan

Si Rango(A) = 2: e .
Rango ( — | =1 = Son paralelas
Si Rango(A) = 1 = Coinciden.
u
@ De una recta r : { Pr y un plano 7 : Ax+ By+Cz+ D = 0: Se pasa la recta a paramétricas

y se sustituye en el plano: A(a + Auy) + B(b + Aug) + C(c + Aug) + D = 0 Al resolver esta
ecuacién pueden ocurrir tres casos:

a) Encuentro un valor de A\ = kK = se cortan. El punto de corte se encuentra sustituyendo
el valor de A en la ecuacion paramétrica de la recta.

b) Encuentro infinitos valores de A = la recta se encuentra contenida en el plano. (La
solucién de la ecuacién queda de la forma 0 = 0)

¢) No existen valores de A = la recta es paralela al plano. (La solucién de la ecuacién
queda de la forma 7 = 0)

@ De dos planos 7 : Alo: + Bly 4+ Ciz+ Dy y 7o : Asx + Boy + Coz + Ds. Puede ocurrir:

A B B Ch
a) R 75 e # — en cualquiera de ellos los dos planos se cortan en
Asy Bg Co
una recta
A B
b) A—; = B; = g; # —— en este caso son paralelos.

c) A = 5 = G _ & en este caso coinciden.
Ag BQ Cg D2
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@ De tres planos my : Ajx+By+Crz+Dq, g : Asx+Boy+Coz+Ds y wg 1 Asx+Bsy+Csz+Ds.
Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y se discute por el teorema de
Roché. Si el sistema tiene solucién unica los tres planos se cortan en un punto. En el caso de
que tenga infinitas soluciones se analizan los planos dos a dos. En el caso de que no tenga
soluciones se analizan los planos dos a dos.

Férmulas:
@ Distancia entre dos puntos: d(A, B) = |@|

H %

) : |PP,. x uy|

@ Distancia de un punto a una recta: d(P,r) = T
u;.

_ |Aa+ Bb+ Cc+ D|
JAZ L B4 C?
PP, a}, )|

@ Distancia entre dos rectas que se cruzan: d(r, s) = ?ﬁr
Uy X Usg

@ Distancia de un punto a un plano: d(P, )

@ Angulo entre dos vectores: cosa = kilki

—
. Uy - Ug

@ Angulo entre dos rectas: cosa = bl
Uy | Uy

. Uu U
@ Angulo entre dos planos: cos @ = —=%—"=2-
|t ||t |

— —
. . Uy * Ug
@ Angulo entre una recta y un plano: sina = ———-
ur|[url
P+Q
2

@ Punto mediode Py Q es A=

@ Punto simétrico de P respecto de Q es A =2Q — P
& Esfera: (r —a)? + (y — b)? + (2 — ¢)® = r* es una esfera de centro C(a, b, c) y radio= r.
Ideas métricas:

@ Punto simétrico de P respecto al plano 7:

e Calculo r que pasa por P perpendicular a m, u = ..

e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P -P

@ Punto simétrico de P respecto a la recta 7:
- —
e Calculo 7 perpendicular a r que contenga a P, u; = u,..
e Calculo el punto de corte P’ de r con 7.

o P/=2P"-P
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Recta perpendicular a otras dos que se cruzan (y las corta): Se calcula como interseccién de

u; u
los dos planos 7 : 1T,«> , To: 172
P, P

dondeﬂ:zﬁxﬁg

Recta que pasa por un punto P y corta a dos rectas que se cruzan: Se calcula como interseccién
de los dos planos

PP PP

. — . —
T - Uy 5 T . Ug

P.oP P;oP

Recta paralela a un plano 7 y que corta a otra recta t que a su vez corta a ™ y que pasa por
el punto P:

e Calculo un plano 7’ paralelo a 7 que contenga a P.

e Calculo P’ punto de corte de 7’ y t.

e La recta buscada es la que une los puntos Py P’.
Ecuacién de la circunferencia resultante de cortar una esfera con un plano (vertical u hori-

zontal). Si el plano es z = k, se sustituye en la ecuacién y resulta una circunferencia. Tened
cuidado, el centro de esta circunferencia es (a, b, k).

@ = CP

Plano tangente a una esfera de centro C' en el punto de tangencia P: 7 : .
Contiene a P

Encontrar los puntos de una recta r que estdan a una distancia A de un punto P: Se calcula
la ecuacién de una esfera de centro P y radio A. Se buscan los puntos de corte de esta esfera
y la recta r.

Plano Mediador 7 entre dos puntos P; y P»: Es el lugar geométrico de los puntos P(z,y, z)
que cumplen d(P, P1) = d(P, Ps).

Plano Bisector 7 entre dos planos 71 y mo:Es el lugar geométrico de los puntos P(z,y, z) que
cumplen d(P,m) = d(P, m2).
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18.3. Analisis
Tabla de Derivadas
funcién derivada funcién derivada
y=k y = y=1 y =1
y=azx" y = naz™ ! y = au” y' = nau™ T/
y=utv y =u £ Y = uv Yy =u'v+uw
u’ u u'v —uv’
y= Vu Y =— y=— y=—75—
nvunr—1 v v
u’ o’
y=1Inu y = — y =log, u y =
U wln a
Yy =u’ y =’ (v Inu) +vu’ Tu y = a“ y =va"lna
y=-c" y =u'e” y =sinu y = u cosu
Y = CoSU y = —u'sinu Yy = tanu y = u'sec’u
y = cotu y = —u'csc?u Yy = cscu = —u' cscucotu
7
/ ’ . ' U
=secu = u secutanu = arcsinu = —
y y y V=
/ ul ! u’
e e — = t _
Y = arccosu Y N y = arctan u V=1
Regla de la Cadena y=f(g9(x)) | v =d @) f (g(x))
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Representacion grafica de funciones
Hay que seguir los siguientes pasos:

1 Dominio Buscar Puntos Singulares 2 Signo f()>00 f(x) <0

Corte con OX : f(x) =0 Par: f(—z) = f(z) con OY

3 Ptos. Corte 4 Simetria :

Corte con OY : =0 Impar : f(—z) = —f(x) con O
Verticales : x = p
xh;nfp f(z) = Foo Creciente : f'(x) >0 ~
Horizontales : y = p Decreciente : f'(z) < 0 AW
h’nil flx)=p Si f'(p) = 0 Punto Critico :
5 Asintotas : gg yoi » = No Oblicuas 6 Monotonia : Miix.imo s.i f////(p) <0
Oblicuas : y = mz +n Minimo si f*(p) > 0
. flx) Pto. Inflexién si
i Ny /") =0y f"(p) #0
n=lim_(f{x) - ma)
Céncava : f(x) >0 U
Méximo : 7\ Convexa : f"(z) <0 N
Méximos y de creciente a decreciente | Si f”(p) = 0 Punto Critico :
Minimos Minimo : \, 8 Curvatgag Pto. Inflexién si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9 Periodo : fla+T) = f(x)
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Tabla de Integrales Inmediatas

Tipo Simple Compuesta
et fa+1
Potencial a # —1 / xdr = / fo- fldx
a+1
f . 1 f'
Logaritmica —dz =In|x| dx =1n |f|
x
Exponencial / e dr = e” / f'dx = e’
z : bi
Exponencial / iy = 2 / al - f'dx = @
" Ina Ina
Seno /c srdr =sinx /f’-cosfda::sinf
Coseno / sinz dx = —cosx / f'-sin fdx = —cos f
Tangente sec? dz = tanx / f'-sec? fdr =tan f
/(1+tan2x)d:v:tanx - (1+tan? f) de = tan f
1 Fil
/ p—m dr = tanx cos? ] dx = tan f
Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdr = —cot f
/(1+cot2x)dx:—cotx - (1 +cot? f)dr = —cot f
1 7
/ —— dz = —cotw .f2 dx = —cot f
sin” x sin” f
1 . I .
Arco seno dx = arcsin x \/ﬁ dx = arcsin f

.
dxr = arcsin —
2 a

7
/ fi dx = arcsin i
a2 — f2 a

Arco coseno

dx = arccosx

/ idmzarccosf
iE

x
dxr = arccos —
a2 _ IQ a

dxr = arccos =
a

Arco tangente

dxr = arctan x

1
14 22

e =
/ 1+f2d17arctanf
7

1 T
——— dr = arctan —
a? 4 x2 a

g !
/a2+f2 dx—arctana

Neperiano — Arcotangente

ax? +bx +c

M N
T dr = In+arctanx

: M #0
az? 4 bz + ¢ irreducible
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Definicion de Derivada

f(x) = lim fe+h) - f@) f'(a) = lim flat+h) ~ f(a)

h—0 h h—0 h

Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

lm_ f(z) = lm f(z) = f(a)

r—>a~ r—> a™t

@ Si lim f(z)# lim f(r) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
z—>a~ r—> a™t

punto)

@ Si lim f(z)= lim f(x)# f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
T—>a~ z—>at

en ese punto)
Derivabilidad

Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a”) = f/(a

o flath) = f@) o g flath) = fla)
i G, ) = S

+).

flla™) =

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un méximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a, ], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (a < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abscisas, es decir, 3¢ € [a, ] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

c € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Célculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /I f(t)dt donde ¢ € [a,b]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, ] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)
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Teorema de integraciéon por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b
/ f'(@)g(w) da = [f(x)g(x)], — / f(x)g'(z) dx
/ wdv = uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)

Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. ST hacemos el cambio de variable ¢ = g(x) se cumple que

b g(b)
/ Fg(2))d (@) dz = / F(t)dt
a g(a)

Limites cuando © — +o
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

m 2@
x— oo Q(gj)

L=

@& lim P(x)= +oo el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
r—>00

mio.

A
& Sin>m=— L :Sign0<§) - 00

& Sin<m— L=

0

A
& Si = — |, = —
[ 1n m B

Si lim P(z)%® =[1°] = ¢*, donde

xTr—>00

A= lim Q(z)(P(z)—1)

r—>00

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

i S [0] o [20] SO L)

Aproximaciones cuando z — 0

sinz ~ x tanz ~ x e ~1l+x log(l+z)~x
x ™
2

a*~1+zlna | arcsinz ~x | cosr ~1— — |arccos~ — — =
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18.4. Probabilidad

Frecuencia absoluta de un suceso A es el numero de veces que se repite dicho suceso

= f(4)

Frecuencia relativa de un suceso A es la proporciéon de veces que ha sucedido A de N ex-
A
periencias = f,.(A) = S
N
Ley de los grandes nimeros: Nh’m fr(A) = P(A)
— 00

Ley de Laplace: P(A) = Numero de casos favorables

Ntmero de casos posibles

) = Espacio muestral es el de todos los sucesos, seria el suceso seguro: P(2) = 1.
() = Espacio vacio es el de ningin suceso, serfa el suceso imposible: P(()) = 0.

Diagramas de Venn: (esquemas usados en la teorfa de conjuntos)

Union de dos conjuntos: Es el total de
todos los elementos del conjunto A con to-

dos los de B: AU B

Interseccion de dos conjuntos: Es el to-
tal de todos los elementos comunes entre los
conjuntos A v B: An B

(i

Sucesos Incompatibles: Dos sucesos son
incompatibles si su interseccion es vacia.

AnNB=0= P(ANB)=10

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

En el caso de que los dos sucesos sean incompatibles la formula quedaria:
P(AuB)=P(A)+ P(B)
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Sucesos independientes: Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).

A es el suceso contrario o complementario

de A:

A=Q—-A— P(A)=1-P(A)

P(ANB)=P(B)— P(AN B)

P(ANTD) = P(A) — P(AN D)

Leyes de Morgan: AUB=ANBy ANB=AUB

Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que ocurra un suceso A sabiendo que ha

P(ANB
ocurrido el suceso B: P(A|B) = (P(:ﬂ)
Teorema de Bayes: P(A|B) = P(B;Lf(l)BJ)D(A)

Teorema de la probabilidad total: Si A; U As U A3 U A4 U A5 = Q y los sucesos A; con
i =1,...,5 son incompatibles dos a dos (interseccién vacia), entonces:

P(A) = P(A1)P(A|A1) + P(A2) P(A|A2) + P(A3) P(A|A3) + P(A4) P(A|Aq) + P(A5) P(A|A5)
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Probabilidad condicionada:
P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

probabilidad total

P(A) = P(A1)P(A|A1)+P(A2) P(A|Ay)+P(A3) P(A)As)+P(A4) P(A|Ag)+P(As) P(A|As)

Organizacién por arboles:

Py A —POH

P{a|B) _ «
P(B) . /
w

Pc) b

PlaC) - @
Cﬁ
P
\b

;

Organizacion por tablas de contingencia:

Renault | Seat | Mercedes | Totales
Blanco 15 20 10 45
Negro 300 455 200 955
315 475 210 1000
20 200 45 210
P(BIS) = 2L, P(N|M)= 20, P(B) = o=, P(M) = 0

475’
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18.5. Estadistica

Graficos:

@ Varable discreta: con diagrama de barras.
zi, p(xi) = pi, Z pi=1
Media = p = Z x;p;, Varianza = o2 = Z pix; — M)Q = Z pixi — 12
Desviacién tfpica = V/Varianza
@ Variable continua: histogramas (intervalos)
Ti, [is

Media = X = szxf Varianza — o2 — 2= f;f X)? _ sz}f? P

Desviacién tipica = v/ Varianza

Histograma

Habitantes segtin edad media de una poblacién (en miles)

5

=

IS

75

habitantes

- N W

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 £0-70 70-90 90-110
edad media

Distribucién Binomial B(n,p):
n a _n—a
P(X=a)=( u )pq

p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de fracaso. Por ejemplo, si B(7,0,4) =
n="7p=0,4y q=0,6:
P(X=2)= ( ; )0,420,65 =0,261
PX<3)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3),6
P(X<3)=1-PX>3)=1-(P(X=4)+PX=5+PX=6+PX=7)

Su Media= p = np, su Varianza= o2 = npq y su Desviacién Tipica= v/ Varianza.
Distribucién Normal N(u, 0):




N(1.2)

N{p,0) = => N(0,1)

k—
Tipificacién Paso de una normal N(u, o) a otra N(0,1): k — M, si queremos calcular P(a <

g
X < b) y X es de una normal N(u, o) entoces Z seguird una normal N(0, 1)

P(a<X<b)=P(u<Z<a_”)
g (o)

Cuando una distribucién binmial B(n,p) cumple np > 3 y ng > 3, se aproxima a una normal
N (np,/npq), si son mayores de 5 la aproximacién es perfecta.

\
N N©.1

P(Z<a)

P(Z>a)=1-P(Z<a), P(Z<—-a)=1—-P(Z<a)
Pla< Z <b)=P(Z<b)—P(Z<a)

La correccion por continuidad de Yate seguird las siguientes reglas:
Plx=a)=P(a—0,5< X <a+0,5)

P(X <a)=P(X <a+0,5)
P(X <a)=P(X <a-0,5)
P(X >a)=P(X >a+0,5)

P(X>a)=P(X>a—0,5)
Célculo de z,/5 con un Nivel de confianza del 95%: NC = 0,95 = 1 — a (o =Nivel de signifi-

cacién)= «a = 0, 05. Para una distribucién bilateral tendremos % =0,025 = P(Z < z4)2) =

1— % =1-10,025 = 0,975 se busca en la tabla N(0,1) y obtenemos z,/, = 1,96
Para muestras aleatorias de tamaiio n con media X de una N(u, o) la media X se distribuye como

una normal N (,u, L)

vn

g

o

Error: F = 2,2
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Intervalo de Confianza: (X — E,X + E) = <Y - za/z%,y + Za/g\;;> zona de aceptacién
n n

de hipétesis de igualdad de medias.

1—
Proporciones: Sea p proporcién de la muestra de tamano n, se distribuye como una N <p, p(p))
n

p(1 —p)

1-— 1-—
Intervalo de Confianza: (p — E,p+ E) = (ﬁ — Za)2 u,ﬁ + 2a/2 M) zona de
V n V n

aceptacion de hipétesis de igualdad de proporciones.

Error: £ = 2,2
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TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

P(Z<2)=F(z)=

1
N2

; x
je 2 dx

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 05714 05753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 06517
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 06772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
06 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
07 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
09 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
151 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
= 0.8849 0.8669 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.6980 0.6997 0.9015
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 09162 09177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
15 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 09418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
17 0.9554 0.9564 09573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 09625 09633
L 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
19 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
20 09772 09778 09783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 09812 09817
21 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 09878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 09913 09916
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