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Capitulo 1

Algebra

1.1. Resumenes tedricos

Matrices
matriz A dimension Transpuesta AT dimensién
aix -+ QGin aix -0 Aim
mXn o : nxXm

Am1 e Amn an1 e Anm

matriz cuadrada orden identidad matriz triangular
all DY aln 1 DRI 0 all ... aln

n
aTLl DY aTLn 0 DY 1 O ... a”fl,"L

= Suma: Tienen que tener la misma dimensién y se suman término a término.

= Producto de una matriz por un niimero real: Se multiplican todos los términos de la
matriz por ese nimero.

s Producto de dos matrices: Se desarrolla multiplicando matriz fila por matriz columna de
la siguiente manera:

b1
( ail ai2-cc Qip ) : : = a11b11 + ai12ba1 + - + a1nbp1
bnl
El nimero de columnas de la primera matriz tiene que ser igual al nimero de filas de la
segunda.
Determinante de una matriz

= La matriz tiene que ser cuadrada

aip  ai2

a) De orden dos:
az;  G22

= 11G22 — G120G21
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b) De orden tres: (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
a1 @22 G23 | = (11022033 + A21032013 + A31G12023—
asy a2 as3

—(a13a22a31 + a23a32a11 + A33012021)

= Propiedades:

a+m b+n c+p a b c m n p
a) d e f =|d e f|+| d e f
g h i g h 1 g h i

b) [AT] =A]

o,

)

¢) |[A-B[=|A[-|B|
) Si cambiamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo.
)

Si una fila o una columna tiene todos sus elementos igual a cero el determinante vale
cero.

e

f) Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante vale cero.
g) Si dos filas o dos columnas son proporcionales el determinante vale cero.

h) Si una fila o columna es combinacién lineal de las otras el determinante vale cero.

a b ¢ a b ¢ a b c a b c
i)|d e fl=|d e fl|+]|d e f|= d e f |, es decir, si a una
g h i g h i a b c g+a h+bdb i+c
fila (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra columna) el determinante no varfa.
a b c a b c a b ¢ a b c
Hld e fl=|d e fl+]| d e f|= d e f , es decir,
g h 1 g h i ra xb xC g+xa h+xb i1+ zc

si a una fila multiplicada por un nimero (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra
columna) el determinante no varfa.

Matriz Adjunta:

= Adjunto del elemento a;; de una matriz es el valor del determinante resultante de eliminar
la fila ¢ y la columna j multiplicado por (—1)"*7 y se le denomina A;;.

= Matriz adjunta. Adj(A) = (4i;)

Calculo del determinate de una matriz por adjuntos:
Se elige una fila 0 una columna (cualquiera es vdlida, siempre serd mejor aquella que tenga mds
ceros), escojo la primera fila para el ejemplo:

|A| = a11 411 + a12412 + - - + a1nA1n
Inversa de una matriz: ‘ -
(Adj(A))
Al
Una matriz tiene inversa si, y sélo si, |A| # 0.

A las matrices que tienen inversa se la llama Regulares y a las que no la tienen se las llama
Singulares.

AT =
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Rango de una matriz

Es el numero de filas linealmente independientes.

De forma practica se calcula por determinantes. Si tenemos una matriz de dimensién 3 X 4 cogemos
matrices cuadradas que tengan el mayor orden posible, tendremos cuatro de orden 3, si el determi-
nate de alguna de ellas es distinto de cero el rango es 3 y habremos terminado, si por el contrario
todas son cero el rango ya no puede ser 3 y buscaremos menores de orden 2. Si alguno de estos
menores es distinto de cero ya habremos terminado, y el rango sera 2, si por el contrario todos son
cero tendremos que buscar menores de orden 1, y en el momento que encontremos alguno distinto
de cero el rango serd 1.

Sistema de Ecuaciones lineales

anrit+ - FamTp = by
am1T1+ - +amnTy = bm
ail N A1n
Matriz del sistema: A =
Am1 Amn
ail N A1n bl
Matriz ampliada: A =
Gmi  ***  Gmn | bm
1
Matriz de variables: X = : ,
Tm
by

Matriz de términos independientes: B = :
bm,
Se trata de una ecuacién matricial: AX = B.
Si |A| # 0= 3A~! y en este caso el sistema se podra resolver de la siguiente manera X = A~1B

Antes de resolver un sistema estudiar si hay ecuaciones nulas, iguales o proporcionales, para el
estudio del rango.

Teorema de Rouché

» Si Rango(A) =Rango(A4) = n° de incdgnitas se trata de un Sistema Compatible Determinado
(SCD). Y tiene solucién unica.

» Si Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas se trata de un Sistema Compatible Indetermi-
nado (SCI). Y tiene infinitas soluciones.

= Si Rango(A) #Rango(A) se trata de un Sistema Incompatible. Y no tiene solucién.

Sistema homogéneos Son aquellos en los que b; = 0, estos siempre tienen solucién z; = zo =
- = &, = 0 solucién trivial, pero en el caso de que de que Rango(4) < m (n° de incdégnitas)
estarfamos ante infinitas soluciones, es decir:
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= Si Rango(A) = m (n° de incdgnitas) = SCD = 1 = x93 = - - = x,,, = 0 solucién trivial.
» Si Rango(4) < m (n° de incégnitas) = SCI = infinitas soluciones.

Regla de Cramer
Sea A = (C1,C4,Cs,---,C,,, B), entoces sustituimos la columna B en la matriz A por cada una
de las columnas y tendremos:

o IBC Gy Gl [CLB G Gl |GG B
A 7
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1.2. Andalucia

1.2.1. Modelo de 2020

1 -2 0
Problema 1.2.1 Se considera la matriz A = -2 2 -1
0 1 1

a) Razone si la matriz, A es simétrica.
b) Calcule A~1.
c¢) Resuelva la ecuacién matricial 2X A — A% — 313 = O.

Solucion:

a) AT #£ A = A no es simétrica.

-3 -2 -2
by Al=| -2 -1 -1
2 1 2

) 2XA— A2 -3, =0 — 2XA= A2 4+ 3[3 — X = L(A2+35)A~1 = L(A+3471)

1 1 -2 0 -3 -2 -2 —4 -4 =3
X = 5 -2 2 -1 +3 -2 -1 -1 = -4 -1/2 =2
0 1 1 2 1 2 3 2 7/2
1.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.2.2 Sean A, B, X e Y matrices invertibles que verifican AX = By BY = A.

a) Compruebe que Y1 = X.

1 2 2 1
b) ParaAf(1 3)ny(O _1)halleXeY.

Solucion:

a) BY =AyAX = B= AXY = A= A 'AXY = A"'A = XY == XYY =
I'Yl = X=Y"!

b) AX = B = X
(2 23)
o=y esas (3 )a(1 D)= (0 )0 ) -

(2 7%)

I
o
ul
™
Il
/N
— =
W N
N~~~
I
_
/N
S N
|
— =
N——
I
/N
|
— W
|
N
N——
/N
[anl \V]
|
—
N—
I

15



1.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.2.3 Tres institutos piden presupuesto de alojamiento en Roma en dos agencias de
viajes, que les dan el precio por noche segun el tipo de habitacién individual, doble y triple. La
primera agencia ofrece los siguientes precios: individual a 65 euros, doble a 85 euros y triple a 104
euros. La segunda agencia oferta la individual a 78 euros, la doble a 83 euros y la triple a 106 euros.
El primer instituto necesita tres habitaciones individuales, quince dobles y dos triples, el segundo
dos individuales, doce dobles y cinco triples y el tercer instituto una individual, dieciséis dobles y
siete triples.

a) Exprese, mediante una matriz A, los precios de las dos agencias segtin tipo de habitacién y
con otra matriz D la demanda de los tres institutos.

b) Mediante operaciones con las matrices anteriores, calcule el precio por noche que cada agencia
facilita a los distintos institutos por el total de habitaciones solicitadas. ;Qué agencia le
interesaria a cada instituto?

¢) ;Existe la inversa de la matriz D? ;Y de la matriz A? Justifique las respuestas.

Solucién:
. Individual | Doble | Triple 65 85 104
a) | Agencia 1 65 85 104 |=— A= 73 83 106
Agencia 2 78 83 106
Instituto 1 | Instituto 2 | Instituto 3
Individual 3 2 1 32 1
Doble 15 12 w6 | P- 1; 1§ 13
Triple 2 5 7
65 85 104 p 2 1 1678 1670 2153
b) 4-D= ( 78 83 106 ) 12 1; 13 :< 1691 1682 2148 ) -
Instituto 1 | Instituto 2 | Instituto 3
Agencia 1 1678 1670 2153
Agencia 2 1691 1682 2148

Al Instituto 1 y al Instituto 2 les interesaria contratar con la Agencia 1, mientras que al
Instituto 3 le interesaria la Agencia 2.

¢) La matriz A no es cuadrada y, por tanto, no tiene inversa.
|D| = —83 = 3D~ (Si existe inversa de D)

1.3. Aragén
1.3.1. Modelo de 2020

Problema 1.3.1 Dadas las matrices:

2 1
r 1 -2 2 -3
A:(41 0)’32 L0 yCZ<—9 4)
Yy 2y
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a) (Para qué valores de x e y se tiene AB = C?

b) Calcular, si existe, la matriz inversa de C.

Solucién:
-2 1
rzr 1 -2 2 -3
wap=c— (%1 2 o )=( 2 %)
y 2y
<—2x—2y—1 :U—4y)7< 2 —3) {—296—2;1/—122 :>{m:—9/5
-9 4 S\ -9 4 x—4y = -3 y =3/10
B —4/19 —3/19)
__ 1_
b) |C|=-19# 0= 3C ( ~9/19 —2/19
1.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 1.3.2 Dadas las matrices:
2 0 1 -2 2 0 —1
A:(_?é_?),B: -1 -2 ), c=(2 1 )yp=1 1 o0
-1 -1 1 3 3 -1 0

a) (Es posible calcular (BA)?? Si es asf, calcularla; si no se puede, razonar por qué.
b) Encontrar, si existe, una matriz X, que verifique 2X + 3B = 2C.

c¢) Calcular, si existe, la matriz inversa de D.

Solucién:

a) B - A = 33/% = J(BA) con dim(BA) = 3 x 3 = se puede calcular (BA)?:
X

3x2 2x3
2 0 2322 4 6 4\° 12 —6 12
(BA)? = -1 =2 (71 0 71) = 0 -3 0 | = 0 9 0
1 -1 1 -3 -1 3 6 -3
1
b) 2X +3B =20 — X = 5(2C - 3B);
. 1 -2 2 0 L - 2 9
x=5l2( 2 1 )-8 -1 -2 =3 708 | = 72 4
1 3 1 -1 5 9 5/2 9/2
0 1/4 1/4
¢) ID|=4#£0= 3D ! = 0 3/4 —1/4
-1 1/2  1/2
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1.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.3.3 En un museo las entradas cuestan 1 euro para los ninos, 2 euros para los jévenes
y 5 euros para los adultos. Ayer se recaudaron un total de 600 euros y se sabe que el nimero de
adultos que visit6 el museo fue igual al doble de la suma del nimero de ninos més el niimero de
jovenes; ademads, si hubiesen visitado el museo 100 jévenes mas, el nimero de jévenes habria sido
igual a la suma del nimero de ninos mas el nimero de adultos. Plantear y resolver un sistema
de ecuaciones lineales para determinar el nimero de ninos, jévenes y adultos que visitaron el museo.

Solucién:
Sea z: n° de ninos, y: n° de jévenes y z: n° de adultos.

x4+ 2y 4+ 5z = 600 z + 2y + 5z = 600 r=24
z=2x+y) = 20+2y—2=0 = { y=28
y+100 =2+ 2 z—y+2z=100 z =104

1.4. Asturias

1.4.1. Modelo de 2020

Problema 1.4.1 Sean las matrices:

a=(3) o=(2 D)e=(5) ro=(3)

a) Si A— B-C = D, plantea un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas (representadas por
x e y) en funcién del pardmetro m.

b) jPara qué valores de m el sistema anterior tiene solucién? En caso de existir solucién, jes
siempre unica? Resuelve el sistema para m = 2.

Solucion:

sasme-n= (5)-[(2 ()] (2)
(5)-(zm)- ()= (s () = (a2

b)M:( Lo—m-1 >,|M|:1—m2:O:> m = +1.
-m 1 —1

Sim # +1 = |M| # 0 = Rango(M) = 2 =Rango(M) = n° de incégnitas, el sistema es
compatible determinado y la solucién es unica.

Sim=-1: M = ( i 1 :1 ) = { FQ{‘lF]_ } = < (1] (1) _(1) ) —> el sistema es compa-
tible indeterminado y el sistema tendria infinitas soluciones.

. — 1 -1 -1 ) 1 -1 -1 .
Slmzl:M:(_1 1 _1>: |:F2+F1:|:(0 0 _2>:>6181stemaes
incompatible y el sistema no tendria solucion.

Luego de existir solucién puede no ser unica.

!

r—2y=-—1 =1

Slm:2:{—2aﬁ+y:—1 :>{y:1
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1.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.4.2 En una oficina se hicieron la semana pasada un total de 550 fotocopias entre
fotocopias en blanco y negro y fotocopias en color. El coste total de dichas fotocopias fue de 3,5
euros, siendo el coste de cada fotocopia en blanco y negro de m céntimos de euro, y el coste de
cada fotocopia en color cuatro veces el coste de una en blanco y negro.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funciéon de m) donde las incégnitas e y sean el niimero
de fotocopias en blanco y negro y en color hechas la semana pasada.

b) jPara qué valores de m el sistema anterior tiene solucién? En caso de existir solucién, jes
siempre tunica? ;Cuantas fotocopias en blanco y negro se realizaron en la oficina si cada
fotocopia en color costé 2 céntimos?

Solucidn: Sea x el n° de fotocopias en blanco y negro e y el n® de fotocopias en color.

a){x+y:550

max + 4my = 350

— 1 1 |550

b)M7<m 4m350),|M|Sm():>m().

Sim # 0 = |M| # 0 = Rango(M) = 2 =Rango(M) = n® de incignitas, el sistema es
compatible determinado y la solucién es unica.

Sim=0M= ( 18 (1) ggg ) = el sistema es incompatible y el sistema no tendria
solucién.
. . Lo _4 _ T +y = 550
¢) Si la fotocopia en color costé 2 = 4m = m = 0,5 m = 2 = { 0,52 + 2y = 350
{ x = 500
y = 50

1.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.4.3 Sean las matrices:
m—1 0 1 -1 T 1—-2m
a=("5 ) m=(0 ) e=(y) vo=(150)

a) Si (A+ B)-C = B- D, plantea un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas (representadas
por z e y) en funcién del pardmetro m.

b) jPara qué valores de m el sistema anterior tiene solucién? En caso de existir solucién, jes
siempre tnica? Resuelve el sistema para m = 2.

Solucién:
o urs-e=zo=|("50 )+ (1 ) (5) =00 )5S
= (4 )G =G = 00 ) -0 )=

{mx—yzl
—zrz+my=1-2m
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b)M:( " _11 ! ),\M|:m2—1:():>m::t1.

-1 m —2m
Sim # +£1 = |M| # 0 = Rango(M) = 2 =Rango(M) = n° de incdgnitas, el sistema es
compatible determinado y la solucién es tnica.
. == 1 -1 1)\ Py }7<1—11) .
Slm—l.M—<_1 1 —1>_[F2+F1 =\lo 0 o — el sistema es com-
patible indeterminado y el sistema tendria infinitas soluciones.

Sim:fLM:(_1 -1 1):{ £y }:(_1 -1 1):>elsistemaes

-1 -1 3 Fy + Fy 0 0 2
incompatible y el sistema no tendria solucién.
Luego de existir solucién puede no ser unica.

20 —y=1 x=-1/3

Sim=2: { o4 = -3 :>{y:75/3

1.5. Cantabria

1.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.5.1 Una tienda de electrodomésticos ha vendido 750 televisores de tres modelos
diferentes, A, By C. Los ingresos totales obtenidos han sido de 230400 euros. El precio de venta
del modelo A era de 320 euros; el del modelo B, un 20 % m4és barato que A; y el del C, un 10%
mas caro que A. Ademads, de A y C se han vendido, en total, el doble de unidades que B.

a) Plantear el sistema de ecuaciones que permite calcular cudntas unidades se han vendido de
cada modelo de televisor.

b) Analizar la compatibilidad de dicho sistema.
¢) Resolverlo.

Solucion:

a) Sean x el numero de televisores modelo A, y el nimero de televisores modelo By z el ntimero
de televisores modelo C'.

x+y+z="750 r+y+2z="750
320 4+ 0,8 - 320y + 1,1 - 320z = 230400 = ¢ 10z + 8y + 11z = 7200
rT+z=2y r—2y+2=0

1 1 1| 750
b) A= 10 8 11|7200 |, |A|l=3%# 0= Rango(A)= 3 =Rango(A) = n° de incégni-
1 -2 1 0
tas y el sistema es compatible determinado.

c)

T+ y+2z="750 z = 300
10z + 8y + 112 = 7200 — ¢ y = 250
r—2y+z=0 z = 200
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1.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.5.2 Una oficina necesita adquirir material de papeleria. Cuenta con un presupuesto
de 600 euros y necesita archivadores, cuadernos y carpetas. Los precios de cada articulo por unidad
son de 6, 3 y 2 euros respectivamente. El nimero de cuadernos va a ser la cuarta parte que el de
carpetas y el nimero total de archivadores y de carpetas sera de 165.

a) Plantear el sistema de ecuaciones que permite calcular las unidades que deben comprarse de
cada articulo si se pretende agotar el presupuesto disponible.

b) Analizar la compatibilidad de dicho sistema.
¢) Resolverlo.
Solucién:

a) Sean z el nimero de archivadores, y el ntimero de cuadernos y z el ntimero de carpetas.

6x + 3y + 2z = 600 6z + 3y + 2z = 600
y=73 = 4y —2=0
T+ z = 165 T+ 2z =165
/632|600 B
by A= 0 4 —-1| 0 , |A] = 13 #£ 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n® de incégnitas
1 0 11165

y el sistema es compatible determinado.

c)

6x + 3y + 2z = 600 r=45
dy—2=0 == y =30
T+ z = 165 z =120

1.6. Castilla La Mancha
1.6.1. Modelo de 2020

Problema 1.6.1 En una tienda de comida a granel tienen a la venta tres tipos de judias secas:
blancas, canela y pintas. Estas se venden a 2,75, 3 y 2,50 euros el kilogramo, respectivamente. Ayer
se vendieron 40 kilos en total por un valor de 111,5 euros. La suma de los kilogramos de judias

blancas y canela vendidas fue el triple de las pintas.

a) Plantea el sistema de ecuaciones que nos permita averiguar cudntos kilogramos de judias de
cada tipo se vendieron.

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior.

Solucién:
Sean x el nimero de kilos de judias blancas, y el niimero de kilos de judias canela y z el ntimero

de kilos de judias pintas.

a)
r+y+2z=40 r+y+2z=40
2,72 +3y+ 2,52 =111,5 = { 1lloz + 12y + 10z = 446
T+y=3z r4+y—32=0
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r+y+z2z=40 r =14

11z 4+ 12y + 102 =446 — ¢ y =16

r+y—32=0 z =10
3 -1 0 2
Problema 1.6.2 Dadas las matrices A = 2 |, B= ( 2 1 5 ), C = 0 -1 -2
4 0o 2 4

4 -5
yD‘(—?, 4)

a) Calcula A-B —C7

b) Comprueba que la matriz C no tiene inversa y explica la razén por la que el producto D? - B
no puede ser realizado.

Solucién:
3 -1 0 0 6 3 15 -1 0 0
a) A-B-CT = 2 ~(215)— 0 -1 2 = 4 2 10 |- 0 -1 2
4 2 -2 4 8 4 20 2 -2 4
7 3 15
4 3 8
6 6 16

b) |C] = 0= C no tiene inversa.

dim(D?) = 3 x 3 y dim(B) = 1 x 3 = el nimero de columnas de la matriz D? es dis-
tinto del ntimero de filas de B.

Problema 1.6.3 Los precios de un gimnasio son diferentes segin la franja horaria dispuesta en
tres turnos: manana, mediodia y tarde. Este mes han acudido 150 personas por la manana, 30 en
la franja del mediodia y 270 por la tarde y el gimnasio ha ingresado un total de 15900 euros. La
diferencia entre el precio de la tarde y la manana equivale a la mitad del precio para el mediodia
y al sumar los precios del mediodia y la tarde obtenemos el doble del precio de la manana.

a) Plantea el sistema de ecuaciones que nos permita averiguar cudl es el precio de cada franja
horaria.

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior.

Solucién:
Sean x el precio por la manana, y el precio por el mediodia y z el precio por la tarde.

a)

150z + 30y + 270z = 15900 5 + 9z +y =530
z—x=0,by = 20 +y—22=0
Y+ z=2x 20 —y—2=0
b)
5 + 9z +y =530 xz =30
20 +y—22=0 =< y=20
2c —y—2=0 z =140
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1.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.6.4 Un artesano hace botines, botas de media cana y botas de cana alta, vendiendo
cada par, respectivamente, a 150, 200 y 250 euros. La diferencia entre los botines y las botas de
cana alta vendidas equivalen al nimero de cana media vendidas. El nimero de botas de cana alta
vendidas es la tercera parte de los botines. Por el total de las ventas obtiene 5500 euros.

a) Plantea el sistema de ecuaciones que nos permita averiguar cudntas botas de cada tipo se
vendieron.

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior.

Solucién:
Sean z el n? de botines, y el n? de botas de media cafia y z el n® botas de cafa alta.

a)

1502 + 200y + 250z = 5500 3z +4y + 5z =110
T—z=y == r—y—2=0
z=3 x—32=0
b)
3z +4y + 52 =110 r =15
r—y—2=0 =< y=10
z—32=0 z=25

Problema 1.6.5 Una marca ofrece paquetes de tortitas de arroz de tres tipos: con espelta, con
amapola y con chia. Se venden el triple de paquetes de las de amapola que de las de espelta. Se
venden 40 paquetes més de las de amapola que de las de chia. Los precios de los paquetes para
espelta, amapola y chia son respectivamente 2,50, 3,50 y 3 euros obteniendo por la venta de todas
las tortitas 1640 euros.

a) Plantea el sistema de ecuaciones que nos permita averiguar cuintos paquetes de cada tipo se
vendieron.

b) Resuelve razonadamente el sistema planteado en el apartado anterior.

Solucién:
Sean z el n? de paquetes de tortitas con espelta, y el n2 de paquetes de tortitas con amapola y z
el n° de paquetes de tortitas con chia.

a)

y = 3x 3x—y=20
2,5z + 3,5y + 3z = 1640 o 4 Ty + 62 = 3280
b)
3r—y=0 z =80
y—z=40 =< y =240
5 + Ty + 62 = 3280 z =200
) 0
Problema 1.6.6 Dadas las matricesA:(3 2 0),3:( -2 2),02 —4 1
6 1 0 0 2 0 —1

a) Calcula M = AC — (B — I)7 siendo I la matriz identidad de orden 2.
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b) Calcula, si es posible, la matriz X tal que XB = (2 4 )

Solucion:

3
6
(4 )-8 ) - -3 D)-(30%)
b) XB=(2 4)= X=(2 4)B'=(2 4)(_(2) ;)1:
(2 4)(_1/(2) %;)z(q 3)

1.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.6.7 La asociacién ”Stop Stress” tiene 60 personas asociadas que practican solo una
de las siguientes actividades: correr, yoga o natacién. Se sabe que hay 18 personas menos en la
actividad de correr que la suma de personas que practican yoga y natacién. Ademads, la séptima
parte de las personas que corren es igual a la quinta parte de las que practican yoga. Calcular el
numero de personas que realiza cada una de las actividades.

Solucién:

Sean z el nimero de personas que corren, y el nimero de personas que hacen yoga y z el nimero
de personas que nadan.

rz+y+2=060 r+y+2z2=060 r =21
r+18=y+2z = r—y—z=-18 = y=15
Z=4 5x —Ty =0 2 =924

Problema 1.6.8 Dadas las matrices A = ( é § ), B = ( g ) yC = ( ?

Solucion:

), calcular AB+C.

1

azvo=(o 5)(5)+(1)=(i2)+(3)-(8)
1.7. Castilla Le6n
1.7.1. Modelo de 2020

Problema 1.7.1 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parame-
tro real a:
r+y—z=a
axr +2y — z = 3a
20 +ay—2=6
a) Clasificar el sistema segiin su nimero de soluciones para los distintos valores de a.

b) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:
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B 1 1 —1]|a
A= a 2 —1|3a |; |Al=2a—a>=0= a=0, a=2
2 a —1]|6

» Sia#0ya+#2= |A] # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incognitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sia=0:
- 11 =110 Fy 1 1 —-11]0
A= 0 2 —-110 = Fy = 0 2 —-110 =
2 0 —-1|6 F3 —2F 0 -2 16
Iy 11 -1
Fy = 0 2 —-1]0 = Sistema Incompatible
F3+ Fy 00 O
m Sia=2:
1 1 —1]2 Py 1 1 —-1]2
A= 2 2 —-1|6 =| Fb—-2F | = 0 0 112 =
2 2 —-1|6 F3; —2F; 0 0 1]2
P 11 —1]2
Fy = 0 0 112 — Sistema compatible indeterminado
F3—Fy 0 0 0f0
b) Sia=2:
r+y—z=2 Fy o r=4-A
2r+2y—2=6 — | Iy —2F, :{Zi—g 2=2 _— =\
20 +2y —2=6 F;— F, - z=2
Problema 1.7.2 Se consideran las matrices A = ( -2 1 ) y B = ( 7?1) > Calcular, cuando

sea posible, los productos matriciales AB y BA.
Solucién:

ap=(-2 1)( 3 )=(-5)
pa=( )2 0=(7% )

1.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.7.3 Se considera el sistema de ecuaciones lineales, en funcién del parametro a:

r+2y+2=0
—3x+2y—>5z=2
r+2y—az= -1

a) Clasificar el sistema segin sus soluciones para los diferentes valores de a.

b) Resuelve el sistema para a = —2.
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Solucion:

a)

12 1|0
A= -3 2 =5 2 |; |4=-80a+1)=0= a=-1
1 2 —al-1

» Sia#—1= |A| # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién vinica)

s Sia=-1:
1 2 11 0 I3 12 10
A= -3 2 5| 2 |=| FB+3F |=| 0 8 -2| 2 |=
1 2 1] -1 F;—Fy 00 0-1
Sistema Incompatible
b) Sia=—-2:

r+2y+2=0 rz=1
—3r+2y—-52=2 = y=0
T+2y+2z=-1 z=-1

Problema 1.7.4 ;Es posible que una matriz 4 X 2 coincida con su inversa? ;Y con su traspuesta?
Solucién:

Si una matriz tiene de dimensiéon 4 X 2 no es cuadrada y, por tanto, no tiene inversa. Luego la
respuesta a la primera pregunta es NO.

Si una matriz tiene de dimensién 4 x 2 la dimensién de su traspuesta es 2 x 4 y, por tanto, no
pueden coincidir. Luego la respuesta a la segunda pregunta es NO.

1.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.7.5 La asociacién ”Stop Stress” tiene 60 personas asociadas que practican solo una
de las siguientes actividades: correr, yoga o natacién. Se sabe que hay 18 personas menos en la
actividad de correr que la suma de personas que practican yoga y natacién. Ademds, la séptima
parte de las personas que corren es igual a la quinta parte de las que practican yoga. Calcular el
nimero de personas que realiza cada una de las actividades.

Solucién:

Sean z el numero de personas que corren, y el nimero de personas que hacen yoga y z el nimero
de personas que nadan.

z+y+2z=060 r+y+2z=060 z=21
r+18=y+2z =< z—y—2=-18 —= < y=15
z2=14 S5z —Ty=0 z=24

2

Problema 1.7.6 Dadas las matrices A = ( (1) § >, B= ( g ) yC = < 1

W ()0 (1)) ()

26
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1.8. Cataluna

1.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.8.1 Un vendedor de una libreria de libros antiguos cobra, ademas de un sueldo fijo,
diferentes comisiones dependiendo del tipo de libro que vende. Cobra 1 € por cada cémic, 1,5 €
por cada revista y 2 € por cada novela. Ayer, vendié el doble de revistas que de novelas y 5 comics
menos que revistas, y va a conseguir en total una comisién de 30 €.

;Cuantas publicaciones vendié de cada tipo?.

Solucién:
Sean x nimero de cémic vendidos, y niimero de revistas vendidas y z nimero de novelas vendidas.

z+ 1,5y +22=30 22 + 3y + 42 =60 rT=95
T+d=y r—y=-5 z=5

Problema 1.8.2 Considere las matrices A = < _(1) _1 ) y B = ( ? é )

a) Compruebe que se cumple A~1 = A2,
b) Resolver la ecuacién matricial AX + B = I, donde I es la matriz identidad de orden 2.

Solucion:

B N )
ee(2 (8 D=1 )=

o axensi—xean= (4D 4))-
()2 =2 2)

1.8.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.8.3 Consideramos la matriz A = ( ; :2 > estudiar para que valores de x la ma-
triz inversa de la matriz A coincide con su opuesta, es decir, A~! = —A.

Solucién:
Al = —2?+10=0= o =+VI0 = A~ Vz € R— {£/10}

(T =2 1 1 -r 2\ o —x 2 1 .
A_(5_x):>‘4 _—z2+10(_5 x)___(—5 x):>—ac2+10_1:>

—2249=0=—= =43

Problema 1.8.4 Un triatlén consta de tres segmentos que hay que realizar consecutivamente
practicando tres modalidades de deporte diferentes: natacion, ciclismo y carrera a pie. La distancia
total que se recorrerd en el triatlon es de 75 km. Sabemos que el recorrido en bicicleta es igual a
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cuatro veces la distancia que hay recorrer nadando y corriendo conjuntamente. Sabemos también
que si sumamos 3 km a la distancia que se hace corriendo nos da lo mismo que cinco veces el
recorrido que se hace nadando. Determine la distancia recorrida en cada modalidad.

Solucién:
Sean x nimero de km nadando, y nimero de km en bici y z niimero de km corriendo.

r+y+z2=75 T+y+z2="75 r=3
y=4(zr+z) =< dr—y+42=0 =< y=60
z+3 =5 St —z=3 z=12

1.9. Comunidad valenciana

1.9.1. Modelo de 2020

Problema 1.9.1 Dada las matrices A = < i) 1 ), B = ( _O 2 )

a) Calcula (AB)~!.
b) Calcula ABT — AT B.
¢) Resolver la ecuacién BT X + ATB = AT,

Siendo AT y BT las matrices traspuestas de A y B, respectivamente.
Solucién:

o as =[] =( ) =4 )
woanr = (3 V)9 ) (3 (0 2y (8 )
¢) BTX + ATB= AT = BTX = AT - ATB = X = (BT)"'AT(I - B)

= () (D) (025 )

1.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.9.2 Dada las matrices A = ( ? g ), B = ( ? ;L ), se pide:

a) Halla la matriz inversa de A.

b) Explica por qué la matriz B no tiene inversa.
¢) Razona por qué la matriz AB no tiene inversa.
d) Resolver la ecuaciéon AB — AX = BA.

Solucion:
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a)Az(f g):A—lz(_? 73)

b) |B| =0 = AB~!
¢) |AB| = |A||B| = —1-0=0=> A(AB)"!
d) AB— AX = BA=—> AX = AB— BA=> X = A"{(AB — BA)

(110 DG DG D )
SR RGN

1.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

— o
N—
Il
/N
|
— DN
|
N Ot
N—

Problema 1.9.3 Una fabrica de juguetes artesanales produce camiones, marionetas y rompeca-
bezas de madera. Para fabricar un camién necesita dos kilos de madera y tres horas de trabajo,
mientras que para una marioneta necesita quinientos gramos de madera y cuatro horas de trabajo.
En el caso de los rompecabezas necesita ochocientos gramos de madera y tres horas y media de
trabajo para producir uno. Durante una semana, la empresa ha puesto en el mercado 89 juguetes
utilizando exactamente 91 kilos de madera y 313 horas de trabajo. Determina el nimero de camio-
nes, de marionetas y de rompecabezas producidos.

Solucién:
Sea x el n? camiones, y el n? de marionetas y z el n2 de rompecabezas.

kg madera | horas trabajo
Camiones 2 3
Marionetas 0,5 4
Rompecabezas 0,8 3,5
kg Hora 91 313
r+y+z2=289 r+y+z2=289 r =23
2+ 0,5y +0,82=91 = ¢ 200 +5y+82=910 = ¢ y=26
3z +4y + 3,52 = 313 6x + 8y + 7z = 626 z =140
. 1 2 3 -0 T
Problema 1.9.4 Dada las matrices A = ( 9 1 1 ), B = 2 2 yC= ( 1 0 )

-1 -1
se pide:

a) Calcula (AB)™!.
b) Calcula C + AB.
c) ¢(Son iguales las matrices C~! + (AB)~ !y (C+ AB)~'?

Solucion:

23) _; g _< 01)‘1_<11)
11 “\-11/) U1 o

Q) ap=|( 2 2
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b)C+AB:(i _(1))+(7? ”:(é (1)):1
c) (C+AB) 1 =1"1= B
e =(1 ) (1 )= 1)+ )=

(o 9)=1

Luego las dos matrices resultantes que comparamos son iguales.

1.10. Extremadura

1.10.1. Modelo de 2020

Problema 1.10.1 Sean A y B la matrices siguientes: A = ( _% i ) y B = ( ; ? )

Hallar, justificando la respuesta, la matriz X que sea solucién de ecuacién matricial: AX — B = AB

Solucion:
AX —B=AB=— AX =AB+ B — X:A*I(AB—i—B)

(20 DY)

(s o )0 2D+ (e D=0 72 ) (5 0) = (i 7))

2 -1 0
Problema 1.10.2 Sea A la matriz siguiente: A = -2 -2 1
—2 4 z

a) Determinar, justificando la respuesta, para qué valor del pardmetro  no existe A1
b) Hallar la inversa de la matriz A para z = 0. Justificar la respuesta.

Solucion:

B B B AATL siz= -1
a) |[A=-6(z+1)=0—= z=-1= { JA-! Yo e R— {~1}

2 -1 0 2/3 0 1/6
b) Siz=0= A= -2 -2 1 |= A'=( 1/3 0 1/3
-2 4 0 21 1

1.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.10.3 Sea A y B las matrices siguientes:

1 5 -1 1
A_(0—3>B_( 0—1)
Hallar, justificando la respuesta, las matrices X e Y que sean solucién del sistema de ecuaciones

matriciales siguiente:
{ —-2X+Y=A+B
5X+Y=A-2B
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Solucion:

X:_§B:(3/7 f3/7>

{-QX+Y:A+B 7 0 3/7

5X+Y=A-2B

1 ([ 6/T  36/7
Y_?(7A+B)_< 0 _22/7)

Problema 1.10.4 Sea A la matriz siguiente: A = ( 7? ; )

Hallar, justificando la respuesta, el valor de x para el que se verifica A = A~! | donde A? es la
matriz traspuesta de A y A~! la matriz inversa de A.

Solucion:
[A]=22+1#£0= A" VzeR
o X _1 -1 _ 1 X _1
At_<1 JJ)YA _IZH(I x)

At:A_1:>(x _1>: L (ac _i):lzﬁ:ﬁ:()ﬁm:o

1 =z @?+1\ 1

1.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.10.5 Sea A, B e I las matrices siguientes:

1 -3 1 0 1 0
a=(5 ) s=(3) =(o V)
Hallar, justificando la respuesta, la matriz X que sea solucién de la ecuacién matricial:
ABX = AB+1

Solucion:
ABX = AB + I = (AB)~Y(AB)X = (AB)~Y(AB

G

(S0 205 )= sfio 75)

Problema 1.10.6 Sea X, I y O las matrices siguientes:
a 0 10 0 0
X_(O 3>I_<0 1)0_(0 O>

Hallar, justificando la respuesta, los valores del parametro a para los que se verifica

X% _4X+3I=0

Solucién:
2 B a())(a O) (a 0) (10)_
X4X+3I_(03 0 3) o 3)t3 o 1)"
<a20> <4a 0)+(3 0>7<a2—4a+3 0)7(0 0):$
0 9 0 12 0 3)" 0 3)\0 3
a>—4a+3=0=a=1, a=3



1.11. Galicia
1.11.1. Modelo de 2020

Problema 1.11.1 Consideramos las matrices A = < 1 ; ) y B= < ; (1) (1) >

a) Calcula la matriz BT - A- B
b) Calcula la inversa de la matriz A — I, en donde I es la matriz identidad de orden 2.

c¢) Despeja la matriz X en la ecuacién matricial AX — B = X y calcilala.

Solucion:
1 0 13 5 3
a) BT-A-B=| 0 1 (};)(;?(1)): 5 2 1
1 0 3 1 1

¢) AX—B=X= AX-X=B= (A—-)X=B= X=(A-1)"'B

X:(A—I)_lB:((l) 1)1(5 (1) é)z(_} (1))(5

1.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

— O
O =
N——
Il
/N
— =
O =
|
— =
N——

Problema 1.11.2 Consideramos las matrices A = ( Z 8 (1) ), B = < bo—b 1 ) y C =
(c -3 1)

c 0 0

a) Calcule las matrices A+ By 3C — B

b) Expresa en forma matricial el sistema de ecuaciones que se obtiene al plantear A+B = 3C —B
y resuélvalo.

Solucidn:
(a a 1 b —b 1\ (a+b a—-b 2
a)A+B—<aoo>+(3 00>_<a+3 0 0>
_ c -3 1 b =b 1Y\ ([ 3—=b —9+b 2)
30_B_3(c 00)_(3 00)‘(3c—3 0 0

a+b=3c—b
b) (a—|—b a—b (2)>:<3c—b —9+0b 2>:{ab9+b =

a+3 0 3c—3 0 0 443 —3c_3
a+2b—3c=0 a= -3
a—3c=—6 c=1
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1.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.11.3 Disponemos de tres granjas A, B y C' para la cria ecoldgica de pollos. La granja
A tiene capacidad para criar un 20 % m4ds de pollos que la granja B, y la granja B tiene capacidad
para criar el doble de pollos que la granja C'. Se sabe ademds que entre las tres granjas se pueden
criar un total de 405 pollos.

a) Formule el sistema de ecuaciones asociado a este problema.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones anterior. ;Cudntos pollos se pueden criar en cada una de
las tres granjas?

Solucién:
Sean z numero de pollos de la granja A, y nimero de pollos de la granja B y z ntimero de pollos
de la granja C.

r+y+z=405 T+y+2z=405
a) x=1,2y =< bx—6y=0
y =2z y—2z=0
r+y+z=405 x = 180
b) Sr — 6y =0 =< y =150
y—2z=0 z2="T5

1.12. Islas Baleares

1.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.12.1 Se considera el siguiente sistema:

{m+(a+1)y:1
ar + 2y = —2

a) Discutir el sistema en funcién del pardmetro a.
b) Resolverlo para a = —2.

Solucion:

1 a+1 1)=> [Al=—-a?’-a+2=0=a=-2ya=1.

a)Z:(a 2 | -2

Sia# —-2ya#1= |A|l# 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

m Siag=-2:
Z—( 1 -1 1)_{ F }_(1—1
T\ =2 2|12 ) | BK+2F ] \0 0

Sistema compatible indeterminado

D[ -2 3] )=
-2 ) | FKh—-F ] \0 0|-2

Sistema incompatible

1):>
0

Sia=1:
2
2

=

1
1
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b) Sia=—2:
r—y=1 r=14+A
{—2x—|—2y:—2 - { Y=

Problema 1.12.2 Un trayecto de 600 km debe hacerse combinando taxi, ferrocarril y autobis.
El coste del taxi es de 0,5 euros/km; el del ferrocarril, de 0,2 euros/km, y el del autobtis, de 0,1
euros/km. El recorrido nos ha costado 150 euros, y se sabe que se han hecho el doble de kilémetros
con ferrocarril que en taxi y autobus juntos. Determinar las distancias que se han recorrido con
cada medio de transporte.

Solucién:
Sean x el nimero de kms en taxi, y el nimero de kms en ferrocarril y z el nimero de kms en
autobus.

T +y+ 2z =600 T +y+ 2z =600 r =125
0,50 +0,2y+0,12 =150 = { 5z +2y+2=1500 — { y =400
y=2(xz+2z) 2 —y+22=0 z2="15

1.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.12.3 Bernat quedé ayer con unos amigos en un bar y tomaron 4 cervezas, 3 panecillos
y 5 cafés con leche. Todo ello les costd 19,50 euros. Dias atrés, habia ido al mismo bar con su primo
Marti, y por 2 cervezas, 1 panecillo y 2 cafés con leche habian pagado 8,10 euros. En este bar todas
las cervezas valen lo mismo y todos los panecillos tienen el mismo precio.

a) Identifique las variables e interprete el enunciado como un conjunto de ecuaciones lineales.

b) Hoy Bernat ha vuelto con otros amigos y han tomado 2 cervezas, 2 panecillos y 3 cafés con
leche. Combina las ecuaciones del apartado anterior, para deducir cudnto han pagado en
total.

c) Si 1 cerveza, 1 panecillo y 1 café con leche cuestan 5,10 euros, cudnto valen la cerveza, el
panecillo y el café con leche separadamente?

Solucién: Sean z el precio de una cerveza, y el precio de un panecillo y z el precio de un café
con leche.

a)

{4x+3y+5z:19750 {8x+6y+10z=39
2¢ +y+ 22z =8,10 20x 4+ 10y + 20z = 81
b)
8z + 6y + 10z = 39 8 6 10139 Fy
20z 4+ 10y + 202 =81 — 20 10 20|81 = | 2F, -5 | =
204+ 2y+3z=m 2 2 3|m 4F3 — Fy
8 6 10 39 Py 8 6 10 39
0 —-10 -10 -33 = Fy = 0 —-10 -10 -33
0 2 2| 4m — 39 S5F5 + Fy 0 0 0 | 20m — 228

:>m:%:11,4

Si m # 11,4 el sistema seria incompatible y para este valor serd compatible indeterminado,
tendra infinitas soluciones.
Tendra que pagar 11,4 euros por 2 cervezas, 2 panecillos y 3 cafés con leche.
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8z + 6y + 10z = 39 8z + 6y + 10z = 39 x=9/5=1,8
20z + 10y + 20z =81 — 20z + 10y + 202 =81 — y=21/10=2,1
r+y+2z=2510 102 + 10y + 10z = 51 z2=6/5=1,2

Problema 1.12.4 Dadas las matrices A = < 1 (1) ) y B= < ; (1) )

a) Calcula A% y A3.

b) Calcular A" y en particular A%,

¢) Resolver la ecuacién matricial AX + %BtB = 2A, donde B! es la matriz traspuesta de B.

Solucion:

|
|

Il
/N TN
w =

10 10 10 10 1
4 __ 3 _ _ n __ 14 __
b) A% =AA= 31)(11 =411 :>A7(n 1>:‘A (14
¢) AX +1B'B=24— X = A" <2A . %BtB)

(10 L [ 1o
A‘(l 1):“4 _(—1 1)

1.13. Islas Canarias

1.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.13.1 Una tienda de informética vende pendrives de 32 Gb, 64 Gb y 128 Gb, siendo
sus precios 5 €, 15 € y 20 €, respectivamente. Un cliente ha comprado un total de 15 pendrives
que le han costado 160 €. Sabiendo que el nimero de pendrives de 128 Gb que compré era la

cuarta parte del resto,
a) Plantear el correspondiente sistema de ecuaciones.
b) Calcular cudntos pendrives de cada clase compré el cliente.

Solucion:

Sean x nuimero de pendrives de 32 Gb, y niimero de pendrives de 64 Gb y z ntimero de pendrives

de 128 Gb.
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z+y+z2=15 r+y+z=15
5r + 15y 4+ 20z = 160 = r+3y+4z =32
zzi(m—ky) z+y—4z=0
b)
z+y+z=15 xr=8%€
r+3y+42=32 =< y=4%€
r+y—4z2=0 z=3€

1.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.13.2 En un hotel hay 400 turistas de espanoles, alemanes e ingleses. El ntimero de
alemanes es el 120 % del ntiimero de ingleses y estos ultimos, sumados a los espafioles, superan en
40 al ntimero de alemanes.

a) Plantear el correspondiente sistema.
b) ;Cudntos espafioles, alemanes e ingleses hay en el hotel?

Solucién:
Sean x el nimero de espanoles, y el nimero de alemanes y z el niimero de ingleses.

a)
z+y+2z=400 z 4y + z =400
y=1,2z2 - 5y —62 =0
z+x =404y rz—y+2=40
b)
z+y+2z=400 x =170
5y — 6z =0 == y =180
r—y+2=40 z =150

1.14. La Rioja

1.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 1.14.1 Consideramos el sistema de ecuaciones lineales donde a es un nimero real
ay+az=0
y+z=0
dr—2y+az=a
a) {Existe algin valor de a para el que el sistema es compatible y determinado?
b) ;Existe algtin valor de a para el que el sistema no tenga soluciones?
c) Resuelve el sistema si a = 0.

Solucion:
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0 a al0
a) A = 0 1 1]0 |; |Al=0y ’
4 -2 ala
sistema NO puede ser compatible determinado para cualquier valor del parametro a.
Observacion: Para que el sistema sea compatible determinado es necesario que Rango(A) =

3 =Rango(A) =n® incégnitas.

0 1

4 o | =4 # 0 = Rango(4) = 2 = El

b)
- 0 a al0 F 0 a al|0
A= 0 1 1|0 =\ aly—F, | = 0 0 0]0 =
4 -2 ala F3 4 -2 ala
Luego el sistema es compatible indeterminado para cualquier valor del pardametro real a =
el sistema siempre tiene solucion.
c) Sia=0:
0+0=0 _ T=A
y+z=0 :{g;f__oo = 4 y=2A
4 —2y =10 y= 2= =2\

Problema 1.14.2 Dada una matriz cuadrada A

a) {Puede saberse si tiene inversa sin calcularla explicitamente? ;Cémo?

b) Sea ahora A la matriz

W N
N————

Halla, si existe, la inversa de A.

¢) Si A es la matriz del apartado anterior, determina las matrices X e Y de orden 2 tales que:

{3X+2Y:A
X+Y =24

Solucion:

{ Al = 0 —> BA-1
)\ 4] £0 — 347

(12 _ 1 ( 3 -2
b)Af(1 3):>|A\f17é0:>EIA *(—1 1)

c)

-3 -6
X__?’A_( -3 —9)

{3X+2Y:A

X+Y =24

5 10
v=sa=(2 1)
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1.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.14.3 De los bebés que se han inscrito en el mes de mayo en el registro civil de
Logrono, 63 tienen de nombre Alba, Lucia, Pedro o Mateo. 48 de ellos tienen los nombres de Alba,
Pedro o Mateo. Sabemos que el niimero de bebés inscritos con el nombre de Pedro es igual a la
suma de los inscritos con los nombres de Alba y Mateo; ademés se han inscrito tantos bebés con el
nombre de Alba como la suma de la mitad de los inscritos con el nombre de Pedro maés los inscritos
con el nombre de Mateo.

a) (Cuéntos de estos bebés se llaman Alba?, jcudntos Pedro?, jcudntos Mateo?
b) ;Cudntos bebés se llaman Lucia?

Solucién:
Sean x nimero inscritos como Alba, y niimero inscritos como Lucia, z niimero inscritos como Pedro
y t niimero inscritos como Mateo.

r+y+z+t=063 z+y+z+t=063 =18
r+z+t=48 x4+ z+t=48 y=15
z=x+t = r—z+t=0 — z=24
rT=73+1 20 —z—2t=0 t==6

Alba = 18 inscritos
a) Lucia = 15 inscritos

Pedro = 24 inscritos

Mateo = 6 inscritos

b) El nombre de Lucia se ha contabilizado 15 veces como se observa en el apartado anterior.

Problema 1.14.4 Si A = ( :? g )

a) Calcular A%y A3.

b) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, calcula A'® y A3°,

c¢) Resuelve la ecuacién matricial AX = ( 1 i )

Solucion:
9o [ -2 3)(—2 3)7<1 0) 3 424 _ 7(—2 3)
a)Af(_l 9 1 2)=o 1 yA S =A°A=TA=A= 1 9 )

7 -2 3
b) A15:(A2) ~A:I7A:IA:A:<_1 2).

oy (10

)=(5 )G )-0)
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1.15. Madrid
1.15.1. Modelo de 2020

Problema 1.15.1 Se consideran las matrices

(5 h) =3 0) m=(1 )

a) Calcule los valores de a y de b para que se verifique A% = 21.
b) Para a =0y b = 2, determine la matriz X tal que XA =B — X.
Solucién:
a)
a 1
a=(5 )

a
b
( a?2+b a+
+

~_ N

2 (2 o)
ab+2b b+4 02)
a2+b=2
a+2=0 {a:f2
ab+2=0 | b=—2
b+d=2

b) XA=B-X= XA+X=B= X(A+I)=B=> X =B(A+1)"!

(01 10 (11 o 3 -1
avi=(5 )+ (5 V)=(3 3)=@rn=( 3 7

X:B(A+I)’1:(} })(_g _}):G 8>

Problema 1.15.2 Dadas las matrices

0 m 3 1
A:(ég?),B: 0 1 1 , C= 0 2
0 1 4 3

a) Proporcione el valor de m para que A- B = C*

b) Para m = 0 calcule B~ 1.

Solucion:
1 0 m
a)A-B:Ct:>(102) 0o 1 1 :(304>
0 2 1 1 2 3
m—1 0 1
<2m—1 0 m+2)7<3 0 4>:$ 2m+_21_:43 .
m—1 2 3 “\1 2 3 mome=
m—1=1



1 0 0 1 0 0
b) m=0= B= 0 1 1 — B~ 1= -1 1 -1
-1 0 1 1 0 1
Problema 1.15.3 Dado el sistema de ecuaciones
r+ay+z= 6
2t —y+z= a-—1
—r+y+z= 2

a) Discuta el sistema para los distintos valores de a € R.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 2.

Solucion:

a)
1 a 1 6 1
A= 2 -1 1|la—1 |; |A|:—3a—1:0:>a:—§
-1 11 2
1 _
» Sia# 3= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n® de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

[ ] S = — =
ia 3
1 -1 1] 6 1 3 -1 3] 18
A= 2 -1 1|-3 |= 6 -3 3|—4 |=
-1 11 2 -1 11 2
F 1 3 -1 3] 18 F
Fy —2F, =9 0 -1 -3|-40 | = Fy =
3F3 + 0 2 6| 24 I3+ 28,
1 3 -1 3| 18
9 0 —1 1|-40 — Sistema Incompatible
0 0 0|-56
b) Sia=2:
z4+2y+z= 6 =1
2 —y+z2z= 1 = ¢ y=2
—x+y+z= 2 z=1

1.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.15.4 Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real

a:
rz+ay=0
r+22=0
r+ay+(a+1l)z=a
Se pide:

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.
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b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucién:
1 a 0 0

a) A= 1.0 2 |0 |;|A=-ala+1)=0= a=0ya=—1.
1 a a+1|a

» Sia e R-{0,-1} = |4] # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n° de incdgnitas
= SCD: Sistema compatible determinado, solucién tnica.

= Sig=-1:
1 =1 0] 0 Fy 1 -1 0] 0
A= 1 0 2|0 = | Kh-F | = 0 1 2|0 = SI: sistema
1 -1 0|-1 F3— Fy 0 0 0|-1
incompatible, no tiene solucién.
= Sia=0:
- 1 0 00 I3 1 0 00 Fy
A = 1 0 210 = | Fh—F = 0 0 2|0 = Fy =
1 0 110 F5— Fy 0 0 1|0 2F; — Fy
1 0 0]0
0 0 2|0 = SCI: sistema compatible indeterminado, tiene infinitas solu-
0 0 0|0
ciones.
b) Sia=
z=0 z=0
2z = = y=A
0
3 1 2
Problema 1.15.5 Se considera la matriz A dada por A = 0 m O
1 -1 2
a) Calcule el valor del pardmetro real m para que A2 —5A4 = —41, siendo I la matriz identidad.

b) Para m = 1, indique si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

Solucion:
a) A2 —5A = —Al:
11 m+1 10 15 5 10 —4 0 0
0 m?2 0 - 0 5m O = 0 —4 0
5 —-m—1 6 5 -5 10 0 0 —4
-4 m-4 10 —4 0 0 m—4=0
0 m?—5m 0 = 0 -4 0 — m2 —5m = —4
5 4—m —4 0 0 —4 4—m=0
= m=4
3 1 2
b)Sim=1:4=| 0 1 0 |= |A|=4#0= 34~ L
1 -1 2
/2 -1 -1/2
A7t = 0 1 0
-1/4 1 3/4
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1.15.3. Convocatoria Ordinaria-Coincidente junio de 2020

Problema 1.15.6 Considere la matriz

A:

o O
[ewll il V]
N OO

a) Calcule A% y A0,

b) Calcule (AA —3I)~!, donde I es la matriz identidad de orden 3.

Solucién:
1 0 0 1 0 0
a) A2=A-A= 0 (=1)2 0 |,A2=A4%2 A= 0 (-=1)* 0 e
0 0 4 0 0 23
1 0 0 1 0 O
A= 0 (=D o = 0o 1 o
0 0 210 0 0 219
1 00 300 -2 0 0
b) B=AA-3]= 0 1 0 - 0 3 0 0 -2 0
0 0 4 0 0 3 0 0 1
0 0
(AA-3I)"'=B"1t= -1/2 0
0 1

Problema 1.15.7 Considere el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro a € R

3z +2y+2=2a
20 +ay+2z=3
—r—y—z=2

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.

b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucion:
a)
B 3 2 1| 2a
A= 2| 3 i |JAl=4—-2a=0= a=2
-1 -1 -1\ 2

» Sia#2= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A)

= 19 de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sia=2:
3 2 14 F 3 2 1|4
2 2 213 Fy 2 2 213 =
-1 -1 —-11|2 2F3 + Fy 0 0 0|5

Sistema Incompatible
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b) Sia=0:

11

T=7

3z4+2y+2=0 7
20 +22=3 — y=—=
—xr—y—z=2 2
5

=g

1.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.15.8 Dada la matriz A = < 2 5; ) con a € R.

a) Determine los valores del pardmetro a para los que se verifica la igualdad A? — 54 = —1I,
donde [ es la matriz identidad.
b) Calcule A~! para a = —1.

Solucion:

2
a)A2—5A:—I:><2 5a)_5<2 5a):(—1 O>:>
a 3 a 3

5a2—6 0 )7(—1 0) B
< 0 5a2-6)-\ o -1 )=

— _ 2 -5 1_ (35
b)Sla——1:>A—(71 3>:>A _<1 2)

Problema 1.15.9 Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro a € R:

r—ay=1
ar —4y —z =2
20 +ay—z=a—4

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 3.

Solucion:

a)
1 —a 0 1

A= a -4 -1| 2 ; JAl=—a’+3a+4=0= a=-1, a=4
2 a —1|a—4

= Sia# —-1ya#4= |A| # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

» Sia=-1:
1 1 0 1 Fi 1 1 0] 1
A= -1 -4 -1 2 = Fy + Fy = 0 -3 —-1] 3 =
2 -1 —-1|-5 F; — 2K 0 -3 —-1]| -7
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1) 1 1 0] 1
Fy = 0 -3 —-1| 3 -
3 — Fy 0 0 01]-10

Sistema Incompatible

s Sia=4:
1 —4 011 Fy 1 -4 0| 1
A= 4 -4 1|2 |=| FR-4F |=( 0 12 -1|-2 |=
2 4 -110 F3;—2F 0 12 —-1]-2
) 1 -4 0] 1
Fy = 0 12 —-1]-2 =
F;—Fy 0o 0 0|0
Sistema compatible indeterminado
b) Sia=3:
r—3y=1 x=-1/2
Jx—dy—2z=2 = y=-1/2
2e+3y—z=-1 z=-3/2

1.16. Murcia
1.16.1. Modelo de 2020

Problema 1.16.1 Sean las matrices A = < ? 1 ), B = < clz g ) yC= < _0 -1 )

a) Calcule A~1.
b) Calcule el valor del pardmetro a para que B+ C = A~

c) Calcule el valor del pardmetro a para que A+ B + C = 3I, donde I es la matriz identidad
de orden 2.

Solucion:

1 -1
-1 _
a) Calcule A _< 1 9 )

b)(clb S)Jr(—(l) _;>:(a£1 agl):(_} _;):>a*1:*1:>a:0
o (1 1)+(a6)+(2 3)=(235)=(05)=e=0

1.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.16.2 Discutir el sistema lineal de ecuaciones en funcién de los valores del parametro
a:

r+ay+z=1

20+ az =2

r+y+z=1
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Resolverlo para a = 3

Solucion:

1
A= 0 i JAl=a*~a=0= a=0, a=1
1

=N Q
L

1
a
1

» Sia#0ya#1= |A| #0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

» Sia=0:
1 0 111 Fy 1 0 11
A= 0 2 0|2 = F = 0 2 0|2 =
11 1|1 Fs—F 01 0|0
F 1 0 1] 1
F = 0 2 0] 2 — Sistema Incompatible
2F; — Fy 0 0 0|-2
s Sia=1:
/1111
A= 0 2 1|2 | =[F3=F;] = Sistema Compatible Indeterminado
1 1 11
Sia=3
x+3y+z=1 r=1/3
20432 =2 - y=20
r+y+z=1 z=2/3

1.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.16.3 Sean las matrices A = ( _1 g ) y B = ( ? ; )

a) Calcule (A — B).
b) Calcule (A — B)~1.
c¢) Hallar la matriz X que verifica AX — A= BX + B.

Solucion:

b asm( )

¢) AX—A=BX+B=> AX—BX = B+A = (A—B)X = B+A=> X = (A—B)"'(B+A)
x= (0 )2 )+(a 2)]=00 2 ) (8 i)=(5 1)
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1.17. Navarra
1.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.17.1 Dadas las matrices A = ( 7711 0 ), B = ( _1 0 >, C = ( -3 1 ) y

-5 2
-2 1
D= 1 0 |, responda a las siguientes cuestiones:
-1 2

a) Determine el valor de m para que AB = BA.
b) Calcule CB~! y DC®.

c¢) ;Qué dimensién debe tener una matriz N para que pueda calcularse el producto DNC 7 ;Y
para qué NBD! sea matriz cuadrada? Razone las respuestas.

NETe )30 -

om+1 -1 >:> —-m—-5=2m+1= m=-2

8)1:(_3 1)(1_/; 1/g):(7/2 1/2)

¢) D-N-C = N yDNC;dim(N)=2x1.
1x2 2x1 3Ix2

N- B - Dt para que la matriz resultante sea cuadrada tendriamos: N - B - D! =
2%2 3x2 2x2 2x3

dim(N) =3 x 2

1.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.17.2 Clasifique el siguiente sistema en funcién del nimero de soluciones y resuélvalo
utilizando el método de Gauss.

r—y+z=3
2 +y+z2=4
3z+3y+z=2>5
Solucién:
1 -1 1|3 F 1 -1 1] 3 F
A= 2 1 14 =| F,—-2F, | = 0 3 —-1| -2 = F =
3 3 1|5 F3—3F 0 6 —2|—4 F; —2F,
1 -1 1] 3
0 3 —1]|-2 —> Sistema Compatible Indeterminado
0 0 0] 0
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El sistema tiene infinitas soluciones:

r—y+z=3 r=1-2\
Jy—z=-2 = y=2X
Y =243\
1 0 -1 -7 -1 2
Problema 1.17.3 Dadas las matrices A = 0 2 3 y B = 12 2 =3 |, calcule
4 1 -2 -8 -1 2
AB e indique qué relacién hay entre A y B.
Solucién:
1 0 -1 -7 -1 2 1 00
AB = 0o 2 3 12 2 -3 = 0 1 0
4 1 -2 -8 -1 2 0 01

AB=I=— B=A"1'y A=B""!

1.18. Pais Vasco
1.18.1. Modelo de 2020

. 2 0 1 0 10 11
Problema 1.18.1 Sean las matrices A = ( 01 >, B = < 1 9 ) yC= ( i 7 >

a) Determina la matriz inversa de la matriz I + B, siendo I la matriz identidad de orden 2.

b) Calcular las matrices X e Y que verifican que:

{AX+BY:C
AX =Y

Solucion:

v =[G 1)) =(F8) (% 8)

b) {ﬁ?i?/:c = Y+BY=C= (I+B)Y=C= Y =(+B)"'C

o= (e 8) (8 4)- (45 1)

== (51) (i ) - (0 )
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1.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.18.2 Se considera la ecuacién matricial:

1 2 -1 1
AX = A'B donde A = 0 1 2 y B=
1 2 0 2
a) {Qué dimensién debe tener la matriz X?
b) Resuelve la ecuacién matricial.
Solucién:
a) A - X=A'""B = A .-X= AtB:>X:>d1m(X):3><1.
3x3 3x3 3x1 3x3 3x1
b) AX =A'B= X =A"1A'B:
1 2 -1 1 0 1 1
X = 0 1 2 -1 2 1 2 0 =
1 2 0 -1 2 0 2
-4 -2 5 1 01 1
2 1 —2 2 1 2 0 =
-1 0 -1 2 0 2
-13 8 -29
6 —3 4 = 14
-2 2 —4

1.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

. 0 1 2 2 1
Problema 1.18.3 Sean las matrices A = ( 1 2 3 ) y B= ( 0 —1 )

a) Calcular la inversa de la matriz AA".

b) ;Admite inversa la matriz (A*A)?

c¢) Calcular, cuando sea posible: AB y A'B.
Solucién:

0 1\]" 5
san-(13 (1)) -2 )

0 1 01 2 1 2 3
b) AtA={ 1 2 (1 ) 3)2 2 5 8 |yl|AtAl=0= A(A'A)""
2 3 3 8 13
c) . = Ay B no se pueden multiplicar
2x3 2x2
0 1 0 -1
A'B = 1 2 ( (2) 71 > = 2 -1
2 3 4 -1
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Capitulo 2

Programacién Lineal

2.1. Andalucia

2.1.1. Modelo de 2020

Problema 2.1.1 Una empresa textil quiere fabricar dos tipos de camisetas, lisas y estampadas.
Para fabricar una camiseta lisa necesita 70 g de algodén y 20 g de poliéster y para cada camiseta
estampada 60 g de algodén y 10 g de poliéster. La empresa dispone para ello de 4200 g de algodén
y 800g de poliéster. Para que sea rentable debe fabricar al menos 10 estampadas y ademas, el doble
de las estampadas debe ser al menos igual al nimero de lisas. Sabiendo que cada camiseta lisa da
un beneficio de 5 euros y cada estampada de 4 euros, jcudntas camisetas de cada tipo deberia
fabricar para obtener el maximo beneficio? ;Cudl es ese beneficio?

Solucién:
LLamamos z : n? de camisetas lisas e y n2 de camisetas estampadas.

algodén | poliéster | Beneficio
camisetas lisas 70 20 5

camisetas estampadas 60 10 4

<4200 > 800

a) La region factible es:

702 4+ 60y < 4200 Tx + 6y < 420

20z + 10y < 800 2z +y < &80 - .
<2y =< z—-2y<0

y > 10 y > 10 -
T Z O T Z O = Town \“\;H:sa -

b) Los vértices son: A(0,10), B(20,10), C(32,16), D(12,56) y E(0,70).
La funcién objetivo es: f(z,y) = bz + 4y
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Solucién por solver:

---------

£(0,10) = 40
£(20,10) = 140

f(32,16) = 224 -
f(12,56) = 284 Maximo
f(0,70) = 280

c) Hay que vender 12 camisetas lisas y 56 estampadas con un beneficio méximo de 284 euros.

2.1.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2019

Problema 2.1.2 Se pide:

a) Una fébrica de electrodomésticos dispone de dos cadenas de montaje. En una hora de trabajo,
la cadena A produce 10 lavadoras y 5 frigorificos, mientras que la cadena B produce 7
lavadoras y 6 frigorificos. El coste de cada hora de trabajo en las cadenas A y B es de 1200 y
1500 euros, respectivamente. La cadena A puede funcionar, como méximo, el doble de horas
que la cadena B. Si deben producir como minimo 400 lavadoras y 280 frigorificos, formule,
sin resolver, el problema que permite obtener las horas de funcionamiento de las cadenas A
y B para minimizar el coste de produccion de esos electrodomésticos.

b) Represente el recinto definido por las siguientes inecuaciones y calcule sus vértices.
c+2y>74dr—y>12x—y<43x+2y<20x>0y>0

Obtenga el valor minimo de la funcién F(z,y) = 2z + y en el recinto anterior, asi como el
punto en el que se alcanza.

Solucion:

a) LLamamos z : n° de horas que trabaja la cadena A e y n° de horas que trabaja la cadena B.

lavadoras | frigorificos | Coste

cadena A 10 5 1200

cadena B 7 6 1500
> 400 > 280

La funcién objetivo es: C(z,y) = 1200z + 1500y, sujeto a:

La region factible es:

10x + Ty > 400 10z 4+ 7y > 400
5z + 6y > 280 5x + 6y > 280
< 2y — r—2y<0
y>0 y>0

x>0 x>0
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b) La regién factible es:

3x+2y=20

r+2y>7
dr—y>1
2z —y <4
3x 42y <20
y=>0

z >0

Los vértices son: A(1,3), B(3,2), C(4,4) y D(2,7).
La funcién objetivo es: F(xz,y) = 2x +y
Solucién por solver:

c [

o
-

 — oo [ 3]
f(]-a 3) =5 Minimo a : o :” :"3 i“ iﬂ v a
f(37 2) = 8 R1 ]nz 4;:3 zm 3;‘ ") m
f(4,4) =12 - e e
f(2,7) =11 s LX
El minimo se obtiene en el punto A(1,3) con un valor @ ™ o

de 5.

2.1.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2019

Problema 2.1.3 Se pide:
a) Represente la regién factible definida por las siguientes inecuaciones y determine sus vértices.

r4+2y<1B3r—y<4zx—22y>-T72x+y>5

b) Calcule los valores maximo y méanimo de la funcién objetivo F(z,y) = = + y en la regién
anterior y determine los puntos en los que se alcanzan.

Solucion:

a) La region factible es:
r+2y <13
r—y <4
r—2y>-—7
rz+y>95

Los vértices son: A(9/2,1/2), B(7,3), C(3,5)
y D(1,4). !

b) La funcién objetivo es: F(z,y) =z +vy

£(9/2,1/2) = 5 Minimo
f(7,3) = 10 Méximo
f(3,5) =38

f(1,4) = 5 Minimo
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El méximo se encuentra en el punto B(7,3) con un valor de 10, mientras que el minimo serd
cualquier punto del segmento AD con un valor de 5.
Solucién por solver:

[ c D 3 F G H A B c ) € F G H
Objetivo s

11 [ Parametros de Solver x

Agregar

Cambiar

2.2. Aragén

2.2.1. Modelo de 2020

Problema 2.2.1 Un ebanista fabrica sillas y taburetes. Cada silla necesita 4 kilos de madera y 1
hora de trabajo, mientras que cada taburete necesita 2 kilos de madera y 3 horas de trabajo. El
beneficio por cada silla es de 70 euros y por cada taburete es de 50 euros. Para la semana que viene
quiere fabricar, al menos, 6 sillas y 4 taburetes; dispone, como maximo, de 72 kilos de madera y
de 48 horas de trabajo. ;Cudntas sillas y taburetes deben fabricar para maximizar su beneficio?
;, Cual serd el valor del beneficio en ese caso?

Solucién:
LLamamos z : n° de sillas e y : n° de taburetes.

Madera | Tiempo | beneficio
Silla 4 1 70
Taburete 2 3 50
<72 <48

a) Se trata de un problema de programacion, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
70z + 50y calculando su méximo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

4z 4 2y < 72

2 +y < 36

\ D(6,14)

2xty=36

C(12,12)
x+3y=48

x=6
g xr+ 3y <48 z+ 3y <48
’ z>6 z>6
Yy Z 4 Yy Z 4 {4(6,4) =4 B(16,4)

000,00

La regién S y los vértices a estudiar serdn: A(6,4), B(16,4), C(12,12) y D(6,14).

b) Sustituyendo en la funcién objetivo:
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Solucién por solver:

= 620 3

f(6,4) . S 2 2
£(16,4) = 1320 :
f(12,12) = 1440 Méximo 5 e % ow

£(6,14) = 1120 i [ —

El méximo es de 1440 euros y se alcanza s
cuando se fabrican 12 sillas y 12 taburetes.

(o | [ s oo |

2.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2019

Problema 2.2.2 Una modista estd organizando su trabajo para el préximo mes. Puede hacer
vestidos de fiesta y vestidos de calle. Cada vestido de fiesta necesita 3 metros de tela y lleva 6
horas de trabajo, mientras que cada vestido de calle necesita 1 metro de tela y lleva 4 horas de
trabajo. La modista dispone, como maximo, de 36 metros de tela y 120 horas de trabajo, y no
quiere hacer més vestidos de fiesta que de calle. Por cada vestido de fiesta, obtiene un beneficio
de 100 euros, mientras que por cada vestido de calle obtiene un beneficio de 65 euros. Plantear y
resolver un problema de programacion lineal para determinar cuantos vestidos de cada tipo tiene
que hacer para maximizar su beneficio. ;Cudl serd el beneficio en ese caso?

Solucién:
LLamamos z : n° de vestidos de fiesta e v : n° de vestidos de trabajo.

Tela | Tiempo | beneficio
V. Fiesta 3 6 100
V. Calle 1 4 65
<36 | <120

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y)
100z 4 65y calculando su méximo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

(0,30 ey 3xiy=36
N
3z +y < 36 3z +y < 36 e
6 + 4y < 120 3z + 2y < 60 B, T
S:{ z<y =< z2-y<0 .
x>0 x>0 //)q(\
y>0 y>0 RS

La region S y los vértices a estudiar serdan: 0(0,0), A(9,9), B(4,24) y C(0,30).

b) Sustituyendo en la funcién objetivo:
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Solucién por solver:

1 €
Objetivo 1960

4 |vriesta 3 6 1 100 a

0)

,9) = 1485 e e :
4,24) = 1960 Méaximo

£(0,30) = 1950

El miximo beneficio es de 1960 euros y se -
alcanza cuando se confeccionan 4 vestidos de - -
fiesta y 24 de calle.

-0 -
1

8 VFiesta 12 2 4 0 400
9 |Vaalle 2 % ) o ____1s60

120 -20 of 19601
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Problema 2.2.3 Un corredor aficionado tiene dos tipos de entrenamiento, el corto y el largo.
En cada entrenamiento corto, al que dedica 1 hora, corre 15 km y consume 1200 kilocalorias. En
cada entrenamiento largo, al que dedica 3 horas, corre 30 km y consume 2500 kilocalorias. Quiere
planificar los entrenamientos del verano de forma que haga al menos 24 entrenamientos, pero no
corra mas de 660 km ni dedique més de 48 horas, en total. Si su objetivo es maximizar el niimero
total de kilocalorias consumidas, plantear y resolver un problema de programacion lineal para
determinar cudntos entrenamientos de cada tipo tiene que hacer. ;Cudntas kilocalorias consumird
en ese caso?

Solucién:

LLamamos z : n? de entrenamientos cortos e y : n2 de entrenamientos largos.

Tiempo | Kms | Consumo
E. cortos 1 15 1200
E. largos 3 30 2500
<48 | <660
f(z,y) = 1200z + 2500y
sujeto a -

r+y>24 Tz+y>24
x4+ 3y < 48 . x+ 3y < 48
152 + 30y < 660 x4+ 2y <44 Pl (D) Bl

La regién factible estarfa delimitada por los vértices: A(24,0), B(44,0),C(36,4) y D(12,12).
Solucién por solver:

Se debe de hacer 36 entrenamientos cortos y 4 largos con

Objetivo

c € F
53200

£(24,0) = 28800 e e = 5
£(44,0) = 52800 f e
£(36,4) = 53200 Méaximo e e

£(12,12) = 44400

un consumo maximo de 53200 kilocalorias.

o4
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2.3. Asturias

2.3.1. Modelo de 2020

Problema 2.3.1 Para que una encuesta sobre politica de inmigracion sea fiable, se exige que haya
al menos 2300 personas entrevistadas, entre espanoles y extranjeros, de las cuales como mucho 1000
serdn extranjeros, y también se exige que los extranjeros sean, por lo menos, un 10 % del total de
personas entrevistadas.

a) ¢{Cudntos espafioles y cudntos extranjeros pueden ser entrevistados? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones. j Podrian ser entrevistados 1000 espanoles?

b) Si el coste estimado de cada entrevista es de 6 euros, jcudl serfa el méximo coste que podria
tener la encuesta? ja cuantos espanoles se habria entrevistado en dicho caso?

Solucién:
Llamamos z : n? de espanoles entrevistados e y : n? de extranjeros entrevistados.

a) La region factible es:

x +y > 2300 x +y > 2300 \('(1300,1000) B(9600,1000)
y < 1000 y < 1000 s
y>0,1(z+y) =< z—9% <0

z>0 x>0

y=>0 y=>0 X-9y=0

Los vértices son: A(2070,230), B(9000,1000) vy
(1300, 1000).

Cualquier punto de abscisa inferior a 1300 estaria fuera 4(2070,230)
de la region factible y por tanto no cumpliria todas las A
condiciones impuestas en el problema. l

b) f(z,y) = 6x + 6y
Solucién por solver:

Objetivo 50000

£(2070, 230) = 13800
£(9000, 1000) = 60000 Minimo
£(1300,1000) = 13800

El méximo coste seria de 60000 € lo que se produ-
cirfa si se encuestan a 9000 espanoles y 1000 extranjeros. |

.......
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Problema 2.3.2 En un local que se destinard a restaurante, se esta pensando en poner mesas altas
y bajas. Las mesas altas necesitan una superficie de 2 m? cada una, mientras que las mesas bajas
necesitan una superficie de 4 m? cada una. El local dedicard a mesas como mucho una superficie
de 120 m?. El propietario quiere que haya al menos 5 mesas bajas y como mucho el doble de mesas
altas que bajas.
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a) ¢ Cudntas mesas puede haber en el restaurante de cada tipo? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones. jPodrd haber 15 mesas de cada tipo?

b) Por estudios de mercado, se estima que el beneficio que dejan los clientes por mesa alta es
de 20 euros, mientras que el beneficio por mesa baja es de 25 euros. ;Cuantas mesas de cada
tipo debe colocar para maximizar los beneficios estimados? ja cuanto ascenderian dichos

beneficios?

Solucion:

LLamamos z : n° de mesas altas e y : n° de mesas bajas.

a) La regién factible es:

2z 4+ 4y <120
r < 2y
y=>5
x>0

Los vértices son: A(0,5), B(10,5), C(30,15) y D(0, 30).
El punto (15,15) estd dentro de la regién factible y,
por tanto, es una posible solucién a estas restricciones

aunque no sea la éptima.

b) f(z,y) = 20z + 25y

£(0,5) =125
£(10,5) = 325
£(30,1

#(0,30) = 750

El beneficio es maximo si se colocan 30 mesas altas y

x + 2y <60
x—2y <0
z>0
y=5

)
5) = 975 Méximo
)

15 mesas bajas con un total de 975 €.

| D(0,30)

.
™
.
-

T x+2r=60

x=0 B
(515 <C(30,15)
L x-2y=0
A(0,3) B(10,5) y=5

Solucién por solver:

HH

g

vavavavava
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Problema 2.3.3 Una empresa puede contratar trabajadores de tipo A y trabajadores de tipo B
en una nueva factoria. Por convenio, es necesario que haya mayor o igual nimero de trabajadores
de tipo A que de tipo B y que el nimero de trabajadores de tipo A no supere al doble del niimero
de trabajadores de tipo B. En total la empresa puede contratar un méaximo de 30 trabajadores de

tipo A y de 40 de tipo B.

a) ;Cudntos trabajadores de cada tipo se pueden contratar en la empresa, de forma que se
satisfagan todos los requisitos anteriores? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones. ;Podria contratarse a 20 trabajadores de tipo A y 15 de tipo B?

b) Si el beneficio diario esperado para la empresa por cada trabajador de tipo A es de 240 euros
y por cada trabajador de tipo B es de 200 euros, ;cuantos trabajadores de cada tipo se deben
contratar para maximizar el beneficio diario? ;a cudnto asciende dicho beneficio maximo?
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Solucion:

Llamamos z : n° de trabajadores de tipo A e y : n® de trabajadores de tipo B.

a) La region factible es:
2>y
z <2y
<30
y <40
x>0
y=>0

Los vértices son: 0(0,0), A(30,
El punto (20,15) estd dentro de la regién factible y,
por tanto, es una posible solucién a estas restricciones

aunque no sea la éptima.

f(z,y) = 240z + 200y

f(0,0)=0

r—y>0
rz—2y<0
x <30
y <40
x>0
y >0

15) y B(30, 30).

£(30,15) = 10200
£(30,30) = 13200 Msximo

Hay que contratar 30 trabajadores de cada tipo para

obtener un beneficio maximo de 13200 €.

2.4.

2.4.1.

Cantabria

y=40
B(30,30)
x=30
x-y=0 .
2013
@I 30.15)
x-2y=0
0(0.0)

Solucién por solver:

s
10

ggggggg
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Problema 2.4.1 Una empresa del sector alimentario lanza al mercado dos nuevas bebidas, Ay B,
compuestas de zumos de frutas combinados. La composicién de cada litro de bebida es la siguiente:

Zumo de pina

zumo de mango

zumodepapaya

A 0,5

0,5

B 0,4

0,6

El precio de venta fijado es de 1,5 euros por litro de A y de 1,75 euros por litro de B.
Semanalmente se cuenta con 20 000 litros de zumo de pina, con 15 000 de zumo de mango y con

15 000 de zumo de papaya.

Determinar los litros que deben producirse semanalmente de cada bebida para obtener unos ingre-
sos semanales maximos. ;A cudnto ascienden dichos ingresos?

Solucion:

Llamamos x : n° de bebidas A e y : n® de bebidas B.

Zumo de pina | zumo de mango | zumodepapaya | venta
A 0,5 0,5 0 1,5
B 0,4 0 0,6 1,75
< 20000 < 15000 < 15000
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La region factible es:

0,52 + 0,4y < 20000 5z + 4y < 200000 D(0.25000)]  y=25000 " C(2000.35000)
0, 52 < 15000 z < 30000
0, 6y < 15000 = < y < 25000 x=0 B(30000,12500)
* 5 8 * 5 8 - +4y=200000
b= ¥y= 0(0,0) =0 4(30000,
Los vértices son: O(0,0), A(30000,0), B(30000,12500), x—wwom\

C(20000,25000) y D(0, 25000).

flx,y) = 1,5z + 1,75y

Solumon por solver:

£(0,0) = e w
£(30000, 0) = 45000 5 T
£(30000,12500) = 66875

£(20000,25000) = 73750 Méximo

---------

£(0,25000) = 43750

Habria que producir 20000 litros de la bebida A y 25000
de la B con unos ingresos maximos de 73750 €.

2.4.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

yyyyyyy

Problema 2.4.2 Un inversor quiere comprar acciones de dos clases, A y B. La suma total de
acciones adquiridas serd como maximo de 1200. Cada accién del tipo A le reportarda un beneficio
de 0,2 euros y cada acciéon del B, uno de 0,08 euros. Tiene claro que no comprard mas de 500
acciones del tipo A. Pero si estd dispuesto a adquirir como minimo 350 del B. Ademés, no quiere
que el nimero de acciones B adquiridas sea mayor del triple de acciones A. ; Cudntas acciones debe
comprar de cada tipo para obtener los maximos beneficios? ;A cudnto ascienden dichos beneficios?

Solucion:

Llamamos z : n° de acciones de A e y : n® de acciones de B.
La regién factible es:

z+y < 1200 x+y < 1200 L
z < 500 z < 500 oy
y > 350 N y > 350 C(500,700)
y <3z 3z -y >0
>0 >0 x=500
y=>0 y=0 A(350/3,350) ¥=350 B(500,350)
- 350
Los vértices son: A ,350 B(500, 350),

C(500,700) y D(300,900).

f(z,y) =0,2z + 0,08y
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Solucién por solver:

3 c [ 3 f G H

o
f<350 350):154 e —_—
? s B 1 o 1 -1 0,08 700

3 3
£(500,350) = 128
£(500,700) = 156 Mésximo
£D(300,900) = 132

i o)

Se deben comprar 500 acciones tipo A y 700 de B con unos |
beneficios maximos de 156 €. :

2.5. Castilla La Mancha

2.5.1. Modelo de 2020

Problema 2.5.1 En un taller se confeccionan prendas vaqueras con dos tipos de tejidos de distinta
calidad (T}, T»). Disponen de 160 m? del tejido Ty y 240 m? del tejido T,. Hacen dos conjuntos:
Uno con chaqueta y falda y otro con cazadora y pantalén. El primero utiliza 2 m? de Ty y 2 m?
de Ty, el conjunto del pantalén utiliza 1 m? de 77 y 3 m? de T5. El conjunto con falda cuesta 250
euros y el del pantalén 350 euros.

a) Expresa la funcién objetivo.

b) Escribe mediante inecuaciones las restricciones del problema y representa graficamente el
recinto definido.

¢) Calcula el nimero de conjuntos de cada tipo que deben hacer para obtener méximas ganan-
cias.

Solucién:
Llamamos z : n? de chaquetas con falda e 3 : n? de cazadoras con pantalén.

Ty Ts Venta
Chaquetas 2 2 250
Cazadoras 1 3 350
<160 | <240

a) La funcién objetivo es: f(z,y) = 250z + 350y

b) La regién factible es:

C(0,80)

2z +y < 160 =0
2z 4 3y < 240

z>0

y=>0

2x+3y=240

0(0,0) y=0
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c) Los vértices son: A(80,0), B(60,40) y C(0, 80).

Solucién por solver:

A B r D 3 F

i objetvo | 29000
4 |chaquetas 2| 2| 250
5 Cazadoras 1 3 350
£(80,0) = 20000 ;
£(60,40) = 29000 Méximo 2 [ o

£(0,80) = 28000 :

De chaquetas con faldas tiene que vender 60 y 40 de %;
cazadoras con pantalén con un valor maximo de 29000€. &
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Parémetros de Salver

Problema 2.5.2 En el siguiente problema de programacién lineal optimiza la funcién f(x,y) =

6x — 2y sujeta a las siguientes restricciones:

r+y>2 x—y<2 y<l; x>0

a) Dibuja la regién factible.
b) Determina los vértices de la regién factible.
c¢) Indica el méximo y el minimo y sus respectivos valores.

Solucion:

a) La region factible es:

1y y=I B(3,1)

x=0
Ty = 2 x+y:2\\\ Léiy=
r—y<2 :
y<1
x>0 -

N0
0(0,0)

b) Los vértices son: A(2,0), B(3,1) y C(1,1).

c) f(w,y) =6x—2y

£(2,0) =12
f(3,1) =16 Méximo
f(1,1) = 4 Minimo

El maximo se encuentra en el punto B(3,1) con un valor de 16 unidades. El minimo se en-

cuentra en el punto C'(1,1) con un valor de 4 unidades.
Solucién por solver:
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A B C D E F G - A B C 2] E F G H

Gbjetivo 16 1 Objetivo 4
3 RL R2 R3 R4 Flxy) Numero de 3 RL R2 R3 R4 Flxy) Numero de
4lx 1 1 6 3 4 |x 1 1] 6 1|
5 1] -1 -2 1 5V 1 -1 2 1]
6
7 R1 R2 R3 R4 Flxy) R1 R2 R3 R4 Fixy)
8 lx 3 2 0 0 x 1 1] 0 0 6
y 1 1 0 0 1| 1 0 o 2
4 2 0 of 2 o o ol 2
71 | Parametros de Solver Parémetras de Solver x
2
3 _
Establecer objetivo: sesid Establecer objetivo: sesid &

Para: @ Mix O Min O Valor de: Para O Max @® Min O valor de:

Cambiando las celdas de variables:
SHSA:SHSS &

6
7 Cambiando Jas celdas de variables:
18 SHSASHSS
9
0

20 Sujeto 3 las restricciones:
21 SBS105=2
5Cs10<=2
SHSa>=0
23 SHSS <= 1 Cambiar

Agregar Agregar

Cambiar

2.5.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.5.3 Un supermercado tiene almacenados 100 botes de alubias y 150 botes de gar-
banzos. Para su venta organiza dichos productos en dos lotes, A y B. La venta de un lote A, que
contiene 1 bote de alubias y 3 botes de garbanzos, produce un beneficio de 3 €. La venta de un
lote B, que contiene 2 botes de alubias y uno de garbanzos, produce un beneficio de 2 €. Ademds,
desea vender al menos 10 lotes tipo A y al menos 15 lotes del tipo B. Utilizando técnicas de pro-
gramacién lineal, calcular cuantos lotes ha de vender de cada tipo para maximizar el beneficio. ;A
cuanto asciende ese beneficio maximo?

Solucién:
Llamamos z : n° de lotes A e y : n° de lotes A.

Alubias | Garbanzos | Beneficio
1 3 3
2 1 2
<100 <150

|

a) La funcién objetivo es: f(z,y) = 3z + 2y

b) La regién factible es:

r + 2y <100 x=10
3z +y < 150
x> 10
y>15

A(10,15) y=15 B(45,15)

0(0,0)

c¢) Los vértices son: A(10,15), B(45,15), C(40,30) y D(10,45).
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Solucién por solver:

A E e D E F G H
Objetivo 180

R1 R2 R3 R4 Flxy) Numero de

60 4]a 1 3 3 10

f(10,15) = an R : o
f(45,15) = 165 8 —_—— =
£(40,30) = 180 Méximo ;c: "” 1:” ° °r12°1
£(10,45) = 120 .

Hay que vender 40 lotes A y 30 del B con un 4 .. @M' Os;:” -~ ®

beneficio méaximo de 180 €.

Cambiando las celdas de variables:
SHs4isHSS =

Sujeto alas rests
SB510 <= 100
5CS10 <= 150
SHs4 = 10

SHss >= 15 Cambiar

2.6. Castilla Leon

2.6.1. Modelo de 2020

Problema 2.6.1 Una ONG organiza un convoy de ayuda humanitaria con un méximo de 27 ca-
miones para llevar agua potable y medicinas a una zona devastada por unas inundaciones. Para
agua potable dedica un minimo de 12 camiones y para medicinas debe dedicar un ntimero de camio-
nes mayor o igual que la mitad del nimero de camiones dedicados a llevar agua. Enviar un camién
con agua potable tiene un coste de 9000 €, mientras que el coste para un camién de medicinas es
de 6000 €. Calcular, utilizando técnicas de programacién lineal, cémo debe organizarse el convoy
para que su coste sea minimo ;Cudnto es el coste de la solucién 6ptima?

Solucién: Llamamos z : n® de camiones con agua e ¥ : n° de camiones con medicinas.

a) La region factible es:

C(12,15)

Try <27 w4y <27 R
xT Z 12 - x=12 b

S — r—2y<0 B89

= ot A(12,6)
y>0 y>0 x=0

Los vértices son: A(12,6), B(18,9) y C(12,15).
0,0 =

b) f(x,y) = 9000z + 6000y
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£(12,6) = 144000 Minimo
£(18,9) = 216000
£(12,15) = 198000

Se deben mandar 12 camiones con agua y 6
con medicinas con un coste minimo de 144000
16

€.

Solucién por solver:

B C
Objetivo 144000

0

Flxy)
9000
6000

Flxy)
108000
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Problema 2.6.2 Una Una empresa utiliza 4 horas de trabajo de electrénica y 2 horas de trabajo
de montaje por cada televisor LED que fabrica, y 3 horas de trabajo de electrénica y 1 hora de
trabajo de montaje por cada televisor QLED. La empresa dispone de un maximo de 2400 horas
de trabajo de electrénica y un maximo de 1000 horas de trabajo de montaje. Para satisfacer la
demanda, la empresa debe fabricar al menos 200 televisores QLED. El beneficio obtenido en cada

televisor LED es de 70 € y en cada televisor QLED es de 50 €.

Utilizar técnicas de programacién lineal para determinar el nimero de televisores de cada tipo que

ggggggg

la empresa debe fabricar para que el beneficio sea méaximo, asi como ese beneficio maximo.

Solucién: Llamamos x : n2 de televisores LED e y : n® de televisores QLED.

Horas Electrénica | Horas Montaje | Beneficio
LED 4 2 70
QLED 3 1 50
< 2400 <1000

a) La regién factible es:

Az + 3y < 2400
22 +y < 1000

x>0
y > 200

A(0,200), B(400,200),

Los vértices son:

C(300,400) y D(0,800).

b) f(z,y) = 70z + 50y

63

x=0

C(300,400)

l4¢0,200) y=200  [B(400,200)

0(0,0)




Solucién por solver:
= Ob‘e(i{u ClllDDD

0,200) = 10000 - R —Y mers de

f( A L 2 70 300
£(400,200) = 38000 s C — £
f(300, 400) = 41000 Méximo g : " Ezg & :gz i zm zF(xrv) ;;zzz:‘
£(0,800) = 40000 e 5 e

Se deben fabricar 300 televisiones LED y 400 . =

con QLED con un beneficio maximo de 41000 « ™ ©¥ ©Ow  Qwes E

6
7
B
o

€.

aaaaaaa
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Problema 2.6.3 Un supermercado tiene almacenados 100 botes de alubias y 150 botes de gar-
banzos. Para su venta organiza dichos productos en dos lotes, A y B. La venta de un lote A, que
contiene 1 bote de alubias y 3 botes de garbanzos, produce un beneficio de 3 €. La venta de un
lote B, que contiene 2 botes de alubias y uno de garbanzos, produce un beneficio de 2 €. Ademas,
desea vender al menos 10 lotes tipo A y al menos 15 lotes del tipo B. Utilizando técnicas de pro-
gramacién lineal, calcular cudntos lotes ha de vender de cada tipo para maximizar el beneficio. ;A
cuanto asciende ese beneficio méximo?

Solucién:
Llamamos x : n2 de lotes A e 3 : n? de lotes A.

Alubias | Garbanzos | Beneficio
A 1 3 3
B 2 1 2
<100 <150

a) La funcién objetivo es: f(z,y) = 3z + 2y

b) La regién factible es:

x+2y=100
x + 2y <100 x=10
3x 4y < 150
xz>10
y>15 A(10,15) y=15 B(45,15)
0(0,0)

c) Los vértices son: A(10,15), B(45,15), C(40,30) y D(10,45).
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Solucién por solver:

B C D E {
Objetivo 180

f(10,15) = 60 . — 2
f(45, 15) = 165 R1 R2 R3 R4 Flxy)
£(40,30) = 180 Mdximo v - ——

£(10,45) = 120

Hay que vender 40 lotes A y 30 del B con un -

beneficio méximo de 180 €.

2.7. Cataluna

2.7.1.

4 SHS4:SHSS B

20| Suetoalas restricciones:
$B10 <= 100
5CS10 <= 150
SHs4 2= 10
SHs5 = 15

aaaaaaa

Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.7.1 Un fabricante de muebles de jardin fabrica sillas y mesas de madera de exterior.
Cada silla le aporta un beneficio de 20 € y cada mesa uno de 25 €. Sabemos que cada mes puede
producir como méaximo un total de 120 muebles entre los dos productos. También sabemos que,
como maximo, puede fabricar 100 sillas y que debe fabricar un minimo de 10 mesas. Por otra parte,
el nimero de sillas fabricadas debe ser igual o superior al triple de mesas fabricadas.

a) Determinar la funcién objetivo y las restricciones. Dibuje la regién factible.

b) {Cudl es la produccién mensual que le aporta el méximo beneficio una vez vendida? ;Cuél

es este beneficio?

Solucion:

Llamamos z : n2 de sillas e y : n2 de mesas.

a) La regién factible es:

z+y <120

z > 3y

x < 100 =
x>0

y>10

Los vértices son: A(30,10), B(100,10), C(100,20) y

D(90,30).

b) f(z,y) = 20z + 25y

vty < 120 x4y=120
T — 3,y > 0 D(90,30,
< 100 x-3y=0
>0 %oo,zo)
y > 10 y=10

A(30,10) B(100,10)

x=100
0(0,0)
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Solucién por solver:

30,10) = 850 =

B

< D E

f( :
£(100,10) = 2250 =
£(100,20) = 2500 Méximo
£(90,30) = 2550 11 ot

Se deben fabricar 100 sillas y 30 mesas con un
beneficio maximo de 7000 €.

Establecer objetivo;

Paa @) Mix

Cambiando s ce

sFs10

O Min

Idas de variables:

O Valor de:

SHs4>=0
SHS5>= 10

2.7.2. Convocatoria Extraordinaria julio de

Problema 2.7.2 Una conocida marca fabrica dos versiones de una misma fragancia: el perfume,
que es mas concentrado y que se vende en botellas pequenas cuestan 70 €, y la colonia, que es
més diluida y se vende en botellas méds grandes a 82 €. En la fabricacién hay que mezclar dos
ingredientes: el ingrediente A (que contiene el aroma concentrado) y el ingrediente B (que contiene
alcohol y otros sustancias). En estos momentos el fabricante dispone de 5.000 ml del ingrediente
Ay de 30.000 ml del ingrediente B. Para fabricar una botella de perfume se necesitan 10 ml del
ingrediente A y 40 ml del ingrediente B, y para fabricar una de colonia se necesitan 10 ml del
ingrediente A y 90 ml de el ingrediente B. Los pedidos actuales obligan a fabricar al menos 120

unidades de perfume y 70 unidades de colonia.

a) Determine la funcién objetivo y las restricciones. Dibuje la regién factible.

b) Cudntas unidades hay que producir de cada versién para obtener, una vez vendidas, unos

ingresos maximos? ;jCudles son estos ingresos?

Solucion:

2020

ggggggg

aaaaaaa

Llamamos x : nimero de botellas de perfume e y : nimero de botellas de colonia.

A B Venta
Perfume 10 40 70
Colonia 10 90 82
< 5000 | < 30000

a) La regién factible es:

10z + 10y < 5000 z+y <500
40z + 90y < 30000 __ ) 4z + 9y < 3000
y =170 y =170

z > 120 x> 120

Los vértices son: A(120,70), B(430,70), C(300,200) y
D(120, 280).

b) La funcién objetivo es: f(z,y) = 70z + 82y
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Solucién por solver:
A B C37ADD D & F G H

Objetivo

120,70) = 14140

f( : perfume 1 4 70 300
£(430,70) = 35840 : T . lm Qm R . —
£(300,200) = 37400 Méximo = S
£(120, 280) = 31360 : R R e

Parametros de Solver x

El méaximo es de 37400 € y se encuentra 4
vendiendo 300 botellas de perfume y 200 de 6 G "
colonia. s

aaaaaaa

2.8. Comunidad valenciana

2.8.1. Modelo de 2020

Problema 2.8.1 Un inversor dispone de 9000 € y quiere invertir en dos tipos de productos finan-
cieros: A y B. La inversién en el producto A debe superar los 5000 € y, ademas, esta debe ser el
doble, al menos, que la inversién en el producto B. Se sabe que la rentabilidad del producto A es

del 2,7% y la del producto B del 6,3 %.
a) ¢{Cudnto ha de invertir en cada producto para que la rentabilidad sea méxima?
b) {Cuél es esa rentabilidad méxima?

Solucién:
Llamamos x : cantidad invertida en A e y : cantidad invertida en B.

a) La region factible es:

z +y < 9000 z +y < 9000
T > 2y ) T 2y >0 sz
x > 5000 x > 5000 e
y>0 y>0 P -
Los vértices son: A(5000,0), B(9000,0), 560
(6000, 3000) y D(5000, 2500).
La funcién objetivo es: f(z,y) = 0,027x + 0,063y
Solucién por solver:
: SR T ) S —— ;
£(5000,0) =135 5 — e o
£(9000,0) = 243 o inesion_Rega Rentabidas
£(6000,3000) = 351 Maximo i ) — =
£(5000,2500) = 292,5 5 o
5 .
b) El méximo se encuentra invirtiendo 6000 € en A y 2 e o e
3000 € en B con una rentabilidad de 351 €. ;g [ |
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Problema 2.8.2 Para fertilizar una parcela de cultivo se utilizan dos tipos de fertilizantes, A y
B. FEl cultivo de la parcela necesita un minimo de 120 kilos de nitrégeno y 110 kilos de fésforo. El
fertilizante A contiene un 25 % de nitrégeno y un 15 % de fésforo, siendo su precio de 1,2 € el kilo,
mientras que el fertilizante B contiene un 16 % de nitrégeno y un 40 % de fésforo y cuesta 1,6 € el
kilo.

a) {Qué cantidad se necesita de cada tipo de fertilizante para que el coste de la fertilizacién
resulte minimo?

b) ;Cudl es este coste minimo?

Solucién:
Llamamos x : nimero de kg del fertilizante A e y : numero de kg del fertilizante A.

N P Precio
Al 0,25 | 0,15 1,2
B| 0,16 | 0,40 1,6

>120 | > 110
a) La regién factible es:

0,25z 4+ 0,16y > 120 252 4+ 16y < 1200 ¢p,750)
0,15x + 0,40y > 110 3z 4 8y < 2200

>0 ~ >0 .
Z E 0 Z g 0 —— | 25x+16y=1200

3x-+8y=2200
B(400,125)
Los vértices son: A (2220), B(400,125) y 0@0) = 4(22005,0)

C(0,750).

En el siguiente apartado se hacen las conclusiones.
b) La funcién objetivo es: f(z,y) = 1,2z + 1,6y

Solucién por solver:
A B C D E £ G H
Objetive 680

R1 R2 R3 R4 Flxy) Numero de

£(352,0) =880 <l = ::@
£(400,125) = 680 Minimo 7 it
£(0,750) = 1200 I — ——

11| Parametros de Solver X

El coste minimo es de 680 € y se encuentra ::
comprando 400 kg de fertilizante A y 125 kg -
del B. Z

O valor de:

Agregar

Cambiar

2.8.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

No hubo problemas de este tipo en el examen de la PAU.
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2.9. Extremadura

2.9.1. Modelo de 2020

Problema 2.9.1 Un taller de confeccién textil produce dos categorias de trajes: de sefiora y de
caballero. Dispone de material para fabricar diariamente 850 trajes de senora y 650 de trajes de
caballero. Si tiene que fabricar diariamente como maximo 1000 unidades totales y el beneficio ob-
tenido por cada traje de senora es de 150 euros y de 200 euros por traje de caballero, ;cuantos
trajes de cada tipo han de fabricarse diariamente para hacer maximos los beneficios? ; Cudles seran
dichos beneficios maximos? Justificar las respuestas.

Solucién:

Llamamos x : nimero de trajes de senora e y : numero de trajes de caballero.

La region factible es:

z +y < 1000 D(0,650) y=650 . C(350,650)
x < 850
y < 650 xty=1000
y Z 0 x=0 x=850
z>0

Los vértices son: 0O(0,0), A(850,0), B(850,150),
C(350,650), D(0,650). 000 y-0  ams0n

B(850,150)

La funcién objetivo es: f(z,y) = 150x + 200y

Solucién por solver:
f( ) 3 ; R1 R2 R3 R4 F(uy) Numero de
f(850 0) = 127500 S st A B : = =
£(850,150) = 157500 - Mmoo m wm o m
f(
f(

sefiora 350 350 0 0 52500

350, 650) = 182500 Méximo T— R I I W

£(0,650) = 130000 " Ce— -

El beneficio maximo es de 182500 € y se encuen- 2| == ow own Owwe

16

tra confeccionando 350 trajes de seniora y 650 de 6] | ot feaat «
caballero.

Agregar

Cambiar

Problema 2.9.2 Con el fin de incentivar sus ventas, un vivero de arboles frutales ofrece dos tipos
de lotes: el lote A formado por 1 limonero, 1 naranjo y 1 manzano y el lote B por 2 limoneros y 1
manzano. Cada lote A le produce un beneficio de 30 euros y cada lote B 40 euros. Sabiendo que
tiene a la venta como maximo 1600 limoneros, 800 naranjos y 1000 manzanos, determinar la region
factible y los posibles puntos solucién del problema para que se obtengan los maximos beneficios.
Justificar la respuesta.

Solucién:

Llamamos x : nimero de lotes A e y : numero de lotes B.

limonero | naranjo | manzano | Beneficio
A 1 1 1 30
B 2 0 1 40
<1600 | <800 < 1000
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La region factible es:

z + 2y < 1600
z < 800

z +y < 1000
y=>0

x>0

Los vértices son: 0O(0,0), A(800,0), B(80
(400, 600), D(0, 800).

La funcién objetivo es: f(x,y) = 30z + 40y

f(0,0) =

£(800, 0) = 24000

£(800,200) = 32000

£(400, 600) = 36000 Maximo
£(0,800) = 32000

El beneficio méximo es de 36000 € y se

vendiendo 400 lotes A y 600 lotes B.

(0,8
C(400,600)
=800
x=0 +2y=1600
(800,200)
0, 200), x45=1000
loco,0 =0 A(800,0)\

Soluc1on por solver

3
s (s
6

ala
98

8
Objetiv

36000

11 [ Parsmetros de Solver
12

llega o

,g_

aaaaaaa

2.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.9.3 Una factoria de automoviles tiene pedidos de 180 turismos y 140 furgonetas para
la préxima temporada. Dispone para ello de dos fébricas A y B. La fabrica A produce diariamente 6
turismos y 2 furgonetas con un coste diario de 30000 euros y la fabrica B 2 turismos y 2 furgonetas
con un coste de 20000 euros cada dia. ;Cuédntos dias debe abrir cada fdbrica para producir el
pedido de la temporada con el minimo coste? ;Cudl es el valor de dicho coste minimo? Justificar

las respuestas.
Solucién:

Llamamos z : nimero de automdviles de la fabrica A en un dia e y : nimero de automéviles de la

fabrica B en un dia.

ggggggg

Turismos | Furgonetas | Coste
A 6 2 30000
B 2 2 20000
> 180 > 140
La regién factible es:
6z + 2y > 180 3z +y>90 c(o.90)
2 2y > 140 > 70
ya?>+0 y= - ; i ?(J) - B(10,60)
z >0 x>0 x= P
Los vértices son: A (70,0), B(10,60) y C(0,90). _ 2
0(0,0) =0 A(76,0)
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La funcién objetivo es: f(z,y) = 30000z + 20000y

Solucién por solver:
A B C

Objetivo 1500000

f(70, O) _ 2100000 z : RL iﬁz :RS R4 Flxy) izgzg Numero d éz

f(lO, 60) = 1500000 Minimo Z . R i R2 E R3 DM Dr(x,v)mm

£(0,90) = 1800000 - b
El coste minimo es de 1500000 € y se llega Eip e .

vendiendo 10 dias de trabajo de la fabrica A y =
60 de la B. '7

Problema 2.9.4 Un apicultor hurdano tiene 900 botes de miel y 500 botes de polen con los que
elabora dos lotes A y B que pone a la venta. Cada lote A contiene 2 botes de miel y 2 botes de
polen con un beneficio de 15 euros y cada lote B 3 botes de miel y 1 bote de polen con un beneficio
de 12 euros. ;{Cuantos lotes de cada tipo debe organizar para que el beneficio sea maximo? Halla
el valor de dicho beneficio maximo. Justificar las respuestas.

Solucién:

Llamamos x : nimero de lotes A e y : numero de lotes B.

Miel | Polen | Beneficio
A 2 2 15
B 3 1 12
<900 | <500
La regién factible es:
(0,300
2z + 3y <900
2z +y < 500 B(150,200)
y=>0
T Z O x=0
Los vértices son: A (250,0), B(150,200) y C(0,300). oo pr PTTTE

La funcién objetivo es: f(x,y) = 152 4+ 12y

£(250,0) = 3750

£(150,200) = 4650 Mésximo

£(0,300) = 3600

El beneficio méximo es de 4650 € y se llega 5

vendiendo 150 lotes de A y 200 del B.
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8 c ) 3 F
Objetivo 4650

O valor de:

Agregar

Cambiar
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Problema 2.9.5 Una tienda de productos agricolas dispone de 300 kg de abono de nitrégeno y de
80 kg de abono de potasio para la fabricacién de dos compuesto A y B. Cada envase del compuesto
A contiene 3 kg de abono de nitrégeno y 1 kg de abono de potasio y cada envase del compuesto B
contiene 6 kg de abono de nitrégeno y 1 kg de abono de potasio. Si el beneficio producido por cada
envase del compuesto A es de 100 euros y el del envase del compuesto B de 120 euros, ;jcuantos
envases de cada tipo debe fabricar para obtener el maximo beneficio? ;Cudl sera dicho beneficio
maximo? Justificar las respuestas.

Solucién:

Llamamos x : nimero de envases A e y : nimero de envases B.

N K | Beneficio
A 3 1 100
B 6 1 120
<300 | <80
La regién factible es:
3z + 6y < 300 z + 2y < 100
z+y <80 z+y <80
y=>0 - y>0
z >0 x>0
Los vértices son: A (80,0), B(60,20) y C(0,50). 0w =0 awon)

La funcién objetivo es: f(z,y) = 100z + 120y

Solucién por solver:

8 c ) 3 F G H
Objetivo 8400

3 R1 2 R3 Ra Fixy) Numero de

£(80,0) = 8000 sa 2 123. .
£(60,20) = 8400 Méximo T [T T T
F10.50) = 6000 (-

El beneficio maximo es de 8400 € y se llega 5 e[ =

vendiendo 60 envases de A y 20 del B.

Problema 2.9.6 Una tienda de artesania de calzado fabrica zapatos y botas. Cada par de zapatos
requiere 1 hora de trabajo y 0,5 m? de piel y cada par de botas 1 hora de trabajo y 1 m? de piel,
siendo el beneficio obtenido de 70 euros por cada par de zapatos y de 80 euros por cada par de
botas. Si solo dispone de 50 horas de trabajo y de 35 m? de piel. ;Cuantos pares de zapatos y
de botas hay que fabricar para obtener los maximos beneficios? ;Cudles serdn dichos beneficios
méximos? Justificar las respuestas.

Solucién:
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Llamamos x : nimero de pares de zapatos A e y : nimero de pares de botas B.

Horas | m? | Beneficio
Zapatos 1 0,5 70
Botas 1 1 80
<50 | <35
La region factible es:
z+y <50 z+y <50
0,5z +y <35 x+2y <70 —
y >0 ) y=0 - ’
x>0 x>0
Los vértices son: A (50,0), B(30,20) y C(0,35).
0(0,0) L A(50,0)

La funcién objetivo es: f(z,y) = 70z + 80y

£(50,0) = 3500
£(30,20) = 3700 Maximo
£(0,35) = 2800

El beneficio méximo es de 3700 € y se llega
fabricando 30 pares de zapatos y 20 pares de

botas.

2.10. Galicia

2.10.1. Modelo de 2020

Problema 2.10.1 Una tienda deportiva desea liquidar 2000 camisetas y 1000 chandales de la
temporada anterior. Para ello lanza dos ofertas, 1 y 2. La oferta 1 consiste en un lote de una
camiseta y un chandal, que se vende a 30 euros; la oferta 2 consiste en un lote de tres camisetas
y un chandal, que se vende a 50 euros. No se desea ofrecer menos de 200 lotes de la oferta 1 ni

menos de 100 de la oferta 2.

a) Plantea el problema que permite determinar cudntos lotes de cada tipo debe vender para

maximizar los ingresos.

b) Representa la region factible.

¢) ;Cuéntos lotes ha de vender de cada tipo para maximizar los ingresos? ;A cudnto ascienden

dichos ingresos?
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A 5 ¢ o e F
Objetivo 3700

H

Numero de
20
20

Establecer objetivo sesid 5|

Para @ pix Omin  Qualorae

Cambiando Jas celdas de variables:




Solucién:
Llamamos z : n° de lotes de la oferta 1 e y : n° de lotes de la oferta 2.

camisetas | chandal | Venta
OF1 1 1 30
OF2 3 1 50
< 2000 < 1000

200,605 e e, “
a) La regién factible es: S
Dtm1000 TR o
2 + 3y < 2000
z +1 < 1000
100 . B(900,100)
> 200

y > 100 s

Los vértices son:  A(200,100),  B(900,100), Solucién por solver :

C(500,500) y D(200, 600).

b) La funcién objetivo es: f(x,y) = 30z + 50y 5o : : = =
£(200,100) = 11000 he — =
£(900,100) = 32000 == .
f(500, 500) = 40000 MéXiInO 1i Establecer abjetivo scsil =
£(200,600) = 36000 e

Del lote 1 hay que vender 500 y del lote 2 otros 500 g
con un valor de venta maximo de 40000 euros. 5

Agregar

Cambiar
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Problema 2.10.2 Un fabricante de sistemas de iluminacién quiere producir focos de tecnologia
led en dos modelos distintos: A y B. Para disenar la estrategia de produccién diaria tendra en
cuenta que se produciran al menos 50 focos del modelo A, que el nimero de focos del modelo B
no superara las 300 unidades y que se producirdn al menos tantos focos del modelo B como del
modelo A. Ademas, la produccién total no superara las 500 unidades diarias.

a) Formule el sistema de inecuaciones asociado al problema.

b) Represente la regién factible y calcule sus vértices.

c) Si el beneficio obtenido por cada foco del modelo A es de 60 € y por cada foco del modelo
B es de 40 €, jcudntos focos de cada modelo debe producir diariamente para maximizar el

beneficio? ;A cudnto asciende el beneficio méximo?

Solucién:
Llamamos z : nimero de focos modelo A e y : nimero de focos modelo B.
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a) La regién factible es:

b) Los

x > 50

y < 300

Yy

x+y <500

y>0

vértices

Son:

=

A(50,50),

C(200,300) y D(50, 300).

¢) La funcién objetivo es: f(x,y) = 60z + 40y

B.

2.10.3.

50,50) = 5000

x > 50
y < 300
r—y<0
x+y <500
y=>0

£
£(250,250) = 25000 Méximo
#(200,300) = 24000

#(50,300) = 15000

El beneficio méximo es de 25000 € y se llega fa- -
bricando 250 focos modelo A y 250 focos modelo

x+ty=500

D(50,300)  y=300 €(200,300)

x=5

B(250, 250),

[4(50,50)
0(0,0)
5
Solucién por solver :
B C D £ F H
Objetivo 25000

3 R1 R2 R3 R4 F(xy) Numero de
4 | zapatos 1] 0 1] 1] 60 250
5 botas 0 1 -1 1 40 250
7 R1 R2 R3 R4 F(xy)
8 |zapatos 250 0 250 250 15000
o |botas 0 250 -250 250 ___ 10000
Z— —ert
11/ Parametros de Solver x

Establecer objetivo: SFS10 B

P @ max O Min O yalor ge

SHsasHSS &

suetoa
[Bs10>=

;;;;;;; Ba | Hoiai s | 1

Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.10.3 El Comité Organizador de un Congreso cuenta con dos tipos de habitaciones, A
y B, para ofrecer como alojamiento a sus participantes. Para realizar la contratacién, han decidido
que el niimero de habitaciones de tipo B no debe ser mayor que el nimero de habitaciones de tipo
A, y que el nimero de habitaciones de tipo A no debe ser mayor que 160. Ademds, se sabe que en

total seran necesarias como maximo 200 habitaciones.

a) Plantee el sistema de inecuaciones asociado a este problema.

b) Represente graficamente la regién factible y calcule sus vértices.

c¢) Silos costes son de 80 € por cada habitacién de tipo A y de 50 € por cada habitacién de tipo
B, jcuél es el coste maximo de alojamiento que afrontaria el Comité Organizador? ;Cudntas
habitaciones de cada tipo habria que contratar para que se diese esa situacién?

Solucion:

Llamamos x : numero de habitaciones tipo A e y : nimero de habitaciones tipo B.
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a) La regién factible es:

T >y rz—y >0
x < 160 z+y <200
r+y <200 = z < 160
z2>0 x>0
y>0 y=>0

100,100)

xH=

200

b) Los vértices son: 0(0,0), A(160,0), B(160,40)

y (100, 100).

¢) La funcién objetivo es: f(x,y) = 80z + 50y

0,0) =0

I

#(160,0) = 12800
#(160,40) = 14800 Méximo
#(100,100) = 13000

El coste maximo es de 14800 € y se llega contra-

o>

-] ® B

x-y=0,
B(160,40)
x=F60
0(0,0) y=0 (1 60,0)\

Solucién por solver :

tando 160 habitaciones tipo A y 40 tipo B.

2.11. Islas Baleares

2.11.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

ggggggg

aaaaaaa

Problema 2.11.1 Un pastelero dispone de 150 kg de harina, 22 kg de azicar y 26 kg de man-
tequilla para hacer dos tipos de pasteles, A y B. Para hacer una hornada de pasteles del tipo A
se necesitan 3 kg de harina, 1 kg de azicar y 1 kg de mantequilla, mientras que para hacer una
hornada de pasteles del tipo B se necesitan 6 kg de harina, 0,5 kg de azicar y 1 kg de mantequilla.
Se sabe que el beneficio que se obtiene al vender una hornada del tipo A es de 20 € y de 30 € en
vender una hornada del tipo B.

a) Plantear la maximizacién del beneficio del pastelero como un problema de programacién

lineal.

b) Dibuja la regién factible para la solucién, indicando las rectas y vértices que la delimitan.

c¢) Determinar cudntas hornadas de cada tipo tiene que hacer y vender el pastelero para maxi-
mizar sus beneficios. Determinar también este beneficio méximo.

Solucion:

Llamamos z : n° de pasteles tipo A e y : n® de pasteles tipo B.

Harina | Aztcar | Mantequilla | Beneficio
A 3 1 1 20
B 6 0,5 1 30

< 150 <22 <26
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a) La region factible es: D(0.25)

x=0
3z 4 6y < 150 x4+ 2y < 50
x4+ 0,5y <22 20 +y < 44
x4y <26 — r+y <26
x>0 x>0
y=>0 y=>0 0(0,0) =0 A4(22,0)
b) Los vértices son: 0(0,0), A(22,0), B(18,8), Solucién por solver :

C(2,24) y D(0,25).

¢) La funcién objetivo es: f(x,y) = 20z + 30y W R m m Ew Numero e
S R1 R2 R3 R4 Flxy)

f(0,0)=0 s A [
£(22,0) =440 :

£(18,8) = 600 g — '

f(2,24) = 760 Méximo : .

£(0,25) = 750 v

El beneficio maximo es de 760 € y se llega hor- =

neando 2 pasteles tipo A y 24 del tipo B.

2.11.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.11.2 Un taller de joyeria dispone de 150 gramos de plata y de 180 horas de trabajo
para producir dos modelos de anillos. Para hacer un anillo del modelo A se necesitan 6 gramos de
plata y 3 horas de trabajo, mientras que para hacer uno del modelo B se necesitan 2 gramos de
plata y 6 horas de trabajo. Los anillos de los modelos A y B proporcionan, respectivamente, 35 y
55 € de beneficio por unidad.

a) Plantear la maximizacién del beneficio del pastelero como un problema de programacién
lineal.

b) Dibuja la regién factible para la solucién, indicando las rectas y vértices que la delimitan.

¢) Sabiendo que se venderdn toda la produccién, Determinar cuéntos anillos de cada modelo
hay que producir para obtener el maximo beneficio y indique cudl es este beneficio.

Solucién:
Llamamos z : n2 de anillos tipo A e y : n? de anillos tipo B.

Plata | Horas | Beneficio
A 6 3 35
B 2 6 55
150 180
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a) La region factible es:

x=0
6 + 2y < 150 3z +y <75
3z + 6y < 180 . x + 2y < 60
= v=0 0(0,0) y=0
y=>0 y >0 (0,0) 'y A(zs,}g(
b) Los vértices son: 0(0,0), A(25,0), B(18,21) y Solucién por solver :
(0, 30).
c¢) La funcién objetivo es: f(z,y) = 352 + 55y : n im ;3 a— - Nmmﬁ
Z R1 = R2 = R3 DR4 F(xy) =
£(0,0)=0 e
£(25,0) = 875 : E
£(18,21) = 1785 Méximo 5 ot

£(0,30) = 1650 -

El beneficio maximo es de 1785 € y se llega fa-
bricando 18 anillos tipo A y 21 del tipo B. B 7

aaaaaaa

2.12. Islas Canarias

2.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.12.1 En un puesto del mercado se preparan dos tipos de cajas de frutas y verduras
para repartir a domicilio. Cada caja del tipo A (caja pequena) lleva 3 kg de fruta y 3 kg de verdura.
Cada caja del tipo B (caja grande) lleva 5 kg de fruta y 8 kg de verdura. Cada dia hay que cubrir
una demanda fija de al menos 20 cajas de tipo A. Las cajas tipo A se venden a 10 € cada una y
las cajas tipo B a 18 € cada una. El puesto tiene 195 kg de fruta y 240 kg de verduras disponibles
diariamente todas las mananas. Se desea determinar el nimero de cajas de cada tipo que se han
de preparar diariamente para maximizar los ingresos.

a) Plantear el problema y representar la regién factible.
b) ;Cudntas cajas de cada tipo deben prepararse cada dia para maximizar los ingresos? ;Cudles

son los ingresos maximos?

Solucién: Llamamos z : n2 de cajas tipo A e y : n® de cajas tipo B.

Fruta | Verdura | Precio de venta
A 3 3 10
B 5 8 18

<195 | <240

a) La region factible es:
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/

+5y=195
3z + 5y < 195 %

3x + 8y < 240
x> 20
yZO x=20

Los vértices son: A(20,0), B(65,0),
C(40,15) y D (20, %).

0(0,0) A(20,0) =0 B(65,0)

b) f(z,y) =10z + 18y
Solucién por solver :

( O) 3 R1 R2 R3 R4 Fx.y) Numero de

F£(65.0) 630 g — .
f(40 15) 670 MaleO ? R1 R R3 Ra Flxy)
45 an 120 120 0 0 00
f(20,%) =605 - Y —

Se deben vender 40 cajas tipo A y 15 cajas -
tipo B por un valor maximo de 670 €.

Swem ala

S0 <o
2 sz
23| |sHss> Cambiar

2.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 2.12.2 Un comerciante quiere comprar a un mayorista de moda gabardinas de dos

tipos: de pano a 180 € y de piel a 300 € la unidad, respectivamente. El comerciante dispone de
5400 € y no precisa més de 20 unidades.

a) Representar la region factible y los vértices.

b) Si en la venta posterior obtiene un beneficio de 99€ por la venta de cada gabardina de pafio
y 156€ por la venta de cada gabardina de piel, calcular el nimero de gabardinas que ha de
adquirir de cada tipo para obtener el beneficio maximo.

Solucion:

Llamamos z : n® de gabardinas de paiio e y : n® de gabardinas de piel.

a) La region factible es:

79



B(5,15)
180z + 300y < 5400 32 + 5y < 90
T+ y S 20 T+ y S 20 - Ix+5y=90
x>0 ) z>0
y=>0 y>0
Los vértices son: O(0,0), A(20,0), B(5,15) y C(0, 18).
o(0,0) y=0 A(20,0)
b) f(z,y) =99z + 156y
Solucién por solver :
f(o 0) 5 = RL R2 R3 R4 F(x.y) Numero de
£(20,0) = 1980 et S E— B B
£(5,15) = 2835 Méximo _ mom e w
f(0,18) = 2808 e e et e

Se deben comprar 5 gabardinas de paio y 15 -

Establecer objtivo: sesi0 =

de piel con un beneficio maximo de 2835 €. o
2.13. La Rioja
2.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.13.1 Los beneficios de una empresa vienen dados por la funcién f(z,y) =x+y+1
pero esta sujeta a las siguientes restricciones:

dx+y>8; 3xr—2y<12; x+5y<21; >0, y>0.

a) Dibuja en el plano la regién factible que representa estas restricciones.

b) Para qué valores de x e y obtiene la empresa el beneficio méximo.

Solucion:

a) La region factible es:
Az +y>8
3z — 2y < 12
r+5y <21
x>0
y=>0

0(0,0)

A4(2,0)

Los vértices son: A(2,0), y=0 B(4,0)

C(6,3) y D(1,4).

B(4,0),
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2.13.2.

b) f(z,y)=x+y+1

3
=5
10 Méaximo

El beneficio maximo es de 10 y
pararz =6¢ey = 3.

se obtiene =

Solucién por solver :

metros de Solver B3

sestol E3

Cambiando Jas celdas de variables:
SHS4:5HSS =]

Agregar

Cambiar

Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.13.2 Julidn dispone de 10 hectareas de terreno para cultivar dos variedades de uva:
tempranillo y viura. El beneficio que le produce una hectarea de tempranillo es de 2 mil € y la de
viura 3 mil €. Dispone de 180 kg de productos fitosanitarios; una hectiarea de tempranillo precisa
de 10 kg de estos productos y una hectarea de viura 20. Vendimiar una hectérea de tempranillo
le cuesta 20 horas y una de viura 10 horas; dispone de un total de 160 horas de trabajo de
vendimiadores.

a) {Coémo puede distribuir Julidn el cultivo de sus 10 hectéreas respetando sus restricciones?
Dibuja en el plano la regién factible que represente los posibles repartos.

b) Escribe la funcién que representa el beneficio que obtiene Julidn ;Con qué distribucién obtiene
el maximo beneficio? Calcula dicho méaximo.

Solucion:

a) La region factible es:
r+y <10
10z 4+ 20y < 180
20z + 10y <160 =
x>0
y=>0

Los vértices son: 0O(0,0), A(8,0), B(6,4), C(2,8) y

D(0,9).

b) f(z,y) = 20002 + 3000y

z+y<10
x4+ 2y <18
204+ 1y <16
x>0
y=>0

81

Llamamos x : n° de hectdres de tempranillo e y : n® de hectdres de viura.

0(0,0)

y=0 A(8,0)



Solucién por solver :

f(()’ 0) = O 1 5 omeuin (zsnoo . . : . :
f(8, 0) = 16000 i R1 R2 R3 Ra Flxy) Numero de
f(6,4) = 24000 ”" i ; : 0 ;
£(2,8) = 28000 Méximo e
£(0,9) = 27000 i i — AP
11 | Parametros de Solver X

Se deben cultivar 2 hectareas de tempranillo y ‘E e E

8 hectéareas de viura con un beneficio maximo 2| m= ews Own  Ouwwe

de 28000 €. 5 T E

2.14. Madrid

2.14.1. Modelo de 2020

Problema 2.14.1 Un agricultor dispone de 5 hectareas, como méaximo, de terreno para dedicar
a la plantacién de trigo y cebada. Cada hectarea dedicada al trigo le supone un beneficio de 200
€, mientras que cada hectarea dedicada a la cebada le supone un beneficio de 60 €. Entre ambos
cultivos es obligatorio plantar como minimo una hectéarea, y la normativa autonémica le obliga a
que el cultivo de trigo ocupe como mucho una hectarea mas que el de cebada. Represente la regién
factible, determine las hectareas que deberia dedicar a cada cultivo para maximizar sus beneficios
y obtenga el valor del beneficio méaximo.

Solucién:
Sea z : n2 de Ha de trigo e y : n2 de Ha de cebada.

La regién factible es:
r+y<d
r+y>1
r—y<1
z,y >0

Los vértices a estudiar serdn: A(1,0), B(3,2), C(0,5) y )
D(O’ 1) z Objetivo 720
La funcién objetivo es f(z,y) = 200z + 60y = <o O o —
£(1,0) = 200 T TR
;Eg: ;; _ ;(2)8 = El miximo beneficio serd de 720 € e L —.— <
f£(0,1) =60 s e =
que se obtiene plantando 3 Ha de trigo y 2 Ha de cebada.
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2.14.2.

Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.14.2 La region del plano S estd definida por las siguientes expresiones:
123, 0<y<15, y—5+5 20, y—r<10, y+20>2

a) Determine las coordenadas de sus vértices y represente en el plano la regién S.

b) Obtenga el valor maximo y el valor minimo de la funcién f(x,y)
indicando los puntos en los cuales se alcanzan estos valores.

T+ yen

esta region,

Solucion:

a) La region factible S es:

x>3 x2>3 , P /
O=y=<15 O<y=<15 o A /
y—-5+35>20 = ¢ z+2y>10 sl o2y
y—ax <10 rz—y>—10 rd /
y+20 > 2x 20 —y < 20 S - Jrrn
L 7 35 e
Los vértices son: A |3, ) B(10,0), C = 15, s /
D(5,15) y E(3,13). — e

b) La funcién objetivo f(z,y) = x + y sobre los vértices da los siguientes resultados:

f (3, g) = 6,5 <= Minimo
£(10,0) =10

f <%, 15) = 32,5 <= Maéximo
f(5,15) =20

f(3,13) =16

35
El méaximo se encuentra en el punto C (5, 15) con un valor de 32,5 y el minimo en el punto

A (3, ;) con un valor de 6,5.

Solucién por solver :

Flxy) 7 R1 R2 R3 R4

Parsmetros de Solver x

o Agregar 23 Agregar
s
s Sombiar Combir

|sHss <= 15
SHSS o0



2.14.3. Convocatoria junio de 2020 (coincidente)
Problema 2.14.3 (2 puntos) Considere la regién del plano S definida por
r—y>0, y+2r <8 0<y<2
a) Represente la regién S y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) Obtenga el valor mdximo y el valor minimo de la funcién f(z,y) = 4z — y en la regién S,
indicando los puntos en los cuales se alcanzan dichos valores.

Solucién:

a) La region factible:

x—y>0
r—y >0
< e
yt2w<s —{ wFyss 2
0<y<?2 y=0
-0 y<2

“log,0 y=0 N

Los vértices a estudiar seran: O(0,0),
A(4,0), B(3,2) y C(2,2)
=4x

b) f(z,y yenS:

It
/

(0,0)
(4,0)
f(3,2)
f(2,2)

minimo serd de 0 y se alcanza en el punto O(0, 0).

OJ»-J;OV
I
>—~>—lO|

= El valor méximo serd de 16 y se alcanza en el punto A(4,0) y el valor

Solucién por solver :

o . |
[ Parametros de Solver x 1l rare T S——_——

2.14.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.14.4 Un vivero elabora dos tipos de sustratos. Para elaborar 1 m?3 del tipo A necesita
60 kg de tierra vegetal y 30 horas de trabajo. Para elaborar 1 m? del tipo B necesita 50 kg de
tierra vegetal y 50 horas de trabajo. El vivero dispone como maximo de 21000 kg de tierra vegetal
y 15000 horas de trabajo. Ademsds, la cantidad de metros cibicos que elabora de tipo A debe ser
como mucho cinco veces la cantidad de tipo B. Por la venta de cada metro ctbico de tipo A obtiene
un beneficio de 50 € y 60 € por cada metro cibico de tipo B.

a) Represente la regién del plano determinada por las restricciones anteriores y determine las
coordenadas de sus vértices.
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b) Determine cudntos metros cibicos de cada tipo deben elaborarse para, respetando las res-

tricciones anteriores, maximizar el beneficio. Obtenga el valor del beneficio maximo.

Solucion:

Sea x nimero de m? de tipo A e y nimero de m? de tipo B.

a) Podemos construir la siguiente tabla:

tierra vegetal | horas de trabajo
A 60 30
B 50 50
Totales < 21000 < 15000
La region factible sera:
60z + 50y < 21000 6x + 5y < 2100 e \\\
30z 4 50y < 15000 . 3z + 5y < 1500 B <
x < 5y z—5y <0 . - ger
2,y >0 2,y >0 -
. ,//Amaﬂaw
Los vértices a estudiar seran: O(0,0), A(300,60), B(200, 180) —au s o . B e

v C(0,300)

b) f(z,y) = 50z + 60y en S:

Solucién por solver :

) bjetivo 00
3 RL R2 R3 Re Fxy) Numero de

(0,
f(300 60) = 18600 e CR I ° -
(200, 180) = 20800 — Maximo —~ CLPemet oL L,
f(O 300) = 18000 gcy S — — R
ficio méaximo serd de 20800 € y se alcanza con 200 :
m? de A y 180 m? de B.

2.15. Murcia

2.15.1. Modelo de 2020

Problema 2.15.1 En un obrador se elaboran dos tipos de dulces distintos: A y B, siendo sus
precios unitarios de 15 € y 12 €, respectivamente. Para elaborar un dulce del tipo A se necesitan
% kilo de azicar y 8 huevos, mientras que para los del tipo B se requieren 1 kilo de azicar y 6
huevos. En el obrador solo tienen 10 kilos de azicar y 120 huevos. ; Cuantos dulce deben elaborar
de cada tipo para que el ingreso obtenido sea méximo? Razone la respuesta.

Solucién:
Llamamos z : n° de dulces de A e y : n° de dulces de B.

85



Azucar | Huevos | Venta
A 0,5 8 15
B 1 6 12
<10 <120
La regién factible es:
S ewio \\\4x+5y760
0,52 +y <10 x4+ 2y <20 . W
8x + 6y § 120 — 433 + 3y S 60 ) \\gii?o \\\
x>0 x>0 \\i\
> O > O \\3\(12,4)
Y=z Y=z \\?\
Los vértices son: A(15,0), B(12,4) y C(0, 10). A
10(0,0) A(IS;) \\
f(z,y) = 15z + 12y
Solucién por solver :
< E—— g . . ¢
f(15,0) =225 i —
f(12,4) = 228 Maximo - EE— =
£(0,10) =120 e T

Se deben fabricar 12 dulces A y 4 dulces B con un precio =
maximo de 228 €. 5

2.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.15.2 La repoblacién forestal de un bosque quemado en un gran incendio se va a
llevar a cabo por dos empresa diferentes de jardineria. Hay que repoblar con pinos, eucaliptos y
chopos. La primera empresa es capaz de plantar, en una semana, 30 pinos, 20 eucaliptos y 20
chopos. La segunda empresa planta 20 pinos, 30 eucaliptos y 20 chopos. El coste semanal se estima
en 33.000 € para la primera empresa de jardineria y de 35.000 € para la segunda. Se necesita
plantar un minimo de 60 pinos, 120 eucaliptos y 100 chopos. ;Cuantas semanas deberd trabajar
cada grupo para finalizar el proyecto con el minimo coste?

Solucién:
Llamamos z : n° de semanas de la empresa 1 e y : n° de de semanas de la empresa 2.

Pinos | Eucaliptus | Chopos | Coste
empresa 1 30 20 20 33000
empresa 2 | 20 30 20 35000
> 60 > 120 > 100

La regién factible es:
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>
30z + 20y > 60 3z+2y =6

>
202 + 30y > 120 i”f 35 . 12
20z + 20y > 100z > 0 m>%—
- >
y=20 y>0

Los vértices son: A(6,0), B(3,2) y C(0,5).

f(x,y) = 33000z + 35000y
Solucién por solver :

£(6,0) = 198000 e e s )
£(3,2) = 169000, Minimo i e :
£(0,5) = 175000 i: ——

fffffffff

La empresa 1 debe de trabajar 3 semanas y 2 la empresa 2
con un coste minimo de 169000 €. ]

2.15.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 2.15.3 Sea S la regién del plano definida por las inecuaciones.
S={(z,y) eR?/y>22—-4, y<az—1,2y>x, >0, y>0}
a) Representar la regién S y obtener sus vértices.

b) Maximizar la funcién f(x,y) = = — 3y en S indicando los puntos de S donde se alcanza el
maximo.

¢) Minimizar la funcién f(z,y) =  — 3y en S indicando los puntos de S donde se alcanza el
minimo.

Solucion:

a) La region factible es:

y>2r—4 20 —y <4
y<z-—1 r—y>1
2y > - -2y <0
x>0 x>0 =
y=>0 y>0 Ll
Los vértices son: A(2,1), B (%, %) y C(3,2). o0
fl@,y) =z =3y
f(2,1) = =1 Méximo
8 4 4
F(33)=-3
£(3,2) = —3 Minimo

b) El valor maximo se alcanza en el punto A(2,1) y vale -1.
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c¢) El valor minimo se alcanza en el punto C(3,2) y vale -3.

Solucién por solver :

O yalor de:

Agregar Agregar

Combiar Cambiar

2.16. Navarra

2.16.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.16.1 Una empresa fabrica dos tipos de biocombustibles a partir de aceites vegetales
(T'1 y T2) y vende cada tonelada de biocombustible a un precio de 2000 € y 1800 €, respectiva-
mente. Cada tonelada de biocombustible T'1 requiere 3 horas de proceso en la linea de produccién
y 2 unidades de materia prima. Cada tonelada de biocombustible T2 requiere 1 hora de proceso
en la linea de produccién y 4 unidades de materia prima. Cada semana la empresa dispone de 195
unidades de materia prima y de 90 horas de tiempo de proceso en la linea de produccién. Determine
cuantas toneladas de cada tipo de biocombustible se debera fabricar semanalmente para maximizar
el precio total de venta, sabiendo que ademds se desea fabricar un total de al menos 40 toneladas
de biocombustible.

a) Plantee el problema.
b) Resuélvalo graficamente.

¢) Analice graficamente qué ocurriria si se considerara un objetivo de tipo ecoldgico, y se deseara
minimizar el nivel de contaminacién asociado a este proceso de produccién, sabiendo que
fabricar una tonelada de biocombustible 71 produce 5 unidades de contaminacién y fabricar
una tonelada de biocombustible T2 produce 10 unidades de contaminacion.

Solucién:
Llamamos z : n2 de toneladas de aceite de T'1 e y : n2 de toneladas de aceite de T2.

Horas | Materia prima | Venta
T1 3 2 2000
T2 1 4 1800
<90 <195

a) La region factible es:
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3z +y <90
2¢ + 4y < 195 £l
x+y>40

x>0

y=0 e

3xty=90
xty=40

b) Los vértices son: A(25,15), B (2,8), C (0,12) y D(0,40).

o@,0) ¥=0

¢) f(z,y) = 2000z + 1800y

Solucién por solver :

f(257 15) = 77000 i S < o ¥ o
f 3—5,1 9%1) = 105900 Msximo a &
f(0,432) = 87750

£(0,40) = 72000

eeeee

La produccion seria maxima con 16,5 toneladas de T'1
y 40,5 de T2 con una venta de 105900 €.

.......

d) Ahora la funcién objetivo es f(x,y) = 5z + 10y

£(25,15) = 275 Minimo R I
33 81\ _ s u w = M ) Numerode

f 7’1§) = 487,5 — :

£(0, 1) = 487,5 T S -

f(()’ 4()) =400 i S — — o

La contaminacién es minima cuando se producen 25 to-
neladas de T'1 y 15 de T2, con un valor de 275.

2.16.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.16.2 Una empresa disena y vende dos tipos de telas (71 y T2) con un precio de
venta de 60 €/m? y 100 €/m?, respectivamente. Para cubrir la demanda semanal debe fabricar
un total de al menos 15 m? de telas. Para elaborar un m? de tela T'1 se necesitan 2 horas de
méquina y 6 carretes de hilo. Para elaborar un m? de tela 72 se requieren 4 horas de maquina y 3
carretes de hilo. La disponibilidad semanal de estos dos recursos es de 80 horas de maquina y 150
carretes de hilo. ;Cudntos m? de cada tipo de tela tiene que vender la empresa si busca maximizar
el beneficio semanal, sabiendo que el coste de elaborar un m? de cada tipo de tela es 15 y 10 €,
respectivamente?

a) Plantee el problema.
b) Resuélvalo gréficamente.

c¢) Analice graficamente qué ocurrirfa si se quiere elaborar al menos el triple de m? de tela T'1
que de tela T2.
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Solucién:
Llamamos  : n° de m? de la tela T1 e 3 : n° de m? de la tela T2.

Horas méquina | Carretes hilo | Venta | Coste | Beneficio
T1 2 6 60 15 45
T2 4 3 100 10 90
<80 <150
a) La region factible es:
pw.20
x+y>15 r+y>15
2z + 4y < 80 x4+ 2y <40 T
62 +3y <150 = { 2z +y <50 e
z>0 z>0
C(20,10)

y=0 y=0 -

Los vértices son: A(15,0), B(25,0), C(20,10), D(0,20)

y E(0,15)

£(15,0) = 675
25,0) = 1125

0,20) = 1800
0,15) = 1350

£
£(20,10) = 1800 Maximo
f(
I

La soluciéon no es unica, serd cualquier punto del :[rmsmaw=

b) La funcién objetivo es: f(x,y) = 45z + 90y

segmento que une el punto C(20,10) con el punto -
D(0,20) con maximo beneficio de 1800 €.

Este segmento seria {(x, y)y =

40 — :
u, Vz € [0, 20]}

2

Xiyl3 2xty=50

10(0,0) y=0 A(15,0) B(25,0)

Solucién por solver :

8 c o e E
Objetivo 1800

125 s 1.5 o 1
275 a0 a5 o _sogl

¢) Tenemos que anadir la inecuacién > 3y. Con esta inecuacién tendriamos la siguiente regién

x> 3y r—3y>0
r+y=>15 r+y>15
2z +4y < 80 x4+ 2y < 40
6z + 3y < 150 2x +y < 50 casrso)
factible: x>0 x>0 x=0
y=0 y>0
Ahora IOS Vértices SOI: A(15’ O)’ B(257 0)? ‘0(0,0) y=0 A(15,0) B(25,0)
150 50 45 15
i = = D’ (77 7)
C(? 7)y 14

La funcién objetivo es: f(z,y) = 452 4+ 90y
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Solucién por solver :
f(15,0) = 2100

f(25,0) = 2100 : E— T
150 50 i Y
f (7 7) = 1607, 14 Méximo F B R
45 15)
—,— | =843,75 -
! ( 474 ’

De tela T1 habria que vender 21,43 m? y de la T2 5
habria que vender 7,14 m?, con un beneficio de 1607, 14 4

2.17. Pais Vasco
2.17.1. Modelo de 2020

Problema 2.17.1 Una pastelera fabrica dos tipos de tartas. La tarta de tipo A se elabora con 1
kg. de masa y 1,5 kg. de chocolate, y se vende a 24 €. La de tipo B se vende a 30 € y se elabora
con 1,5 kg. de masa y 1 kg. de chocolate, tal como aparece en la siguiente tabla:

Masa | Chocolate
A| 1kg 1,5kg
B | 1,5kg 1kg

Si la pastelera sélo dispone de 300 kg. de cada ingrediente, jcudntas tartas ha de fabricar de cada
tipo para obtener el maximo ingreso? Calcula el valor de dicho ingreso.

Solucién:
Llamamos x : n2 de tartas tipo A e y : n? de tartas tipo B.

Masa | Chocolate | Beneficio
A 1 1,5 24
B| 1,5 1 30
< 300 < 300
La region factible es:
~_lcr0,200) \\
z+ 1,5y < 300 22 + 3y < 600 o
1,52 +y < 300 3z + 2y < 600 .
x>0 = z >0 - - Wmi
y=0 y=>0 e VY
Los vértices son: A(200,0), B(120,120) y C(0,200). T,
10(0,0) =0 A(Zﬂ(l,ﬂ)*:\

fa,y) = 242 + 30y
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£(200,0) = 4800

£(120,120) = 6480 Méaximo

£(0,200) = 6000

Se deben producir 120 tartas tipo A y 120 de B con un

beneficio maximo de 6480 €.

2.17.2.

Solucién por solver :

A B C

Objetivo | 8280}

Masa Chocolate
1 15
15 1

Masa Chocolate
120 180
180 120
300 300

D E

Beneficio

F G

Numero de
2 120
30 120

Parsmetros de Solver

SCS10 <= 300
$G45=0

s6s5>=0

Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.17.2 Un guia de turismo quiere adquirir tickets de diferentes actividades para sus
clientes. En concreto, quiere comprar al menos 16 tickets para acudir a un museo, 20 para realizar

una visita guiada y 16 para asistir a un espectaculo.

Dos agencias disponen de ofertas para dichos tickets combinados en paquetes:

= La agencia A ofrece paquetes formados por 6 tickets para el museo, 4 para la visita guiada y
4 para el espectdculo, a 210 € cada paquete.

= La agencia B ofrece paquetes formados por 4 tickets para el museo, 6 para la visita guiada

y 4 para el espectaculo, a 230 € cada paquete.

;,Cuantos paquetes debera comprar el guia a cada agencia para que su coste sea minimo? ;A cudnto

asciende dicho coste?

Solucion:

Llamamos z : n° de paquetes de la agencia A e y : n° de paquetes de la agencia B.

Museo | Visita guiada | Espectaculo | Precio
A 6 4 210
B 4 6 230
> 16 >20 > 16
La region factible es:
6x + 4y > 16 3r+2y >8
4z 4 6y > 20 2z 4+ 3y > 10
dr+4y>16 = z+y>4
x>0 x>0
y=>0 y=0
Los vértices son: A(5,0), B(2,2) y C(0,4). owT 0

f(z,y) = 210z + 230y
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Solucién

A B

por solver :

D E F G H
Objetivo 880
£(5,0) = 1050 B T R
. 58 2 3 1] 230 2
f(2,2) =880 Minimo : ———— !
_ sl - ; L—
£(0,4) =920 e - :
Se deben comprar 2 paquetes de la agencia A y 2 de la [ x
B con un coste minimo de 880 €. T || e 3
. Para: O Mix @ Min O valor de:
17 Cambiando las celdas de variables:
it SHS4:5HS5 =
:
;2 ‘ Agreg:

2.17.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.17.3 Determina el valor méximo de la funcién objetivo F'(x,y) = 5z + 4y restringida
por las siguientes condiciones:

20—z >0
y<2r-—3
z+y<9
<4
Solucién:
La regién factible es:
9
20—z >0 rz—2y <0 xyD
y<2r—3 20 —y >3 x=4
2xy=3
r+y<9 z+y <9 y
Tz <4 r <4 _— m{
Los vértices son: A(2,1), B(4,2) y C(4,5). il
0(0,0) y=0
La funcién objetivo es: F(z,y) = bx + 4y
Solucién por solver :
_F‘(27 1) = 14 E 8 R1 1R2 ZRS 1R4 F(x,y) Numero de
F(4,2) =28 R T — : .
F(4,5) =40 Mdaximo glx " 74"2 7:” :M 3Fw o
El méximo se encuentra en el punto C(4,5) con un valor j [« X
de 40 unidades. oo [sed =
16| P © max Omi O valor
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Capitulo 3

Analisis

3.1.

Restimenes tedricos

Tabla de Derivadas

funcién derivada funcién derivada
y=~k y =0 y==x y =1
y = ax™ y = naz" ! y = au™ y = nau" "/
y=uzxwv y =u £ y=uv y = u'v+ ur
u’ u u'v — uv
y=3u Y =— y=- Yy=—s—
nyVur—1 v v
o o’
y=u y/:E y =logau y/:ulna
y=u" y' = u’ (v Inu) +vu’ "t/ y=a" y =da"lna
y=e¥ y =u'et Yy =sinu y =u cosu
Y = cosu y = —u'sinu y = tanu Yy =u'sec’u
Yy = cotu Yy = —u csc®u y=cscu |y = —u' cscucotu
7
U
=secu "= secutanu = arcsinu =
y y y V=
/ u, / U’
= arccosu = = arctanu =—
Y Y =T A2 Y Y Tirw?
Regla de la Cadena | y = f(g(z)) | y' = ¢'(=)f'(9(x))

Representacion grafica de funciones
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Hay que seguir los siguientes pasos:

1° Dominio

Buscar Puntos Singulares

2° Signo

fl@)y>00 f(z) <0

3° Ptos. Corte

Corte con OX : f(z)=0
Corte con OY : z=0

4° Simetria :

Par: f(—z) = f(x) con OY

Impar : f(—z) = —f(x) con O

5° Asintotas :

Verticales : z = p
lim f(z) = +o0
T—>p
Horizontales : y = p
Si 3y = p = No Oblicuas
Oblicuas : y =mz +n
lim 1@
z—00 I
n=tm_(f(z) ~ ma)

m =

6° Monotonia :

Creciente : f'(x) >0 /
Decreciente : f'(x) <0 N\,
Si f'(p) = 0 Punto Critico :
Maximo si f”(p) <0
Minimo si f”(p) > 0
Pto. Inflexién si

f"(p) =0y f"(p) #0

Céncava : f"(x) >0U

Méximo : ™\ Convexa : f”(z) < 0N
. Méaximos y de creciente a decreciente o Si f”(p) = 0 Punto Critico :
. . 8° Curvatura : S
Minimos Minimo : N\ " Pto. Inflexion si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9° Periodo : fla+T) = f(x)
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Tabla de Integrales Inmediatas

Tipo Simple Compuesta
ratl , fa+1
P ial -1 Cdr = a, —
otencial a # /x dx p— /f ,fdx T
; 1
Logaritmica / —dz = In|x| / f?dx =In|f]
x
Exponencial / et dr = e” el flde=ef
z i
Exponencial / a®dr = ~— / af - flde = @
Ina Ina
Seno cosxdr =sinx / f'cos fdr =sin f
Coseno / sinxdr = —cosx / f'-sin fdr = —cos f
Tangente / sec? dx = tanzx / f'-sec? fdx =tan f
/(1+tan2x)dx:tanx /f’-(1+tan2f)dﬂc:tanf
J('/
/ p—p dr =tanzx / cos? ] dxr = tan f
Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdx = —cot f

/(1—1—00‘52 )dxr = —cotx /f’-(1+cot2f)d:c:—cotf

7
/ dx = —cotx /fid = —cot f
sm T

sin“ f

Arco seno dxr = arcsinx dx = arcsin f

T
dxr = arcsin —
a

/ Ners / W
| = | =z
Arco coseno / m dx = arccos / \/7J02
= ==

dxr = arcsin =
a

dx = arccos f

dx = arccos =
a

Arco tangente / T2 5 dr = arctanx / 1 + e dx = arctan f
1
/ ——— dx = arctan ad / dx = arctan i
a? + a2 a a?+ f? a
. Mz + N ; M 75 0
Neperiano — Arcotangente w br e dr =In+arctanz az? + bx + ¢ irreducible

Definicion de Derivada

- flath)— f(z) . flath) — f(a)
A = / =
fl(z) = hhmo W f(a) hhmo W
Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

lin f(z)= lim [(z) = /(o)

r—>

« Si lim f(z) #

lim f(z) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
r—>a~ z—>at
punto)
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» Si lim f(z) = lim f(x)# f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
T—>a~ z—>at

en ese punto)

Derivabilidad
Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a™) = f'(a™).

f'(a”)= lim w7 flat) = lim fla+h) — fla)

h—s 0~ h h—> 0+ h

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un mdximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a,b], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (¢ < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abcisas, es decir, 3¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

¢ € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Calculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /m f(t)dt donde c € [a, ]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)

Teorema de integracién por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b
/ F(@)g(@) de = [f@)g(@)]’ — / f(2)d (@) de

/ udv =uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)
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Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. SI hacemos el cambio de variable ¢t = g(x) se cumple que

b g(b)
) (z)dz = d
/a Fg(@)d () / L

Limites cuando v — 400
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

L= lim @
x—+o00 (x)

= lim P(z) = +oo el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
Tr—>00
mio.

A
= Sin>m=— LzSignO(E) - 00

s Sin<m=— L=0
A

. Sin= =2
in=m=— 5

Si lim P(x)9® =[1°°] = ¢*, donde

r—>00

A= lim Q(z)(P(z) —1)

Tr—>r00

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

0 + !
m L&) _ H 0 {#’O} — 1o LBy L@
e—p g(x) 0 +o0 z—p g(x) =—p g ()
Aproximaciones cuando z — 0
sinx &~ x tanx &~ x e =1+ log(1+2) ~x
p)
a*~1+zxlna | arcsinx =~ x cosa:ml—% arccosmg—:c
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Tabla de Derivadas

funcion derivada funcién derivada
y=k y = y==x y =1
y = az"™ Yy =nax" ! y = au” y' = nau™ 1/
y=uxv y =u £ Y = uv Yy =u'v+ ur
u’ u w'v — uv’
= Yu A — — = ——
Y f Yy " W Yy - Y 02
u’ u
y=Inu y =— y =log, u y =
U i Ina
y=u’ Yy =u’ (v Inu) + vu? y=a" y =ua%lna
y=eY y =u'et Yy =sinu y u’ cosu
Y = cosu y = —u'sinu y = tanu y = u'sec’u
y = cotu y = —u' csc®u y=cscu |y = —u cscucotu
T
u
= secu = secutanu = arcsinu =
y y Y V=
u’ u’
Y = arccosu y = ﬁ y = arctanu y T
Regla de la Cadena y=/f(g(x)) | v =4g'(x)f (g(x))

Representacion grafica de funciones
Hay que seguir los siguientes pasos:

1 Dominio Buscar Puntos Singulares 2 Signo fl@)>00 f(z) <0
Corte con OX : f(x) = . ¢ Par: f(—xz) = f(x) con OY

3 Ptos. Corte Corte con OY : =10 4 Simetria : Impar : f(—z) = —f(x) con O
Verticales : z = p
zh’_n}pf(m) = +00 Creciente : f'(z) >0
Horizontales : y = p Decreciente : f/'(z) <0 N\

h'rril f(z) = Si f'(p) = 0 Punto Critico :
5 Asintotas : A 6 Monotonia : Méximo si f(p) <0

Si 3y = p = No Oblicuas

Oblicuas : y =mz +n
)

im —=

z—00 I

m =

Minimo si f”(p) >0
Pto. Inflexion si

f"(p)=0y f"(p)#0

n= lim (f(z)— mx)
T—>00
Céncava : f"(x) >0U
Méximo : ™\ Convexa : f”(z) < 0N
Maéximos y de creciente a decreciente Si f”(p) = 0 Punto Critico :
. . 8 Curvatura : .
Minimos Minimo : N\ " Pto. Inflexién si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9 Periodo : fla+T)=f(x)

100




Tabla de Integrales Inmediatas

Tipo Simple Compuesta
ratl , fa+1
P ial -1 Cdr = a, —
otencial a # /x dx p— /f ,fdx T
; 1
Logaritmica / —dz = In|x| / f?dx =In|f]
x
Exponencial / et dr = e” el flde=ef
z i
Exponencial / a®dr = ~— / af - flde = @
Ina Ina
Seno cosxdr =sinx / f'cos fdr =sin f
Coseno / sinxdr = —cosx / f'-sin fdr = —cos f
Tangente / sec? dx = tanzx / f'-sec? fdx =tan f
/(1+tan2x)dx:tanx /f’-(1+tan2f)dﬂc:tanf
J('/
/ p—p dr =tanzx / cos? ] dxr = tan f
Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdx = —cot f

/(1—1—00‘52 )dxr = —cotx /f’-(1+cot2f)d:c:—cotf

7
/ dx = —cotx /fid = —cot f
sm T

sin“ f

Arco seno dxr = arcsinx dx = arcsin f

T
dxr = arcsin —
a

/ Ners / W
| = | =z
Arco coseno / m dx = arccos / \/7J02
= ==

dxr = arcsin =
a

dx = arccos f

dx = arccos =
a

Arco tangente / T2 5 dr = arctanx / 1 + e dx = arctan f
1
/ ——— dx = arctan ad / dx = arctan i
a? + a2 a a?+ f? a
. Mz + N ; M 75 0
Neperiano — Arcotangente w br e dr =In+arctanz az? + bx + ¢ irreducible

Definicion de Derivada

- flath)— f(z) . flath) — f(a)
A = / =
fl(z) = hhmo W f(a) hhmo W
Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

lin f(z)= lim [(z) = /(o)

r—>

« Si lim f(z) #

lim f(z) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
r—>a~ z—>at
punto)
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» Si lim f(z) = lim f(x)# f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
T—>a~ z—>at

en ese punto)

Derivabilidad
Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a™) = f'(a™).

f'(a”)= lim w7 flat) = lim fla+h) — fla)

h—s 0~ h h—> 0+ h

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un mdximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a,b], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (¢ < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abscisas, es decir, Jc € [a, ] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

¢ € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Calculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /m f(t)dt donde c € [a, ]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)

Teorema de integracién por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b
/ F(@)g(@) de = [f@)g(@)]’ — / f(2)d (@) de

/ udv =uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)
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Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. SI hacemos el cambio de variable ¢t = g(x) se cumple que

b g(b)
) (z)dz = d
/a Fg(@)d () / L

Limites cuando v — 400
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

L= lim @
x—+o00 (x)

= lim P(z) = +oo el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
Tr—>00
mio.

A
= Sin>m=— LzSignO(E) - 00

s Sin<m=— L=0
A

. Sin= =2
in=m=— 5

Si lim P(x)9® =[1°°] = ¢*, donde

r—>00

A= lim Q(z)(P(z) —1)

Tr—>r00

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

0 + !
m L&) _ H 0 {#’O} — 1o LBy L@
e—p g(x) 0 +o0 z—p g(x) =—p g ()
Aproximaciones cuando z — 0
sinx &~ x tanx &~ x e =1+ log(1+2) ~x
p)
a*~1+zxlna | arcsinx =~ x cosa:ml—% arccosmg—:c
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Problemas

3.2. Andalucia

3.2.1. Modelo de 2020

Problema 3.2.1 Se considera la funcién f(x) = 2% — 9z + 2

a) Obtenga las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica que sean paralelas a la recta
Yy =3z — 3.

b) Estudie la monotonia y la curvatura de la funcién f.

c) Calcule/f(a:) dx.

Solucion:

a) fl(z)=322-9= m=f(a) =3a>-9=3= a=+2= f(2)
vy f(=2)=12= y—12=3(z + 2):

-8 = y+8=3(z—-2)

(-213 /—:\ /

y-12=3(x+2)~ o / N 7

/ \\ /

/(2,88:0)

(,3,11;0/ 0] \ / 7
/ X _y+8=3(x-2)
/ \ 7
/ \, P
/

yz
=128
/ B

/

b) Monotonfa: f/(z) =322 - 9=0= 2 =43

==
+
crece )

(v3,)
+
crece )

(—v3,V3)

decrece \,

La funcién crece en el intervalo (—oo, —\/§) U (\/3, oo) y deceece en el intervalo (—\/g, \/g)

La funcién tiene un méximo en el punto (—v/3,2 + 6v/3) = (—1,73;12,39) y un minimo en
el punto (v/3,2 — 6v/3) = (1,73; —8,39)

Curvatura: f’(r) =6z =0= =0

(700, 0) (Oa OO)
T EI N v
f(z) | convexa N | céncava U

La funcién es convexa en el intervalo (—oo,0) y céncava en el intervalo (0,00). Tiene un

punto de inflexién en el punto (0, 3).
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Mix(-1,73;12,39)

\pro.3)
\ 0,220
L

12,88;0)

1—3,11;0%

|
/
[
/
/

(0,0)

\ /

% /
/.

A

o
Min(1,73;-8,39)

i

3 xt 9a?
c) | fle)yde= [ (x —9x+2)dx:I—7+2x+C
Lo s oz<0
34 — r—1
Problema 3.2.2 Sea la funcién f(z) = { Bra s 1>0

a) Determine el valor del pardmetro a para que f sea continua en todo su dominio. Para ese
valor de a, estudie la derivabilidad de f.

b) Para a = —2, estudie la monotonia y curvatura de la funcién f. ;Tiene algin punto de
inflexién?

Solucion:

a) Continuidad en x = 0:

i = I =-1
A I = I e
T -y 2 _
L S0 = g () =a
Luego a = —1.
1 - -
— <0 =—
f(z) = { (3;1)2 : i >0 = { f]E(()OJz) _ 01 = f no es derivable en z = 0.
Para a = 0 f es continua en R y derivable en R — {0}.
’ /
f
/
/
//
(0.0)
=T
(0-1)
b) Para a = -2 = f(z) = { g1 o w<0 La funcién no es continua en z = 0 hay un
N o la?-2 si o220 N Y

salto y, por tanto, no es derivable en ese punto.
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\ 0.0 (20
(0-1)
x<0

|Min(0,-2)

En la rama x < 0:

Fla) = —ﬁ <0, Vo e (—o,0)

Luego f es decreciente en el intervalo (—oo, 0).

" _ 2
f(z) = m

La funcién es convexa en el intervalo (—oo,0) y no tiene puntos de inflexién
En esta rama habria una asintota horizontal en y = 0 cuando r — —o0.
En la rama z > 0: Empezaria en el punto (0, f(0))

=(0,-2) fl(x)=2c=0= =0y
f'(x) >0 Va € [0,00) = f es creciente en el intervalo [0,00) con un minimo relativo en
(Ov 72)

f"(z)=2>0= f céncava en [0,00) —
en esta rama tampoco habria puntos de inflexion.

3.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.2.3 Se considera la funcién f(z) = az® + bz + 4, con a y b niimeros reales.
a) Determine los valores de a y b para que f tenga un extremo relativo en el punto (2, 36)
b) Para a =4y b = —3, estudie la monotonia de f y determine sus extremos. relativos

c) Paraa =4y b= -3, calcule la funcién F(x) que verifica F'(z) = f(z) y F(2) = 10.
Solucién:

a) f(x)=az®+br+4= f'(x)=3a2>+0b

F2)=0= 12a+b=0

\ Mix(2,36)
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1
b) f(z)=42® -3r+4= f'(2)=122> -3 =0= o =+~

2
1 (x) + — +
f(z) crece decrece *\, | crece

La funcién crece en el intervalo (—oco, —1/2) U (1/2,00) y deceece en el intervalo (—1/2,1/2).
La funcién tiene un méximo en el punto (—1/2,5) y un minimo en el punto (1/2, 3)

Mix(-1/2,5) /
/
" 0
7 ‘ /

/
/ Min(1/2,3)

c) F(:I:):/f(x)da::/(4x3—3x+4)d$:x4—3;2+4sc+C

32
F(2)=16-6+8+C=10— C=—8— F(z) =a* = = +dv -8

Problema 3.2.4 Se pide:

a) Calcule la derivada de las siguientes funciones:

In(z3 -5
Fla) = (5 + 222, g(a) = 25
b) Calcule el drea del recinto acotado por la grafica de h(z) = —2% + 22+ 3 y el eje de abscisas.

Solucién:
a) Derivadas:
& f(z)=(-5+2%)2e% = f'(x) = 2(=5+ 2?)(22)e3® + (=5 + 22)?3e3% =
(=5 + 2?)(22)e* [4z + 3(—=5 + 2?)] = (=5 + 2?)(3a® + 4z — 15)e*” + C

3 _ 32%-5 1 — 2y _9 1 3
- g(z) = In(z ;’m) B2 (1-4a%) — (—22)In(a® - 52) B
1—=x (1 _ 1_2)2
—32* + 822 -5+ 23:(353 — 5z) 111(_1'3 — 52)
(23 — 5x)(1 — x2)?

b) Calculamos los puntos de corte de h con el eje de abscisas: h(z) = —22+22+3=0= x =
—1 y x = 3, que seran los limites de integracién.

3
51:/ (—2% 42z +3) dr = 3
~1
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32
S =19 = 3 = 10,67 u?

(-1,0) (3,0
/ \

3.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

2+ %4 si <0

Problema 3.2.5 Se considera la funcién f(z) = { bt s 2>0

a) Calcule los valores a y b para que la funcién sea continua y derivable en su dominio.

b) Para a =2y b= —2, estudie la monotonfa de la funcién f y calcule sus extremos relativos.
c) Paraaa =2y b= —2, determine las ecuaciones de las asintotas de f, si existen.
Solucién:

a) Continuidad en z = 0:

lim f(z) = lim (2+ = >=2—a

z— 0~ z— 0~ x—1

lim f(z)= lim (a+be®)=a+b

z— 0t z— 0t
2—a=a+b= 2a+b=2

_% i 0 )= —
Derivabilidad en = 0: f'(z) = { @z S r<U { (o) “@ o g =

be® sio x>0 f(0t)y =1
b= a+b=0.
{2(1+b:2 { a=2
a+b=0 b= -2
Paraa =2y b=—-2= f es continua y derivable en R
—

_— 0(0,0) 0
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. . _ o ! —
b) Sia=2yb= 2:>f(m)—{2_2ex s x>0 :>f(x)—{ 227 s z>0

En la rama z < 0 = f'(z) = —ﬁ <0 Vo € (—00,0) = f decrece en el intervalo
(_OO’ 0)
En larama z > 0= f'(z) = —2e” <0 Vz € [0,00) => [ decrece en el intervalo [0, c0)

Luego f decrece en (—o0,0) U [0,00) = R.
Como la funcién es siempre decreciente no tiene extremos.

c¢) Asintotas:
En la rama x < 0:

iz Verticales: no hay, el denominador no se anula para ningtin valor del intervalo (—oo, 0)

1 Horizontales: en y = 2 ya que

2
lim (2+ ):2

T—> —00 x—1
= Oblicuas: no hay por haber horizontales.

En la rama x > 0:

@ Verticales: no hay, el dominio de la exponencial es el intervalo [0, co)

@ Horizontales: no hay

lim (2—-2e")=-
r— +00
@ Oblicuas: y = mz +n
3 (x) , 2 — 2e* —00 3 2¢e*
m= lim “—~*= Ilim :[—]: lim — =00
zT— too T z—>+oo I 00 z— +oo ]
Luego no hay oblicuas.
—_—
T
ey
x<0 00,0\ x>0
\
\
\\
)
A
\
\\
—x+2 si r<2
Problema 3.2.6 Se considera la funcién f(z) ={ —2?+6x—-8 si 2<x<4
z=3

si T >4

T

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f en su dominio.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f.

c¢) Calcule /3 f(z)dz.
2
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Solucion:

a) Las tres ramas son continuas y derivables, estudiamos en x =2 y en z = 4.
Analizamos la continuidad de la funcién en estos puntos:
@ Continuidad en x = 2

lim f(z)= lm (—z+2)=0

T— 27 r— 27

, o , 2 . o
lim f(z) = hm+( 2% 462 —8) =0

z— 2t z—> 2
f(2)=0
Luego f es continua en z = 2.

@ Continuidad en x = 4

lim f(z) = lim (—2®+6z—8)=0

r—> 4= r—> 4=
z—3 1
I = (222 =

Luego f no es continua en z = 4 donde hay un salto.

@ En conclusién f es continua en R — {4}

Estudiamos la derivabilidad de f en z = 2. (En 2 = 4 no es continua y, por tanto no es
derivable)

—1 si x§2 ooy

flay=4{ —2246 si 2<2<4 = { ff§?2+))f_21
3 ; -
227 s x >4

Luego f no es derivable en © = 2 = f es derivable en R — {2,4}
N

0(0,0)) x<2 (2,0 2<x<d 4,0 x>4

b) Hacemos —2x + 6 = 0 = z = 3 y tendremos:

(_0072) (273) (374) (4700)
- + = +
f(z) | decrece | crece | decrece \, | crece N

La funcién decrece en el intervalo (—oo,2) U (3,4) y ceece en el intervalo (2,3) U (4, 00).

3 3 23 3 9
c)/ f(a:)dx:/ (—2® 462 —8)dr = - + 322 —8z| ==
2 2 3 2 3
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3.3. Aragén

3.3.1. Modelo de 2020

Problema 3.3.1 El precio (en euros) de una accién de una compaiiia entre las nueve y las diez
de la manana ha venido dado por la siguiente expresion

2z — 8
Plz)=12—- —/———
() 22 +4x+4
donde z € [0, 60] es el tiempo en minutos desde las nueve de la manana. Calcular:
a) El precio de la accién a las nueve y media.

b) Entre las nueve y las diez de la mafana, jdurante cudnto tiempo la accién ha tenido un
precio mayor que 12 euros?

¢) El méximo y minimo precio que ha alcanzado la accién entre las nueve y las diez de la

manana.
Solucién:
3059
P = —— =11,9492
a) P(30) = S ,949
2(z — 10)
b) P’ =— =0 = 10.
) P'(z) CEDE = x
[0,10) | (10,60]
P'(x) - +
P(z) | decrece N | crece
20 — 8
P(x)=12 12— ——— =12 — 4.
(2) = P = x

Tenemos que cuando x = 0 = P(0) = 14 y la funcién decrece hasta z = 4 donde la funcién
vale P(4) = 12 y sigue decreciendo hasta = 10 donde valor es 11,9167, luego el valor es
superior a 12 en el intervalo [0, 4).

Por otra parte la funcién empieza a crecer a partir de z = 10 y tenemos que P(60) = 11,97,
es decir, la funcién no llega a superar 12 en ningtin punto del intervalo (10, 60].

En conclusién el intervalo pedido serd [0,4).

¢) El valor maximo se dard en el momento de partida (0, 14) y el minimo en el punto (10; 11, 9167).

Problema 3.3.2 Se pide:

a) Dada la funcién f(z) = az® + bz? + 32 — 6, con = € R, encontrar, si existen, a y b tales que
f tenga un maximo relativo en z = —2 con valor f(—2) = —6.

b) Calcular:

1
5x 2
— _3geM® > dx
/0 (\/ 8r2 +1
Solucion:
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a) f(z) =az®+b2? +3z -6y f'(z) = 3ax® + 2bx + 3

{f’(—Q)zO:> 120 —4b+3 =0 :>{a:3/4
f(=2) = —6= —8a+4b—6=0 b=

flx) = %a:3—|—3x2—|—3x—6

Comprobamos que en x = —2 hay un méaximo:
1 3 9 1" !
f(x) :6ax—|—2b=6ix—|—6= 5:0—1—67 f'(-2)=-94+6=-3<0y f(-2)=0
= r = —2 es un maximo
b)
t = 8z
/ dt—16xdac = 5—Jc-ﬂzi/t_lﬂdt:
8x2 dr — Vt 16z 16
- 161
t1/2 5v/822 + 1
—+C=——+C
6 /2 8 +
tf — 42
3 3 3
/ 3ze 4" dy = = —Sxdm - _7/ eldt = —Sel +C = —Ze %" +C
_ 8z 8 8 8
- —S.L

1
5 5v8z2+1 3 1
/ (730 - 3:1:6_4“2) dzx = over+ 1 Foe | = —(7+3e7%) =0,88
0o \W8z2+1 8 8 8

3.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.3.3 Se pide:
a) Calcular la derivada de f(z) = 3" =57

3r+ 2
b) Calcular: lim ———
) z— +00 /1622 + 5

2 1
Calcular: <3 2 - 7> d
c¢) Calcular /0 x VoS x
Solucidn:
a) f(x) =€ 70 — f/(a) = (6 — 5)e?
3r+2 [oo] ; 3z , 3z 3
= lim —=-

b) lfm —otZ _[X]_
P Wyl e

= 1
L—l>n—}-oo ,/16:172 z—> +oo 4 4

2 1 Viz+1]® 1 1
C)/ (31‘2—7>dx:x3_x7+ :73_(_7>:7
o VAz +1 2 . 2 2
1 t=4x +1 1 1 1
Nota: | —dx = | dt=4dx :/—dt 7/—dt ﬁ?m
/\/m dp — 4t 4/t 2/t 2
4
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Problema 3.3.4 El coste unitario de fabricacién de un producto (en euros) depende del tamano
de la produccién a través de la siguiente féormula:

C(z) = Tlo(xZ — 162 + 100)

Donde x € [2,15] es el tamano de la produccién (en miles de unidades) y C' es el coste unitario (en
euros). Calcular:

a) Si se producen 5000 unidades, jcudnto vale el coste unitario?

b) ;jPara qué valores del tamafio de la produccién x € [2,15] el coste unitario es inferior a 4
euros?

c¢) (Para qué tamano de la produccién x € [2,15] se alcanza el coste unitario minimo? ;Y el
maximo? ;Cudnto valen estos costes?

Solucion:

) 0(5):g=4,5€

1
b) ﬁ(352' — 162 +100) < 4 = 2% — 162 + 60 < 0 = z € (6, 10), es decir entre 6000 y 10000

unidades.

Nota: 22 — 162 +60=0= 2 =6y z = 10

(2,6) | (6,10) | (10,12]
T — T = (6,10)
c) C'(x) = x;S =0= =8y
(2,8) (8,12]
C'(x) - +
C(z) | decrece N\, | crece

La funcién decrece en el intervalo [2,8) y crece en (8,12] con un minimo local en (8,18/5).
Como C(2) =7,2 y C(15) = 8,5 la funcién presenta un maximo en el punto (15,17/2).

El minimo se alcanza con una produccién de 8000 unidades a un precio de 1—;’ =3,6€yel
méximo cuando se producen 15000 unidades a un precio de 1—27 =8,5 €

y
/Mix(15172)
23605 /
( ) \ p P
=2 A 15
/
S - y=4
Min(8,18/5)

0(0,0) 2%e<I5
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3.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 3.3.5 Dada la funcion:

22 — 4z +12
flz) = T a-1
a) Dominio de f.

b) ;Para qué valores de = se cumple f(z) < 07

c) Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

d) Méximos y minimos relativos de f.

Solucion:

2) Dom(f) = & - {1}

2 4z 412
lﬁf@)<01¢§—gé%i—

Nota: 22 — 42 +12>0 Ve cRyz - 1=0= 2 =1

<0= z € (—00,1)

(—00,1) | (1,00)

— = x € (—o0,1)

c) Asintotas:

= Verticales: en x = 1

24 12
i s :[Oi_]:—oo
z—> 1~ r—1
, 22 —dx +12 0
i TR ]
= Horizontales: No hay
, 2?2 —dx +12
lim ——mMmMm——— =
T —> 00 rz—1
= Oblicuas:y = mx +n
. f(=x) . x?—dx+12
m= lim —= llm ———— =
r—>o00 I r—> 00 T4 —
2 _dx+12
n= lim (f(z)—mz)= lim <w—x>: l{m
T— 00 z— 00 rx—1

y=z—3

22 —2r -8

(7007*2) (*234) (4700)
f'(@) + - +
f(z) | crece A | decrece | crece N
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La funcién f crece en el intervalo (—oo, —2) U (4, 00).
La funcién f decrece en el intervalo (—2,1) U (1,4) (Hay que quitar = 1 en el intervalo
(-2,4) por no estar en el dominio)

La funcién f tiene un méximo en el punto (-2, —8).

La funcién f tiene un minimo en el punto (4,4).

Problema 3.3.6 Dada la funcién, definida para x € R,

3 .
T+1 S1 r<—1

fl)={ 23 —42?2+2x—-10 si —-1<x<4

Vdx? —Tx — 2z si x>4
a) Estudiar la continuidad de f.
b) Calcular: lim f(x)
Tr—> 00

2
c) Calcular:/ f(z)dzx.
1

Solucion:

a) Las tres ramas son continuas, estudiamos en x = —1 y en z = 4.
Analizamos la continuidad de la funcién en estos puntos:

@ Continuidad en z = —1

lim f(z)= lim 5 _ {i} = -0

rx— —1— rx— —1— (E+1 07
lim r)= lim (2% —42% + 22 —10) = 17
z— —11 f( ) z— —11 ( * )
Luego f es no continua en x = —1, hay un salto. La discontinuidad en ese punto no es

evitable.

@ Continuidad en x = 4

lim  f(z)= lim (2®—42” + 22— 10) = -2

T—> 4~ T—> 4~
lim f(z)= lm (\/ 422 — Tx — 2m) =-2
r—> 4+ r—> 4+
f(4) = -2

Luego f es continua en x = 4.
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b) xgnoo f(z) = xgnoo(\/llﬂ —Tr —2x) = [oo — 0] =
(VAz? — Tx — 2z)(V4z? — Tz + 2z) ) 4a? — Tx — 42

lim = im — =
— 00 VAaz? —Tx + 2z z—r 00 \/4z2 — Tz + 21

y —Tx [oo} i —Tx i —Tx

m —  —|=|= fm — = l{m — =_—
z— 00 \/4x? — Tx + 2x 00 z— oo \/4g2 + 2y w— oo 4dx 4

2 2 4 3 2

4 151
¢) / f(:v)dx:/ (28 — 422 + 22 — 10)de = — — — 4+ 2% — 10z| = ——o = —12,583
1 1 4 3 1
x=4
x=-1|
-Isx<d x>4

x<-1

3.4. Asturias
3.4.1. Modelo de 2020

Problema 3.4.1 A la hora de estudiar la relacién entre el beneficio de una empresa y el producto
vendido, se representa por f(x) el beneficio mensual, en miles de euros, si se han vendido x toneladas
de producto ese mes. Si un mes se venden como mucho 10 toneladas de producto, el beneficio
mensual se puede considerar que es de 10x — % + 1800 miles de euros. Si se venden mas de 10
toneladas, el beneficio mensual se considera que es constante e igual a 1805000 euros.

a) Obtén la expresién de dicha funcién f para cualquier valor positivo .

b) ;Es el beneficio una funcién continua de la cantidad de producto vendido?

c) Estudia y representa graficamente la funcién f.
)

d) ;Cudl es el beneficio mensual minimo? ;Puede llegar algiin mes a tener unos beneficios de

1900 miles de euros? ;y de 1815 miles de euros?
Solucién:

102 — 222 11800 si 0 < < 10
P 4 -
2) b(z) { 1805 si x>10

b) Hay que estudiar la continuidad en x = 10

, , 5a?
lim b(z) = lim 10z — Ve + 1800 | = 1775

rz—> 10— r—> 10—

lim f(x) = lim (1805000) = 1805

z—> 10+ r— 10
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Luego f no es continua en x = 10, hay un salto. La discontinuidad en ese punto no es evitable.
La funcién f es continua en el intervalo (0,10) U (10, c0)

c¢) El Dom(b) = (0,00). Si = 0 = (0, 1800) punto de corte con el eje de ordenadas y no corta
al eje de abscisas.
T <
b,(x):{lo > st 0<2<10

_ bz _ _
0 G ao10 = 0-F=0= =4

(0,4) (4,10]
bz) |+ -
b(z) | crece | decrece \,

La funcién crece en el intervalo (0,4) y decrece en el (4,10] a partir de z = 10 la funcién es
constante. Luego hay un méximo local en el punto (4,1820)

Y| Max(4,1820)
|

x=10

0<x<10 x=>10

d) El beneficio minimo estarfa en b(0) = 1800 o en b(10) = 1775 luego el beneficio minimo se
produce cuando se venden exactamente 10 Tm por 1775000€. El valor méximo se obtiene
cuando se venden 4 Tm por 1820000€ y, por tanto nunca se llega a unos beneficios de
1900000€, pero si a unos beneficios de 1815000€.

9 18
Problema 3.4.2 Dada la funcién f(r) = — — — — 1, se pide:
xr oz

a) Encontrar la primitiva F' de f verificando que F(1) = 20.

b) Estudiar y representar graficamente la funcién f en todo su dominio. Calcular el drea limitada
por la curvayeleje X entrex =1y x = 12.

Solucién:
1 1
a) F(m)z/(g——i—l)zwnx—m—i——g—l—c
r oz x
1
Fl)=1T+C=20— C=3= F(:v)=9lnx—a:+—8+3
x
—2% 49z — 18
b) fla)= LA
I. Dom(f) =R — {0}

11. Puntos de corte con OY: no hay
Puntos de corte con OX : —z? + 9z — 18 = 0 = (3,0) y (6,0)
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1. Signo:

(—00,3) (376) (6700)
@l - [+ [ -
1v. Simetria: No hay
V. Asintotas:
# Verticales: z =0
. —z?+9z—18 18
xln%)* x2 - [ ot ] N
, —z% 4+ 9z — 18 18
B B i
# Horizontales: y = —1
2
) 1
g 29218 _
r—> 00 T
#y Oblicuas: No hay por haber horizontales
9(4 —
VI. Monotonfa: f/(z) = (73@ =0= z=4
x
(_0070) (074) (45 OO)
@ - ¥ -
f(x) | decrece \ | crece | decrece \
La funcién crece en el intervalo: (0,4).
La funcién decrece en el intervalo: (—oo,0) U (4, 00).
1
La funcién tiene un maximo en el punto | 4, g) .
18(x — 6
viL. Curvatura: f"(z) = # =0= =6
x
(—00,6) (6,00)
[ (x) + -
f(z) | convexa N | céncava U
La funcién convexa en el intervalo: (—oo,0) U (0, 6).
La funcién céncava en el intervalo: (6, 00).
La funcién tiene un punto de inflexién en (6,0).
vIIl. Representacion grafica:
Ayl'xf-l,l/-l) PI60) .
0(0,0) K
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1X. La funcién corta al eje OX en z = 3 y en £ = 6 ambos puntos dentro del intervalo de
integracién [1,12], luego tendremos tres dreas Sy entre 1y 3, So entre 3 y 6 y S3 entre
6y 12.
9 18 18

F(x):/ <E—?—1> dm:91n|:r|—w—|—;

3
51:/ f@)de =F(3)— F(1) =9In3 — 14 ~ —4,112
1
6
52:/ f@)dz = F(6) — F(3) = 9In2 — 6 = 0,238
3
12

1
Sy = f(x)dsc:F(12)—F(3):91112—?5:—1,262
6

31
S = |S1| + |Sa| + |S3| = & — 935,612 u?

v
Mix(414)  pre )

3.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.4.3 Dada la funcién f(z) = %H, se pide:

a) Encontrar el valor de a que verifica que F'(0) = 0 y F(1) = 10In(2), donde F' denota una

primitiva de f.

b) Suponiendo que a = 10, estudiar y representar graficamente la funcién f en todo su dominio
y calcular el 4rea limitada por la curva y el eje X entre z = -3 y x = —2.

Solucion:

a

a) F(a:)z/f(x)dx:/x_’_lda::aln(x—l—l)—FC
F0O)=C=0y F(1)=aln2=10In2 = a = 10. Luego F(z) = 101ln(x + 1)
10
z+1
1. Dom(f) =R —{-1}

2. Puntos de corte con OY: hacemos x = 0 = (0, 10)
Puntos de corte con OX: no hay

b) Tenemos f(x) =

3. Signo:

f(z) - +




4. Simetria: No hay
5. Asintotas:

#v Verticales: © = —1
10
1, = —_ = —
e T+ 1 [ 0% ] N

, —22 492 — 18 10
i, R S =oo
# Horizontales: y = 0
10
lim =0

# QOblicuas: No hay por haber horizontales

1
6. Monotonfa: f'(z) = —ﬁ # 0 = No hay extremos. Como f'(z) < 0 Vz €Dom(f)
x
la funcién es siempre decreciente en R — {—1}
2
7. Curvatura: f”(x) = ﬁ # 0 = no hay puntos de inflexién.

(700771) (71,00)
[ (=) - +

f(z) | céncava — | convexa —~

La funcién es céncava en el intervalo: (—oo, —1).
La funcién es convexa en el intervalo: (—1,00).

8. Representacién grafica:

o ~_ |w10

T 0(0,0)

9.
10
F(x) :/ er1dnc: 10In |z + 1
-2
Sy = f(x)de = F(~2) — F(—3) = 10ln1 — 10In2 = —10In2 ~ —6,9315
-3

S =S| =10In2 ~ 6,9315 u?
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Problema 3.4.4 A la hora de estudiar la relacién entre el beneficio mensual de una empresa y
cantidad de producto fabricado, se representa por f(x) el beneficio mensual, en millones de euros,
si se han fabricado x toneladas de producto ese mes. Si en un mes se fabrican como mucho 100

1
toneladas de producto, el beneficio mensual se puede considerar que es —(—xQ + 100z — 1600)

millones de euros, mientras que si se fabrican mas de 100 toneladas de producto, el beneficio viene

120
dado por 1 — -

a) Obtén la expresién de la funcién f. Estudia y representa gréficamente la funcién f en el
intervalo [0, 00).

b) ;Qué cantidad debe fabricar para maximizar el beneficio? ;A cuanto asciende dicho beneficio?
;, Qué cantidad hay que fabricar para que el beneficio sea positivo?

Solucion:
o5 (—2% + 100z — 1600) si 0 <z < 100
a) La funcién beneficio f(z) = - 120 . o
x

Seguimos los siguientes pasos:
@ Dominio: Dom(f) = (0, 00)
@ Continuidad: las dos ramas son continuas, estudiamos en x=100

1
lim  f(z)= lim ﬁ(—:c2 + 100z — 1600) = —16

r—> 100~ r—> 10—
lim f(z) = lm (1 — —) =—0,2
z— 101 z—> 10+ x
Luego f no es continua en x = 100, hay un salto. La discontinuidad en ese punto no es
evitable.
—22 4100z —
Con el gje de

@ Larama 0 < x < 100 tiene dos puntos de corte con el eje de abscisas:
1600) = 0 = x = 20 y = = 60, es decir, los puntos (20,0) y (60,
ordenadas tiene (0, f(0)) = (0, —16).

12
La rama 2 > 100 tiene un punto de corte con el eje de abscisas 1 —— = 0 = z = 120,

105
0).

x
es decir, el punto (120, 0) y no tendrfa corte con el eje de ordenadas.

@& Asintotas:
En la rama 0 < = < 100 no hay asintotas por tratarse de un polinomio.
En la rama x > 100 no hay verticales por ser x > 0, hay una horizontal en y = 1:

lim (1—@): lim (”3_120>=1
Tr— 00 X xTr—> 00 X
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No habria oblicuas al haber horizontales.

o5 (=22 +100) si 0 <z <100
@ Monotonfa: f'(x) = 120 ) > 100
3 S1 X

T
Enlarama0<z <100 —= —2x+100=0—=— z =50

0,50) | (50, 100]
f'(x) + -
f(x) | crece M| decrece \

La funcién crece en el intervalo (0,50) y decrece en (50,100] con un méximo local en
(50,9)
En la rama z > 100 es f'(z) > 0 Va € (100,00) = f es creciente en toda la rama.

@ La rama 0 < 2 < 100 tenemos (0, f(0)) = (0, —16) y (100, £(1007)) = (100; —16). Y en
la rama x > 100 tenemos (100; f(100%)) = (100; -0, 2)

@ Representacion grafica:

Mix(50,9)

A

N 1120,0)
00,00 (20,0 (ﬁﬂ,ﬁ\ (100;-0,2)

/ |

(0-16) \(100,-16)

b) Por los datos obtenidos en el apartado anterior hay que fabricar 50 Tm para obtener el
maximo beneficio de 9000000€.
El beneficio sera positivo siempre que fabrique entre 20 y 60 Tm.

3.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.4.5 Segun una compania telefénica, el coste de la transferencia de datos se descom-
pone en dos conceptos: un coste fijo de 25 céntimos de euro por transferencia realizada més un
coste variable en funcién de los gigabytes transferidos. El coste variable asociado a los 2 primeros
gigabytes en gratis, pero a partir de 2 gigabytes, pasa a tarifar los gigabytes restantes a 10 céntimos
de euro por gigabyte.

a) Si f(z) representa el coste total en céntimos de euro de una transferencia en funcién de la
cantidad de gigabytes transferidos en la misma (x), obtén la expresién de dicha funcién f
para cualquier valor positivo z. jEs el coste una funcién continua de la cantidad transferida?

b) Estudia y representa graficamente la funcién f en el intervalo (0, 00). Si el coste total de una
transferencia ha sido de 2,25 euros, jcuantos gigabytes se han transferido? ;Cual es el coste
minimo de una transferencia cualquiera? ;Y el coste maximo?

Solucién:

25 si 0<ax<2

a) La funcién coste f(x) = { WA —2) si  a>2

f()*{ 25 si 0<ax<2
=V 100+5 si 2>2
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Estudiamos su continuidad en z = 2, ya que las ramas son continuas:

lim f(z)= lim 25=25

r— 27 r— 27

lim f(z)= lim (10z+5)=25

r—> 2t r—> 2t
72) =25

Luego f es continua en z = 2 = f es continua en R.

b) las ramas son dos rectas:

47

e

(0,25) (2,25

0(0,0)

Si el coste de la trasferencia ha sido 225 céntimos f(z) = 10z +5 = 225 = x = 22 gigabyte.
El coste minimo es de 25 céntimos y no hay coste maximo.

Problema 3.4.6 Dada la funcién f(z) = — 2, se pide:

rz+1
a) Encontrar la primitiva F' de f verificando que F'(0) = 2.

b) Estudiar y representar graficamente la funcién f en el intervalo [0,00). Calcular el drea
limitada por la curva f y el eje X entre x =0y x = 3.

Solucion:

a) F(ac):/ (:E—?—l —2> =6lnjz+1—-2z+C
F0O)=C=2= F(z)=6ln|z+1] —2z+2
6 -2 4
IR
I. Dom(f) = [0, c0)

1. Puntos de corte con OY: hacemos x = 0 = (0,4)
Puntos de corte con OX : —2x +4 =0 = (2,0)

[0,2) | (2,00)
fl@) | + -

1v. Simetria: No hay

1. Signo:

v. Asintotas:

» Verticales: z = —1 ¢ [0,00) = No hay

-2 4
= Horizontales: y = —2 ya que lim —Lrtd = -9
z—ro00 x+1

= Oblicuas: No hay por haber horizontales
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6

VI. Monotonfa: f/'(z) = REEE # 0 = No hay extremos. Como f'(z) < 0 V& €
x
[0,00) = f es decreciente en todo el dominio.
12
viL. Curvatura: f”(x) = TP # 0 = No hay puntos de inflexién y f(x) > 0 en todo
x

el dominio, por lo que es siempre convexa —.

vIIl. Representaciéon grafica:

(0.4)

(29

0(0,0)

1
N

La funcién corta al eje OX en z = 2 punto dentro del intervalo de integracién [0, 3],
luego tendremos dos dreas S entre 0 y 2 y S entre 2 y 3

F(x):/( 0 2) der=6In|z+ 1| — 2z

r+1
2
Sy = f(x)de=F(2)—F(0)=6ln3—-4—-0=6In3—4
0
’ 3
Sy = f(z)de =F(3)—F(2)=6ln4—-6—(6ln3—4) =—61n (Z) -2

2

3 3
S =8| 4[5 =63 —4+6In (i) +2=12In <§> — 2~ 2 86558 u?

(0.4)
h

0(0,0)

3.5. Cantabria

3.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

22 4+ax—2

Problema 3.5.1 Dada la funcién: f(z) = e obtener sus intervalos de crecimiento y
T —

decrecimiento y los extremos relativos que existan.
Solucién:

124



- Dom(f) =R - {2}

. f’(z)m()ﬁ r=0yx=4
(—00,0) (0,4) (4, 400)
f'(x) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién crece en el intervalo (—oo,0) U (4, +00) y decrece en el intervalo (0,2) U (2,4).
La funcién tiene un méximo local en el punto (0,1) y un minimo en el punto (4,9)

2c 4+ 4

Probl 3.5.2 Dada la funci6 ==

roblema ada la funcién f(z) P e
a) (En qué puntos es discontinua?

b) jSe puede definir de nuevo la funcién para evitar alguna discontinuidad?

¢) Calcular los dos limites laterales en © = —3. Interpretar graficamente lo que ocurre en torno
a dicho valor.

Solucion:

a) Dado que es un cociente de polinomios sélo puede haber discontinuidades en los puntos que
anulan el denominador.

2?2 4+524+6=0= r=-3, r=—2

Estudiamos la continuidad en estos puntos:

@& Enz=-3
3 2x + 4 -2
lim 7:{—}:—00
z— -3~ 22 +5x+6 0+
3 20+ 4 -2
lim 7:[—}:+oo
z—s —3+ 22 +5x + 6 0-

En este caso hay una asintota y se trata de una discontinuidad no evitable (hay un

salto)
@ Enox=-2
) 2z 4+ 4 0 , 2
lim 7:{7}zhm =2
z— -2 22 + 52+ 6 0 z— -2 2r+5
En este caso los limites laterales coinciden pero no existe el valor de la funcién en z = —2

por lo que hay un agujero y se trata de una discontinuidad evitable.
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b) En el caso de z = —3 no podemos encontrar un valor obligue a las dos ramas a unirse, dado
que hay un salto. Pero en = —2 si se podria hacer imponiendo f(—2) = 2, lo que seria una
extension por continuidad y quedaria la funcién g:

2x+4 :
_ | =i S1o% %+ =2
9(x) { p si x=2

La funcién g es continua en R — {—2}

c) Este apartado estd desarrollado en el apartado a)

ar?+2x—1 si r< -1

Problema 3.5.3 Dada la funcién: f(z) = z? -5 si —l<z<3
3b;f2 si x >3
determinar los valores de a y b para los que la funcién es continua en z = —1 y en z = 3.
Solucién:
@& Enzx=-1

lm (az? +2zx—1)=a—3

r— —1—

lim (2? —5) = —4

r— —1F

a—3=-4— a=-1

@ Enz=3
lim (2? —5)=4

r—> 3~
b+ b+3
im = —
z—s3+ 3x — 2 7
b
4:%3:”;:25

3.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

5
Problema 3.5.4 Dada la funcién f(x) = Ty
2x2 4 4x — 30
a) (En qué puntos es discontinua?
b) ;Se puede definir de nuevo la funcién para evitar alguna discontinuidad?

c¢) Calcular los dos limites laterales en x = 3. Interpretar graficamente lo que ocurre en torno a
dicho valor.

Solucion:

a) Dado que es un cociente de polinomios sélo puede haber discontinuidades en los puntos que
anulan el denominador.

202 +42-30=0= 2= -5, z=3
Estudiamos la continuidad en estos puntos:

126



& Fnz =3

, x4+95 8
lim ———— = [ — } = —00
z—s3- 2z2 +4x — 30 0—
T+ 5 8
1, 7:{7}:
S am 30 Loy T

En este caso hay una asintota y se trata de una discontinuidad no evitable (hay un

salto)
@& Enz=-5
, z+5 0 , 1 1
lim 7:[7}: lim = —
z— —5 222 + 4x — 30 0 z— —2 4 4+ 4 16
En este caso los limites laterales coinciden pero no existe el valor de la funcién en x = —5

por lo que hay un agujero y se trata de una discontinuidad evitable.

b) En el caso de = 3 no podemos encontrar un valor obligue a las dos ramas a unirse, dado

que hay un salto. Pero en x = —5 si se podria hacer imponiendo f(—5) = —-, lo que serfa

-,
una extension por continuidad y quedaria la funcién g:

+5 :
g(z) = { SeT4dp—30 S TF =D
—% si x=-5
La funcién g es continua en R — {3}
c¢) Este apartado estd desarrollado en el apartado a)
ke sio <2
Problema 3.5.5 Dada la funcién: f(z) = 2?2 -5 si 2<a<4

22 +22 b si >4
determinar los valores de a y b para los que la funcién es continua en £ =2 y en x = 4.
Solucién:

&« Enz=2
T+ 2a 2+ 2a

lim =
z—32- T — D 3
1f 2-5)=-1
I—H)n2+(x )
24 2a 1 1
—_ = — :}a:—
3 2

@& Enxz=4
lim (2% —5) =11

T—> 4~
lim (22 +2x—b)=24—b
z—> 4t
11=24-b= b=13
Problema 3.5.6 Dadas las funciones: f(z) = 2% — 622 + 92 y g(z) =22 —z
a) Obtener los puntos de corte con los ejes OX y OY.

b) Determinar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos que existan.

c¢) Dibujar las gréficas de ambas funciones indicando la regién delimitada por ambas.
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d) Calcular el drea de la regién anterior.
Solucién:
a) Puntos de corte

» Funcién f(z) = 23 — 62% + 9z
e Corte con el eje OX hacemos f(z) =0 = 23 — 622 + 92 =0 = (0,0) y (3,0).
e Corte con el eje OY hacemos z = 0= f(0) =0 = (0,0).
» Funcién g(z) =22 — 2
e Corte con el eje OX hacemos g(z) = 0= 22 —2=0= (0,0) y (1,0).
e Corte con el eje OY hacemos © = 0= ¢(0) =0 = (0,0).

b) Monotonia

» Funcién f(z) =23 — 62> + 92 = f'(z) =322 - 122 +9=0=2z=1yz=3

(70071) (1,3) (3v +OO)
f'(z) + vl +
f(x) | creciente | decreciente N | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (1, 3), y creciente en el intervalo (—oo, 1)U(3, 00),
tiene un méximo relativo en el punto (1,4) y un minimo relativo en el (3,0)

» Funcién f(z) =22 —2= f'(z)=220-1=0= x:%
(=00,1/2) | (1/2,+00)
f'(z) - +
f(z) | decreciente \ | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,1/2), y creciente en el intervalo (1/2,c0),

1
tiene un minimo relativo en el punto (5, ~1
c¢) Los puntos de corte entre las dos curvas son

2

=622+ 9r =2 —2= 2> -T2 +100=0= =0, =2y =5

Habra dos recintos el Sy entre =0y xz=2yel So entrex =2y x =>5.

; //
k 8.« / =
Mix(1,4) o /
00} Min(1/2,-14) = \\1’\‘5,,;,,(310)'"‘//
/£
3 2 xt T2l )
Q) Fa)= [ (f(@) —g(e))de = [ (&° = T2* +102) do = 7 — =+ 5a
i 16 16
S1 = (f(z) —g(z))dx = F(2) — F(0) = 3 - 0= Y
0
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5
s =/2 (1) = gla)) da = F(5) — F2) = 20 1063

B 16 63 253 _ )
S—|Sl|+|52‘— 3 + 1 12 ~ 21,083 u
3.6. Castilla La Mancha
3.6.1. Modelo de 2020
T+t si z< -3
Problema 3.6.1 Se considera la funcién f(z) = 4 si —3<x<3

(r—4)2 -5 =i x >3
a) Halla el valor de ¢t para que f sea continua en z = —3.

b) Para t = 3, representa graficamente la funcién f.

Solucién:
a)
lim  f(z)= lm (z4+1t)=-3+1
T—>—3" T—>—3" - _ _
lfm  f(z)= lim 4—4 = 3+t=4=1t=7
r——3+% z—s—3+
lim f(z)= lim 4=4
r—3" r—>3" . .
lim f(z)= lim ((x—4)2—5)=—4 — discontinua
z—37F —3+
x+3 si r< -3
b) Parat=3: f(z) = 4 si —3<z<3
(x—4)2 -5 si x>3
//
//
=4 /
/,
x<-3 3<x<3 x23 //
" p(0,0)
= /rx/:rx-wz-f/
=3
A @-4)
- x=3 = Mﬁ(«‘/;)

Problema 3.6.2 Sabemos que la funcién f(z) = az? + bz + ¢ tiene un minimo en el punto (1,1) y
corta al eje de ordenadas en 4. Con estos datos, halla razonadamente los valores de los parametros
a, by ec.
Solucién:

f(x) = az® +bx +c = f'(z) =2ax +b

fA)=1= a+b+c=1 a=3
ff)=0= 2a+b=0 = (¢ b=-6
f0)=4= c=4 c=4

f(z) = 32" — 62 +4
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—x—4 si r<c
Problema 3.6.3 Se considera la funcién f(z) = -3 si ¢c<z<0
x? — 10z si x>0

a) (Para qué valor de c la funcién f(z) es continua en z = ¢?
b) Calcula los extremos relativos de la funcién f(z) en el intervalo (0, +00).
c¢) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) en (0, +00).

Solucién:

a)

T—>c~ T—yo— e ,_ _
lim f(z)= lim (-3)=-3 = —c—4 3= ¢ 1
x—>sct r—>ct

b) En el intervalo (0, +0c0) es f(z) = 22 — 10z = f'(z) = 22 — 10 = 0 = z = 5 La funcién
tiene un extremo en el punto (5,—25). f’(z) = 2 = f"(5) = 2 > 0 = el extremo
calculado es un minimo.

(0,5) (5,00)
f'(t) N +
f(t) | decreciente | creciente

c¢) La funcién decrece en el intervalo (0,5), y crece en el intervalo (5,00) .

Problema 3.6.4 Los costes de fabricaciéon de un modelo de vehiculo C(z) = —a3 + 4522 — 2432 +
500 (en miles de euros) en funcién del nimero de vehiculos (en cientos) fabricados (1 < x < 27)

a) Determina la cantidad de vehiculos que dan el coste méximo y minimo.
b) ;A qué valor ascienden ambos?

Solucion:

a) O'(x) =322 4+902 —243=0= v =3y 2 =27
C"(x) =90—6z. En z =3 = ”"(3) =72 > 0 = el punto (3, 149) es un minimo, es decir,
se fabrican tres vehiculos con un coste de produccién de 149000 euros.
Enz=27= (¢"(27) = —=72 < 0 = el punto (27,7061) es un méximo, es decir, se fabrican
27 vehiculos con un coste de producciéon de 7061000 euros.

b) contestado en el apartado anterior.

y
_——Mix(27,7061)

x=27

(1,301)

o@wn| MG
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3.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

(x+4)2—4 si <=2
Problema 3.6.5 Se considera la funcién f(z) = t si —2<x<2
(r—4)2—4 =i x>2

a) Halla el valor de ¢t para que f sea continua en x = —2.

b) Para t = 3, representa gréaficamente la funcién f.

Solucion:
a)
lim_ (z) = lim_ (z4+4)?*—-4)=0
rT——2" T—>—2" _
lim  f(z)= lim t=¢ —\' =0
r——2F r——27F

(r+4)2—-4 si 2<-2
b) Sit=3: f(z) = 3 si —2<x<2
(r —4)2 -4 =i x>2

\ x<2 -2<p<2

x=2 x=2 v
-2.3) 23)

6,0~ 20 P 2O —~—__—(60
Min(-4,-4) Min(4,-4)

Para dibujar la rama z < —2 es una parabola que corta con el eje OX en los puntos (z+4)2? —
4=0= (—6,0), (—2,0), no tendria corte con el eje OY (no estd en las ramas) Tendria
como vértice el minimo de la funcién: f'(z) = 2(x +4) =0 = =z = -4 = (—4,—4). Se
trata de un minimo ya que f’(z) =2 = f"(2)=2>0

Para dibujar la rama 2 > 2 es una parabola que corta con el eje OX en los puntos (z—4)?—4 =
0 = (6,0), (2,0), no tendria corte con el eje OY (no esta en las ramas) Tendria como
vértice el minimo de la funcién: f'(z) =2(zx —4) =0 = = =4 = (4, —4). Se trata de un
minimo ya que f(z) =2= f"(2)=2>0

En la rama —2 < z < 2 la funcién es constante y es f(z) =3

Problema 3.6.6 Sea la funcién f(z) = ax® + bz? + 162 + ¢ tiene un punto de inflexién en (1,10)
y la pendiente de la recta tangente en ese mismo punto es 7. Con estos datos, halla razonadamente
los valores de los parametros a, by c.

Solucién:

f(z) = az® 4+ ba® + 16z + c = f'(x) = 3az® + 2bx + 16 = f(z) = 6ax + 2b

(1) =0= 6a+2b=0 a=3
F(1)=7T= 3a+20+16=7 = { b=—-9
f)=10= a+b+16+c=10 c=0

f(x) =32 — 92 + 162

131



/
// r-I%,'/(;v-/u/ =y
£ o®
o o
—— /]ow0

7

P
. ., . T+t si x<—1
Problema 3.6.7 Se considera la funcién f(z) = { P92 14 s x> 1

a) (Para qué valor de ¢ la funcién f(x) es continua en z = —17

b) Calcula los extremos relativos de la funcién f(x) en el intervalo (—1, +00).

c¢) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) en (—1,400).

Solucién:

a) Para que la funcién f sea continua en z = —1 los limites laterales deben de coincidir:

lim  f(z) = ll'm1 (x+t)=—-1+t
e ) = =
m  f(z)= lim (2 —2224a)=1 — TI=I=1=2

r—s—1+ r—r—17+

4
b) En ese intervalo f(z) = 2% — 222 +4 = f'(z) =322 — 42 =0 = szyx:§

"0) = —4 _ (o 4
f”(m) — 61 — 4 —> { f//(04) < 0=z 40 es un Infa).(lmo _— £0,76)
f7(3)=4>0= 2 =3 es un minimo = (3, 22)

f'(z) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente

4 4
La funcién es creciente en el intervalo (—1,0) U (3 , oo) y decreciente en el (O7 §)

Problema 3.6.8 Las botellas de agua vendidas por un hipermercado (que abre de 10 de la manana
a 4 de la tarde) durante una ola de calor viene dado por la funcién C(t) = 2t3 — 27t% + 120¢, con

1 <t <6 siendo t = 1 la primera hora desde la apertura y ¢ = 6 la ultima hora hasta el cierre y
C(t) en cientos de botellas.

a) ;En qué intervalos de tiempo las ventas aumentan? ;Y en cuales disminuye?

b) ;Cudndo se produce la méxima venta? ;Y la minima?
c¢) ;Cudntas botellas se venden en esos dos casos?

Solucién:
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a) C'(t) =6t2 — 54t +120=0= t =4yt =>5.

[1,4) (4,5) (5, 6]
C'(t) + - +
C(t) | creciente /| decreciente \, | creciente

Las ventas aumentan desde la primera hasta la cuarta hora, disminuyen entre la cuarta y la
quinta hora y vuelven a crece hasta la sexta hora. La funcién crece en el intervalo: [1,4)U(5, 6]
La funcién decrece en el intervalo: (4, 5)

b) Hay un méximo local en ¢t = 4, pero no es absoluto ya que C(4) = 176 y C(6) = 180. Luego
la maxima venta se produce en la hora sexta
Hay un minimo local en ¢ = 5, pero no es absoluto ya que C(5) = 175 y C(1) = 95. Luego la
minima venta se produce en la hora primera

c¢) La venta méxima es C(6) = 180 = 18000 botellas y la venta minima de C(1) = 95 = 9500
botellas.

@176 (5180
— 5,175)
# ( )

=1 =6

3.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

—4r+4 si x<c¢
2 —4dxr si z>c

Problema 3.6.9 Se considera la funcién f(z) = {
a) ;Para qué valor de la funcién f(z) es continua en a = ¢?

b) Para ¢ = 2, representa gréaficamente la funcién f.

Solucion:

lim f(z)= lim (—4x+4) = —4c+4 , ,
T—c— T—Cc™ _ — _ — —
lim f(z)= lim (22 —dz)=ct—de = etd=code=d=d=c=x2
z—>ct z—>ct

—Adr+4 si x<2

b) Para ¢ =2 = f(z):{ v —dx si o2 >2

Dando valores:
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! Y /
\ x=2 //
N /
7
\ J
3 /
\ y

x<2 9 ’ o2
0(0,0)| 1,0)\ 4,0
24
Problema 3.6.10 Una funcién f(z) = 2® + ax? + bz + ¢ tiene un maximo en = —1 y un punto
de inflexién en el punto (1, —9). Con estos datos, halla razonadamente los valores de los pardmetros
a, by c.
Solucién:

flx)=2*+ax* +bx+c= f'(z) =32> + 202+ b= f"(x) =62+ 2a

f)y=-9= 14+a+b+c=-9 a=-3
ff(-1)=0=3-2a+b=0 =< b=-9
f"1)=0= 6+2a=0 c=2

flx) =2 —32% — 9z +2

xr—t si <0

Problema 3.6.11 Se considera la funcién f(z) = { (@—1)? =5 +t)+4 si x>0

a) Para qué valor de ¢ la funcién f(z) es continua en x = 07
b) Para t = 0, calcula los extremos relativos de la funcién f(z) en el intervalo (0, +00).

c) Para t = 0, calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) en
(0, +00).

Solucion:

2—0- z—0- = —t=t>—5t+4—

Pt +4=0= t=2

b) t =0= f(z) =22 — 5z + 4 en el intervalo (0, +00).

flr)=22—-5=0= g La funcién tiene un extremo en el punto (g, f%) f'(z) =2 =
5
i (5) =2> 0= el extremo calculado es un minimo.

(0,5/2) | (5/2,0)
f'(t) - +

f(t) | decreciente | creciente
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5 5
¢) La funcién decrece en el intervalo (O, 5), y crece en el intervalo <§, oo).

Problema 3.6.12 En un taller para automdviles el niimero de clientes a los que cambiaron las
ruedas de su coche durante 5 dias de esta semana se ajusta a la funcién f(r) = 223 —1522+24x+75,
1<z <5, siend x =1 el lunes y x = 5 el viernes.

a) {Qué dia acuden menos clientes a cambiar las ruedas de su coche? ;Cudntos clientes son?
b) ;Cual es el dia que van mas clientes a que les cambien las ruedas y cudntos son esos clientes?

Solucién:
Dibujamos la funcién y analizamos sobre la gréfica:

# Dominio: [1, 5]

# Puntos de corte: No son necesarios, pero si los cortes de la funcién con las rectas z = 1 =
(1,86) y con z = 5 = (5,70)

# Monotonia: f'(z) =622 - 30z +24=0= z=1yxr =4

(1,4) (4,5)
f'(x) - +
f(x) | decreciente N | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (1,4) y creciente en el (4,5). Presenta un minimo
local en el punto (4,59) y en (1,86) un méximo local.

# Representacion grafica:

Mix(1,86) \

\\\/ P

Min(4,59)
x=1 x=5

L I1sx<5

a) El dia que acuden menos clientes es el jueves y son 59.

b) El dia que acuden maés clientes es el lunes y son 86.

3.7. Castilla Leon
3.7.1. Modelo de 2020

Problema 3.7.1 Una cadena local de TV ha determinado, por medio de encuestas, que el por-
centaje de ciudadanos que la ven entre las 6 de la tarde y las 12 de la noche viene dado por la

funcion
S(t) = 660 — 231t 4 27t> — 3

donde t indica las horas transcurridas desde las 12 en punto de la manana.
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a) (A qué hora tiene mdxima y minima audiencia la cadena entre las 6 de la tarde y las 12 de
la noche? ;Qué porcentaje de ciudadanos ven la cadena de TV a esas horas de méaxima y
minima audiencia?

b) Dibujar la grafica de la funcién S(t) para ¢t comprendido entre las 6 de la tarde y las 12 de
la noche.

Solucién:
Dibujamos la funcién y analizamos sobre la grafica:

# Dominio: [6, 12]

# Puntos de corte: No son necesarios, pero si los cortes de la funcién con las rectas t = 6 —
(6,30) y con t = 12 = (12,48)

# Monotonfa: f/(t) = —231+54t -3t =0= x=Tyx =11

(6,7) (7,11) (11,12)
TGN ¥ -
f(t) | decreciente \ | creciente | decreciente \

La funcién es decreciente en el intervalo (6,7) U (11,12) y creciente en el (7,11). Presenta un
minimo local en el punto (7,23) y en (11, 55) un méximo local.

# Representacion gréfica:
¥ Maix(11,55)
Y

/ § /_\m,w)

/ /
(6,30)
Min(7,23)

x=6 x=12

0(0,0) 6<x<11

a) La hora de mdxima audiencia es a las 11 con un porcentaje del 55 %.
La hora de minima audiencia es a las 7 con un porcentaje del 23 %.

b) grifica dibujada anteriormente.
3r—1 si <2

Problema 3.7.2 Consideremos la funcién f(z) = { 2047l
dorr SLox>2

a) Estudia la continuidad de f(z).

b) Calcular el drea limitada por la funcién f(z) y el eje de abscisas en el intervalo [0, 2], dibujando
el recinto correspondiente.

Solucién:
a) Las dos ramas son continuas, hay que estudiar la continuidad en z = 2

lim f(z) = wEIg_(&r —-1)=5

T—2~
lim f(z)= lim 22471 —5 = f continuaen z =25
z—2%F z—2+t dox +7

7@ =5

Luego f es continua en R.
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1
b) En el recinto [0, 2] la funcién es f(x) = 3z — 1 y corta al eje de abcisas en x = 3 Tendremos

1 1
dos recintos S; de 0 a — y Sy de = a 2.

3 3
3 2
P = [(o-1as= 2 s
1/3 1 1 1
= - 1d :F(f)fF =—z-U=—2
S1 /0 (3z ) dz 3 (0) 6 0 6
2 1 1 25
Sy = 3—1d:F2—F(7)=4 rimiry
2 /1/3( z=1)da @) 3 57
1 25 13
— = - —:*24 2
S=1Si+ %=+ 5 =75 =433u
0<x22
/\\'\\
-2 \\
0(0,0) /(l//.;,ﬂ) (2,0 :
,//

3.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 3.7.3 Dada la funcién
22 —-3r+2 si <3
f(x)—{ 3r—2m si >3
a) Hallar el valor de m para que la funcién sea continua en todos los nimeros reales.

b) Para m = —1, calcular el drea limitada por la grafica de la funcién f(x) y el eje OX en el
intervalo [5, 7].

Solucion:

a) Continuidad en x =5

7
T—3~ T—>3" . _T
lim f(x): lim (3$—2m):9_2m — 2=9-2m = m 5

z—3t r—3t

{ Im f(zr)= lim (2® =3z +2)=2

Con este valor la funcién es continua en las dos ramas y en el punto de unién entre ellas.

b) m = —1y el intervalo [5,7] = f(z) = 3z + 2 cuyo punto de corte con OX no estd dentro
del intervalo, por lo que sélo hay un recinto entre 5 y 7.

2 7

7 3z
51:/(3x+2)dx:—+2x =40
5 2 5
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S =8| =40 u?

0(0,0)

Problema 3.7.4 La temperatura adecuada para el desarrollo vegetativo en el cultivo de tomates
no debe exceder los 23 grados Celsius (°C) y en ningin caso debe bajar de 7°C. La siguiente
funcién expresa la temperatura, en grados Celsius, el dia 14 de agosto en una zona de cultivo:

-1
T(x) = ﬁxZ + 22+ 10
donde z € [0, 24] es la hora del dia.
a) Determinar a qué hora de ese dia se alcanza la temperatura maxima y si ésta supera los
23°C.
b) ;La zona de cultivo tuvo una temperatura inferior a los 7°C el 14 de agosto?

Solucién:
Dibujamos la funcién y analizamos sobre la grafica:

# Dominio: [0, 24]

# Puntos de corte: No son necesarios, pero si los cortes de la funcién con las rectas x = 0 —
(0,10) y con x = 24 = (24; 16, 86)

14 —
#> Monotonia: f'(x) = - T 0= z=14
[0,14) (14, 24]
f'(x) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

La funcidn es decreciente en el intervalo (14, 24] y creciente en el [0, 14). Presenta un méximo
local en el punto (14,24).

# Representacion grafica:

Mix(14.24)

(24:16,86)

x=0 x=24

0(0,0)

0<x<24

a) La méxima temperatura se alcanza a la hora 14 con 24°C temperatura superior a 23°C.

b) No, la temperatura minima fue de 10°C a las cero horas superior a 7°C.
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3.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 3.7.5 Se considera la funcién

s ={

—2248 si —1l<zx<2
r+m si T > 2

a) Determinar el valor de m para que la f(z) sea continua.
b) Calcular el area delimitada por f(z) y el eje OX en el intervalo [0, 1].
Solucién:

a) Continuidad en x = 2
r—27 T—27
; 9 = 4=2+m= m=2

Con este valor la funcién es continua en las dos ramas y en el punto de unién entre ellas.

b) En el intervalo [0,1] = f(z) = —2? + 8 cuyo punto de corte con OX no estd dentro del
intervalo, por lo que sélo hay un recinto entre 0 y 1.

1 3 1

- 23
51:/(—x2+8)d17:—x+8x = —
o 3 .3

23
S:|Sl|:§:7,67 u?

x=0

o0 Osx<i

Problema 3.7.6 La cotizacién en euros de la criptomoneda Bitcoin en un determinado dia del
pasado afio sigui6 la funcién f(t) = 20t> — 200t + 1000 donde ¢ es el tiempo medido en horas desde
el comienzo del dia.

a) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(t).

b) ;Cuéanto se paga por la compra de 10 Bitcoins en el momento de minima cotizacién de ese
dia?

Solucién:
Dibujamos la funcién y analizamos sobre la grafica:

# Dominio: [0, 24]

# Puntos de corte: No son necesarios, pero si los cortes de la funcién con las rectas t = 0 =
(0,1000) y con t = 24 = (24, 7720)
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# Monotonfa: f/(t) =40t —200=0= t =5

[0,5) (5,24]
J'(t) - +
f(t) | decreciente “\ | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo [0,5) y creciente en el (5,24]. Presenta un minimo
local en el punto (5, 500).

# Representacién gréfica:

y

\ 0sv<24 /
\\ //
. //

(0,1000) T~

0(0,0)

a) La funcién decrece desde la hora cero hasta la 5 y crece a partir de la hora 5 hasta la 24.

b) Los Bitcoins alcanzan la minima cotizacién a las 5 a 500€ por lo que habria que abonar
10 - 500 = 5000€ por los 10 Bitcoins.

3.8. Cataluna

3.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.8.1 El 1 de enero de 2019 salié al mercado un nuevo modelo de un producto técnico
de esqui. la funcién de tercer grado f(z) = 102® —21022 + 1470z nos da el nimero total de unidades
vendidas, en donde x denota el niimero de meses transcurridos, desde el lanzamiento del producto,
durante el primer afio (es decir, z € [0,12]).

a) Cudntas unidades se habian vendido al cabo de 3 meses? Cudntas se vendieron al cabo de un
ano? Determine la tasa de variacién media entre los meses 3 y 12.

b) Comprobar que la funcién es creciente en el intervalo [0,12] y encuentra en qué instante el
crecimiento ha sido més lento.

Solucién:
Dibujamos la funcién y analizamos sobre la grafica:

@ Dominio: [0,12]

@ Puntos de corte: No son necesarios, pero si los cortes de la funcion con las rectas z = 0 =
(0,0) y con z =12 = (12,4680)

@ Monotonfa: f/(x) = 302% — 4202 + 1470 =0= 2 =7

[0,7) (7,12]
f'(x) + +
f(z) | creciente /| creciente N\

La funcién es creciente en el intervalo [0,12]. No hay extremos.
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@& Curvatura: f"(z) =60z —420=0= 2 =7

[0,7) (7,12]
f'(x) - +
f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién tiene un punto de inflexién en el (7, 3430)

@ Representacion grafica:

x=12

1

_—

(12,4680)

0(0,0)

a) Al cabo de 3 meses se han vendido f(3) = 2790 unidades.
Al cabo de un aflo se han vendido f(12) = 4680 unidades.
12) — 4 -2
TVN[3,12] = N 1; ?{(3) _ 4680 5 ™0 _ 910

b) En el estudio de la funcién se observa que la funcién es siempre creciente. Con un crecimiento
mas lento en su punto de inflexién, el mes 7 con 3430 unidades, donde la funcién cambia su
curvatura.

Problema 3.8.2 El coste de elaboracién de un menu en un restaurante es de 8€. Se ha realizado
un estudio de mercado y se ha llegado a la conclusién de que si el precio del men es de 18€ entran
a comer en el restaurante 120 clientes. También se ha concluido que la relacién entre el precio del
ment y el nimero de clientes es lineal, de manera que, por cada euro que aumentamos el precio del
menu, disminuye en 4 el nimero de clientes. Y al revés, por cada euro que disminuimos el precio,
aumenta en 4 el nimero de clientes.

a) Obtener la funcién que expresa el beneficio del restaurante en funcién del ntimero de euros
en que aumentamos o disminuimos el precio inicial del ment.

b) Encuentre en cuantos euros hay que aumentar o disminuir el precio inicial del ment para que
el restaurante obtenga el méximo beneficio. ;Cuédl seria el precio final del meni y cudl seria
el beneficio obtenido con este precio?

Solucion:

a) Relacién lineal entre n® de clientes y precio: y = ax + b donde y es el n® de clientes y z la
cantidad de euros que aumentamos o disminuimos del valor del precio del men.
Siel mentestia 18€ = z=0=—= 120=0a-0+ b= b= 120.
Si reducimos el precio del ment en 1€ = 124 = a-(—1)+b = 124 = —a+120 = a = —4.
Luego la relacion lineal entre el nimero de clientes y la reducciéon o aumento del precio del
meni es y = —4x + 120
Un menu se venderd a 18 + = € y como lleva un coste de 8€ el beneficio de un ment es
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18+2-8=104+z €
El beneficio serd y- (10+z) = (—4x +120)(10+ ) = —42? + 80z + 1200. La funcién beneficio
es B(x) = —4x? + 80z + 1200

b) B'(z) =—-8x4+80=0= x =10
B"(z) = -8 = B"(10) = =8 < 0 = z = 10 es un méximo. Si se sube el precio 10€ se
obtiene el benficio maximo B(10) = 1600€ y el menu debe de valer 28€.

Problema 3.8.3 El beneficio de una empresa, expresado en millones de euros, es dado por la
funcién siguiente, en la que x indica el nimero de anos que han pasado desde que comenzé a
funcionar:

B(z) = or +20 20

22 +9 9
a) ¢ Cudl es el beneficio en el momento en que la empresa empieza a funcionar? ;En qué momento
la empresa pasa de tener beneficios a tener pérdidas?

b) ;En qué momento consigue la empresa el beneficio méximo? ;Cudl es este beneficio maximo?

Solucion:

a) Empieza con B(0) = 0 empieza sin tener beneficios ni pérdidas.

Hacemos B(z) = 5;21290 -2 = 55;?214993) =0= =0y x=2,25. En el intervalo (0;2,25)

la funcidén es positiva, es decir, B(xz) > 0 Vz € (0;2,25) a partir de z = 2,25 la funcién es
negativa. La funcién entra en pérdidas a partir de dos anos y 3 meses.

=0= = = —9 (solucién no valida) y z =1

[0,1) (1, 00)
B'(z) + -
B(z) | creciente /| decreciente

El beneficio méximo se da cuando pase un ano exactamente con un beneficio B(1) =
0,2777777 = 277777,78€

3.8.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.8.4 Un fabricante tuvo un producto a la venta durante diez anos. Durante este
tiempo, el precio del producto P, en euros, estuvo relacionado con el tiempo que hacia que estaba
a la venta t, expresado en anos, siguiendo la siguiente funcién:

P(t)7{5(t+1)2—5 si 0<t<?2
Tl —4t448  si 2<z2<10

a) Indique los intervalos de crecimiento y de decrecimiento del precio del producto durante estos
diez anos.

b) Encuentre el precio méximo que alcanzé el producto durante el tiempo que estuvo a la venta
y calcule la tasa de variacién media del precio del producto durante los ltimos cinco anos
que estar a la venta.

142



Soluciéon: Dibujamos la funcién y analizamos sobre la grafica:

#

s

&

a)

Dominio: [0, 10]

Continuidad: La funcion es claramente continua en todo el dominio de la funcién. Compro-
bamos en t = 2:

lim P(t) = lim (5(t+1)* = 5) =40
t—2—

t—27

lim P(t) = lim (—4¢t+ 48) =40 P continua en t = 2
t—27+ t—27+
P(2) =40

Puntos de corte: No son necesarios, pero si los cortes de la funcién con las rectas t = 0 —
(0,0), con t = 10 = (10,8) y con t = 2 => (2,40)
Monotonia:
i J10(t+1) st 0<t<2

P(t)_{ 4 si 2<2<10
La derivada de la funcién en la rama 0 < ¢t < 2 es siempre positiva, por lo que la funcién
crece en el intervalo (0, 2)
La derivada de la funcién en la rama 2 < x < 10 es siempre negativa, por lo que la funcién
decrece en el intervalo (2,10)

La funcién es decreciente en el intervalo [0,5) y creciente en el (5,24]. Presenta un mdximo
local en el punto (2,40).

Representacion grafica:

Mix(2,40)

I

x=10'

10,8

0(0,0)

La funcién crece desde el ano cero hasta el 2 y decrece a partir del ano 2 hasta el 10.

b) El maximo se encuentra el afio 2 con un precio de 40€.
f(10) — f(5) 8-—28 _
TVM]I5,1 = =—4
VM|[5,10] 10_5 105 € aflo
Problema 3.8.5 Consideremos las funciones f(r) = 2% +ar +by g(z) = 2% + ¢

2)

b)

Calcular los valores de los pardmetros a, b y ¢ para que las gréficas de f(z) y g(z) se corten
en los puntos (—1,3) y (3, -5).

Para ¢ = 4, encuentra la ecuacién de la recta tangente a g(x) en el punto de abscisa z = —1.

Solucion:
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a) 2 +tar+b=-2>+c= 222 +ax+b—c=0
Sustituyendoz = -1=—= 2—-a+b—c=0= a—b+c=2
Sustituyendo x =3 = 18+ 3a+b—c=0= 3a+b—c=—18
f(-1)=3=1-a+b=3= —a+b=2
fB)=-5=9+3a+b=-5= 3a+b=-14

a—b+c=2

a=—4
3a+b—c=-18 _
—a+b=2 — i:;z
3a+b=-14 B

b) Sic=4= g(z) = -2 +4 = ¢'(x) = =2z luego g(—1) =3y m = ¢'(—1) = 2 la recta
tangente a g en x = —1 es

y—3=2@z+1)= y=2x+5

Problema 3.8.6 La funcién Q(z) = (z+1)?(32—z), donde = € [—1, 32], representa la produccién,
en kilogramos, de una hortaliza en un invernadero en funcién de la temperatura x, expresada en
grados centigrados (°C), que puede variar entre -1°C y 32°C.

a) Calcule cudl es la temperatura del invernadero con la que se obtiene la méxima produccién
,qué produccién de hortaliza obtendremos a esta temperatura?

b) Calcular a qué temperaturas se alcanza el nivel minimo de produccién y cuél es ese valor
minimo.

Solucion:

a) Q(z) = (z+1)?(32—2) = —23+302%+632+32 = Q'(z) = —32%+602+63 =0 = z = —1

vy =21

Q"(z) =—-6x+60en 2z =-1= Q"(-1) =120 > 0 = = = —1 es un minimo relativo en
(—1,0)

Q"(z) = —6x+60en z =21 = @Q"(21) = —66 < 0 = z = 21 es un méximo relativo en
(21,5324)

La temperatura para una produccién maxima debe ser de 21°C con 5324 Kg. La produccién
crece en (0,21) y decrece en (21, 32). La funcién es siempre positiva en [—1, 32]

b) Tenemos Q(—1) = Q(32) = 0 = la minima produccién se da cuando la temperatura es de
-1°C o cuando es de 32°C con 0 kg.

3.9. Comunidad valenciana

3.9.1. Modelo de 2020

2

T
2—z’

Problema 3.9.1 Dada la funcién f(x) = se pide:

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen.

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

)
)
)
d) Los méximos y minimos locales.
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e) La representacion grafica de la funcién a partir de los resultados obtenidos en los apartados
anteriores.

Solucion:

a) Dom(f) =R — {2} el tnico punto de corte con los ejes coordenados es el (0,0).

b) Asintotas:

= Verticales: x = 2

. a?
lim =
—22 — 1
i x2 4 n
ifm =|—| =+
z—2- 2 — X 0+

= Horizontales: No hay

= Oblicuas: y =mz +n

2

xr X

m= lim f(): lim
z—> —00 I z— —oco 21 — 12

=1

n= lim (f(z)—mz)= Ilim (2:02 er):f?

r—> —00 r—3 —00 _
y=-—x—2
z(x—4
(—O0,0) (074) (4700)
@ - ¥ -
f(x) | decreciente N | creciente /| decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U (4,00), y es creciente en el intervalo
(0,2) U (2,4).

d) Tiene un méximo en (4, —8) y un minimo en (0, 0).

e) Representacion:

|
e
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Problema 3.9.2 En los primeros 6 anos, una empresa obtuvo unos beneficios (en decenas de miles
de euros) que pueden representarse mediante la funcién f(t) = t3 — 8¢2 + 15t , donde t es el tiempo
en afos transcurridos.

a) Determinar los periodos en los que la empresa tuvo beneficios y en los que tuvo pérdidas.

b) jEn qué valor de t se alcanzd el maximo beneficio y cudl fue este?

)
¢) (En qué valor de t se tuvo la maxima pérdida y cudl fue esta?
)

d) Suponiendo que a partir de los 6 anos los beneficios siguen la misma funcién, ;volvera a tener

la empresa periodos alternos de beneficios y pérdidas? Justifica la respuesta.
Solucién:
a) fA)=t3—8t2+15t=0=t=0,t=3yt=>5.
(0,3) | (3,5) | (5,6)
flx) | + = +
Hasta el tercer ano la funcién tiene beneficios, entre el tercer y quinto ano tiene pérdidas,
volviendo a tener beneficios a partir del quinto ano.
b) fl(t)=3t2—16t+15=0= t=4,12y t = 1,21.
[0;1,21) (1,21;4,12) (4,12; 6]
f'(x) + - +
f(z) | creciente /| decreciente \ | creciente

(6,18)

Mix(1,21;8,21)

0(0,0)

Min(0,0)

La funcién tiene un méximo local en el punto (1,21;8,21), pero el maximo absoluto estaria
ent=6= (6,18).

c¢) La funcién tiene un minimo local en el punto (4, 12; —4, 06), ademds seria el minimo absoluto.

d) La funcién es polinémica de tercer grado y siempre creciente en el intervalo (6;00), como
ent=6= f(6) =18, a partir de este punto la funcién seguira creciendo en beneficios y

nunca entrard en pérdidas.
’
/

(6.18)

Mix(1,21;8,21)

i

0(0,0)

A

Min(0,0)
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3.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

222 —3x +5
Problema 3.9.3 Dada la funcién f(z) = %, se pide:
72 —

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados.

o

Las asintotas horizontales y verticales, si existen.

ol

c¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
) Los méximos y minimos locales.

La representacion grafica de la funcién a partir de los resultados obtenidos en los apartados
anteriores.

e
Solucion:

a) Dom(f) =R — {£1}
Punto de corte con el eje OY: hacemos f(0) = -5 = (0, —5)
Punto de corte con el eje OX: hacemos f(z) = 0 = 222 — 3x + 5 # 0 = no hay puntos
de corte con el eje OX.

b) Asintotas:

= Verticales: x = —1 )
202 —
Y 22T —B3T4S
r——1 1’2 —1
” 2x273x+57{10}7+
i z2—1 ~lor] T
| 222 —3x+5 { 10}
Im ——————=|—|=—-
z——1+ z2-1 0—
Enx=1
. 222 —-3x+5
lim =
r—>1 1‘2 —1
” 222 —3x+5 { 4 }
im =|—|=-00
r—1— £E2 -1 0—
, 2¢2 -3z +5 4
1%* 2 —1 07+ =t
= Horizontales: y = 2
y 222 =3z +5 _ 9
mgnoo x2 —1 B
= Oblicuas: No hay por haber horizontales.
322 — 14z + 3

(—00:0,225) | (0,225, 4,442) | (4, 442; 00)
f'(x) + - +
f(z) | creciente /' | decreciente Y\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (—1;0,225) U (4,442, 00), y es decreciente
en el intervalo (0,225,1) U (1,4,442).
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d) Tiene un méximo relativo en (0,225; —4,6623) y un minimo relativo en (4,442;1,6623).

e) Representacion:

7
5 \

000.0) [7in(0,235,4,6623) Min(4,332;1,6623]

Problema 3.9.4 Una empresa farmacéutica lanza al mercado un nuevo farmaco que se distribuye
en cajas de seis unidades. La relacion entre el precio de cada caja y el beneficio mensual obtenido
en euros viene dada por la funcién

B(z) = —2* + 162 — 55
donde x es el precio de venta de una caja. Se pide:
a) (Qué beneficio obtiene cuando vende cada caja a 6 euros?
b) jEntre qué valores debe fijar el precio de venta de cada caja para obtener beneficios?

¢) Calcula a qué precio ha de vender cada caja para que el beneficio sea mdximo. ;Cudl es el
beneficio maximo?

d) jEntre qué valores el beneficio crece y entre qué valores el beneficio decrece?
Solucién:
a) B(6) =5€

b) B(z)=0= —22+162—-55=0= z=5yz=11.Siz € [5,11] = B(z) > 0= para
tener beneficios debe vender la caja entre 5€ y 11€.

c) B(z)=-2x+16=0= z =28.

(0,8) (8,00)
B'(z) + -
B(zx) | creciente | decreciente N\

La funcién tiene un méaximo local en el punto (8,9) y serfa absoluto ya que a partir de x = 8
la funcién es siempre decreciente.

d) los beneficios crecen para precios de 0€ a 8€ y decrecen para precios superiores a 8€.

3.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
2
Problema 3.9.5 Dada la funcién f(z) = Ll’ se pide:
T —

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados.
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b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen.

d) Los méaximos y minimos locales.

)
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
)
e)

La representacién gréfica de la funcién a partir de los resultados obtenidos en los apartados
anteriores.

Solucion:

a) Dom(f) =R — {1}

= Punto de corte con el eje OY: hacemos x = 0 = (0,0)
2

= Puntos de corte con el eje OX: hacemos f(z) =0 = = 1= 0= (0,0).
P
b) Asintotas:
= Verticales: z =1
22
lim =+4o00
r—1 1 —
SR3
lim =|—|=-
z—1- 1z —1 0~
==+
= —_— = o0
e—1+tx —1 0+
= Horizontales: No hay
22
lim =00
z—oc0  — 1
= Oblicuas: y=mxz+n
2
m= i T o T
r—oo I T—00 T — T
2 2_ .2
n= lim (f(z)—mz)= lm ( a —x): lim (u>:1
T—>00 z—o0o \x — 1 z—>00 x—1
y=x+1
% — 22
(—00,0) (0,2) (2,00)
THE N - ¥
f(z) | creciente | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—o00,0) U (2,00), y es decreciente en el intervalo
0, 1) U (1,2).

d) Tiene un méaximo relativo en (0,0) y un minimo relativo en (2,4).
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¢)

Representacion:

Problema 3.9.6 Una tienda de alquiler de bicicletas dispone mensualmente de 350 bicicletas.
Haciendo un estudio entre los ingresos y los costes de explotacién se ha determinado que los
beneficios mensuales, en euros, se ajustan a la funcién

f(z) = 3502 — 2% — 15000

siendo z el numero de bicicletas alquiladas en un mes.

Calcula el numero de bicicletas que hay que alquilar cada mes para obtener un beneficio
maximo.

;,Cudl es dicho beneficio maximo?
Determina a partir de qué cantidad de bicicletas alquiladas el taller obtiene beneficios.

Puede tener pérdidas a pesar de alquilar una cantidad mayor de bicicletas que la obtenida
en el apartado anterior?

Solucion:

a)

Tenemos f(0) = —15000, f(350) = —15000 y Dom(f) = [0, 350].
f(x) =350z — 2% — 15000 = f'(z) =350 — 20 =0 = x =175
f'(z) =-2= f"(175) = =2 < 0 = z = 175 es un méximo relativo.

[0,175) (175, 350]
f'(x) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo [0,175) y decreciente en el (175,350].
El méximo beneficio se obtiene alquilando 175 bicicletas.

El beneficio mdximo es f(175) = 15625€
f(x) = 0= 350z —2? — 15000 = 0 = z = 50 y = = 300. Luego la funcién tiene beneficios
a partir del alquiler de 50 bicicletas, creciendo éste hasta el momento en el que alquila 175,

después de ese momento decrece el beneficio.

Cuando se supera el alquiler de 300 bicicletas la funcién beneficio es negativa, es decir, la
empresa entraria en pérdidas.
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Miix(175,15625)

x=0 Y x=350

(50,0) (300,0)

/ \(350,15000)

(0,-15000)

3.10. Extremadura

3.10.1. Modelo de 2020

Problema 3.10.1 Durante la crecida de un rio, la Confederacion Hidrogréfica del Tajo ha esti-
mado que el caudal (en m?3/s) ha variado durante las primeras 6 horas de acuerdo con la funcién:

O(t) = 2t> — 21 + 60t +20 (0 <t < 6)
Se pide, justificando las respuestas:
a) Determinar las horas de maximo y minimo caudal.
b) Calcular dichos valores mdximo y minimo.

c¢) Hallar el valor del drea encerrada por la funcién C(t) y el eje OX entre los valores t = 3 y
t=05.

Solucion:

a) C'(t) =6t2 —42t +60=0= t =2y t=5

[0,2) (2,5) (5, 6]
om+ - -
C(t) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

Luego hay un maximo en ¢ = 2 horas y un minimo en ¢ = 5 horas, ambos locales.

b) C(2) = 72 m3/s es el caudal maximo y C(5) = 45 m3/s es el caudal minimo. El valor minimo
absoluto estarfa en la hora cero con C'(0) = 20 m?/s.

¥y

=0 L

Mix(2,72)

/_\/ s
Min(5,43)

£
(0,20/
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c¢) La funcién no corta al eje OX en el intervalo [3, 5]:
5 4 5
t
S = / (263 — 21#% + 60t + 20) dt = 5 73+ 30t% + 20t = 106 u?
3 3

=0 =q

Mix(2,72)

(0,20)

Problema 3.10.2 Se pide, justificando las respuestas:

a) Hallar el drea encerrada por la funcién: f(z) = 2% — 522 +2r + 8 el eje OX yentre x =0 y
T =2.

222 + 1

b) Calcular 1 intotas de la funcién: = T3 _a._ a1
) Calcular las asintotas de la funcién: g(x) PR ]

Solucion:

a) f(x) =23 522 +22+8=0= 2= —1, x =2y x = 4. De estos puntos sélo x = 2 estd
en el intervalo [0, 2] y es uno de sus extremos, luego sélo hay un recinto.

2 z* b2’ 2
S1 :/ (23 —b2? + 224+ 8)dr = = — = + 22 + 8
0 4 3 0
32
S =8 = 3= 10, 667 u?
b) Asintotas:
@ Verticales:
r=—1
T 222 +1 _
sot1 g2 3z —4 >0
222 +1 { 3 }
Ii =|—| =
1471— 2 —3x—4 0+ oo
, 222 + 1 { 3 }
lim = = —00
1+ 22 -3z —4 0-
r=4

2241 {33}
lim —m— = = —0
t——4— 22 — 3z — 4

i 2% +1 {33}
lim = |—

s——dt 2 — 3 — 4
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@ Horizontales: y = 2

i 222 + 1
Im ——— =
z—o0 32 — 3z — 4

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Problema 3.10.3 El precio de cada accién de una determinada empresa oscila entre 1 y 5 euros.
La facturacién de dicha empresa en bolsa depende del precio de la accién y viene dada por la

funcién:
F()—{ A+ Bz si 1<x<2
)=V 2-Bar+ Az? i 2<x<5h
Se sabe que para un precio de la accién de 1 euro, la facturacién es 4 y que la funcién es continua.
Determinar las constantes A y B. Justificar la respuesta.
Solucioén:
Por continuidad:
lim F(z)= lim (A+ Bz)=A+2B
r—27 r—27 \_ _
lim F(z)= lim (2— Bz + As?) —dA—2B 42 —~ A+2B=44-2B+2—
z—21 z—21
3A—4B = -2 A=2
3A74Bf72ycomof(1)74:>A+B—4:>{A+B:4 :>{B 5

3.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.10.4 El gasto G (en euros) por el consumo de energia eléctrica en un taller durante
las 8 horas de funcionamiento varia de acuerdo con la funcién:

G(t) =2t — 27t + 84t +60 (0 <t <8)

donde t es el tiempo transcurrido en horas. Se pide, justificando las respuestas, determinar a qué
horas se producen los gastos méaximo y minimo y los valores de dichos gastos médximo y minimo.
Solucién:

G'(t)=6t2—54t+84=0=t=2yt=7

[0,2) (2,7) (7,8]
G'(t) + - +
G(t) | creciente ' | decreciente \, | creciente

La funcién crece en el intervalo [0,2) U (7,8] y decrece en el (2,7). Tiene un maximo relativo en
(2,136) y un minimo relativo en (7,11)

En los extremos del intervalo tenemos G(0) = 60 (por debajo del maximo y por encima del minimo)
y G(8) = 28 (por debajo del maximo y por encima del minimo) Luego el maximo y el minimo
relativos también son absolutos.

En conclusién: El consumo de energia eléctrica es maximo cuando han transcurrido 2 horas con
un gasto de 136€. El consumo de energia eléctrica es minimo cuando han transcurrido 7 horas con

Mix(2,136)

SN

(0,60)/

8,28)

Min(7,11)

un gasto de 11€
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Problema 3.10.5 En una piscina natural, el aumento de temperatura (en grados centigrados), z,
ocasiona un aumento en la cantidad de algas en superficie (en kg), F'(z). La relacién entre ambas
cantidades viene dada por la funcién:

F()—{ 2Bx + 2A si 0<2<3
V= 22 - 342+ 8B si x >3

Se sabe que para un aumento de 4 grados centigrados, se han recogido 12 kg de algas y que la
funcién es continua. Determinar las constantes A y B. Justificar la respuesta.
Solucién:

lim F(z)= lim (2Bzx+2A4)=2A+6B
r—>3— r—3~
lim F(z)= lim (2? —3Az +8B)= —9A+8B+9

r—3t r—3t

= 2A+6B=-9A+8B+ 9=

1MA—2B=9y F(4) =12 = 16— 1244+ 8B =12 — —34+2B = —1.

{11A—2B:9 {Azl
—3A+2B=-1 B=1

Problema 3.10.6 Se pide, justificando las respuestas:

a) Hallar el drea encerrada por la funcién: f(r) =22 + 2 —2 el eje OX yentre z =4y x = 6.

222 -1
b) Calcular las asintotas de la funcién: g(z) = m
Solucién:
a) flx) =22 4+2—-2=0= 2= -2y 2 = 1. Ninguno de estos puntos estd en el intervalo
[4, 6], luego s6lo hay un recinto.
6 3 2 6
170
Sy :/ (2 + 2 —2)dx = Tl g =28
4 32 1

170
S =18 = — = 56,0667 u?

b) Asintotas:

@ Verticales:

— 222 — 1
. —21% —
L R
lim 7721:2 -1 = {;9} = —00
z——2- 3(x? + 2 — 2) 0+
it S {;9} ~ oo
s——2+ 3(2? + = — 2) 0-
vt —2r2 —1
R PR R
lim ﬂ — {;3} = 400
z—1- (22 + 2 — 2) 0~

2t {;3} o
21+ 3(22 + 2 —2) N
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2
@ Horizontales: y = —3

i 2ol 2
e—so0 3(x2 42 —2) 3

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

3.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.10.7 Durante el estudio de medida del ruido R, expresado en decibelios, en un punto
de una determinada ciudad se ha comprobado que varia con el tiempo, ¢, expresado en horas de
acuerdo con la funcién:

R(t) =t> —12t> + 36t + 60 (1<t <7T)

Determinar, justificando las respuestas, en qué momento se producen los valores maximo y minimo
de ruido. Calcular dichos valores maximo y minimo.
Solucién:

R(t)=3t2-24t+36=0= t=2yt=6

[0,2) (2,6) (6, 7]
R'(t) + - +
R(t) | creciente /| decreciente Y | creciente

Luego hay un méximo local en ¢t = 2 horas con 92 decibelios y un minimo local en ¢ = 6 horas con
60 decibelios. Este mdximo y este minimo son absolutos cuando los comparamos con R(1) =85y
con R(7) = 67.

Mix(2,92)

L
(1,83 T PI4,76)
\\V (7,67
Min(6,60)

=1 =7

Problema 3.10.8 Cierta levadura es utilizada en la masa del pan en una cantidad, x, entre 1 y
5 gramos, El crecimiento de la masa en el horno, F(x) (en ¢m) viene determinado por la cantidad
de levadura de acuerdo a la funcién:

F()_{ Br+24 si 1<z<3
=\ a2+ A2 - B si 3<z<5

Se sabe que con 2 gramos de levadura la masa experimenta un crecimiento de 2 cm y que la funcién
es continua. Determinar las constantes A y B. Justificar la respuesta.

Solucion:
lim F(z)= lim (Bx+2A)=2A+3B
r—3~ r—3— . _
x—>37F z—3+

A-4B=-9yF(2)=2=— 24+2B=2=— A+B=1.

{A—4B:—9 {A:—l
A+B=1 B=2
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Problema 3.10.9 Se pide, justificando las respuestas:
a) Hallar el drea encerrada por la funcién: f(x) = 22 +3x +2 el eje OX yentrex = 1y 2 = 3.

222 +3

b) Calcular las asintotas de la funcién: g(z) = NE 31D
x x

Solucién:
a) f(x) =22+32+2=0= 2 =—2y = —1. Ninguno de estos puntos estd en el intervalo
[1, 3], luego sélo hay un recinto.

3 3 32 3 74
51:/(x2+3x+2)da::m—+i—|—2x = —
) 32 L3

74
S =8 = 3 = 24,667 u?

b) Asintotas:

@ Verticales:

r= -2 )
lim _ 2" +43 = 400
r—>r—2 2(:1’,‘2 =+ 3x + 2)
i —22%+3 {—5}
m —=|—|=-x
z——2- 2(x? + 3x 4+ 2) 0+
i —22%+3 {—5} N
m ——=|—|=4
z——2+ 2(2? + 3z + 2) 0~
z=-1 )
-2z 43
lm ———m—— =+
e5ty 2(z2 432+ 2) >
) —22%+3 { 1 }
Ilm ———m——=|—|=-x
z—r—1- 2(x2 + 3z + 2) 0-
i —22% +3 { 1 } .
1m _ = | — | = o0
z——1+ 2(2? + 3z + 2) 0t
@ Horizontales: y = —1
22243 _

lim o %
e-500 2(2? + 37 + 2)

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

3.11. Galicia
3.11.1. Modelo de 2020

Problema 3.11.1 El nimero de espectadores de una serie (IV), en millones, en funcién del tiempo

8t

(t), en afios, sigue un modelo dado por la funcién: N(t) = K + T
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a) Calcula el valor de K si se sabe que al final del segundo afio el nimero de espectadores era
de 4,2 millones.

b) Estudia el crecimiento, el decrecimiento y el momento y valor mdximo de la audiencia.

Solucién:

16 s 8t
a) N2)=K+ — =4,2= K =1 millén. Luego N(t) =1+ ——

5 1+t

, 8(1 —t?) _ . . : .
b) f'(x) = —5——5 = 0= ¢ = £1 aflos, la solucién negativa no tiene relevancia.
(124 1)2
(0,1) (1,00)
f'(x +

f(x) | crece N | decrece \
La funcién tiene un mdximo en (1,5), al ano se llega a los 5 millones de espectadores.
Problema 3.11.2 Dada la funcién f(x) = 2% — 6z + 8

a) Realiza su representacién grifica estudiando sus puntos de corte con los ejes, monotonia y
extremo relativo.

b) Calcula el drea del recinto limitado por la gréfica de la funcién y los ejes de coordenadas.
Solucién:

a) Dom(f) = R. Los puntos de corte con el eje OY: hacemos z = 0 = (0, 8), con el gje OX
hacemos f(r) =0= 2% —6x+8=0= (2,0) y (4,0).
Monotonfa: f'(z) =22 —6=0=— z =3y como f”(z) =2 < 0 se trata de un minimo.

\ vy

Min(3,-1)

b)
2 23 4
Slz/(x2—6x+8)dx:——3x2—|—8z =—
0 3 2
20
S:|51|:§U/2

GRS )

Min(3,-1)
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3.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.11.3 El ntimero de personas (en miles) que visitan cada afio un parque temdtico
180¢

249
su apertura en el ano 2010 (¢t = 0)

viene dado por la funcién P(t) = ,t >0 en donde t es el tiempo transcurrido en anos desde

a) Determine los periodos de crecimiento y decrecimiento del nimero de visitantes.

b) (En qué afio recibié el mayor nimero de visitantes? ;A cudnto ascienden? Razone las res-
puestas.

¢) ;A partir de qué afo el ntimero de visitantes serd inferior a 18000 personas? ;Qué ocurrird
con el nimero de visitantes con el paso del tiempo? Razone las respuestas.

Solucién:
, 180(t* — 9) _ . . . :
a) P'(z) = —————== = 0= t = £3 afios, la solucién negativa no tiene relevancia.
@+ 97
(0,3) (3,00)
f'(x) +

f(x) | crece N decre_ce N

La funcién crece en el intervalo (0, 3) aflos (2010-2013) y decrece en el (3, 00) afios (2013, c0)

b) La funcién tiene un maximo relativo en el afio 3 (2013) con 30000 visitantes (3,30). Este
maximo es absoluto.

180t
c) P(t) = Ero 18 = 182 — 180t +162 =0 = t =1y t = 9. Cuando ¢t = 1 (2011)
la funcién estd creciendo. Cuando ¢ = 9 (2019) la funcién estd decreciendo, a partir de ese
momento siempre habrd menos de 18000 visitantes.

_ ) . 180(t? —9)
Cuando t se va haciendo més grande ¢t — oo tenemos lim ————=
T—>00 (t2 + 9)2

visitantes tiende a desaparecer con el paso del tiempo.

=0, el nimero de

Problema 3.11.4 Dada la funcién f(z) = —42? + 122 — 5

a) Realice su representacion grafica estudiando sus puntos de corte con los ejes, monotonia y
extremo relativo.

b) Calcule el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x), el eje OX y las rectas
r=1z=2.

Solucion:

a) Dom(f) = R. Los puntos de corte con el eje OY: hacemos © = 0 = (0, —5), con el eje OX
hacemos f(r) =0= —42?>+ 120 -5=0—= (g,()) y (%,0).
Monotonfa: f'(z) = —8z+12=0=> = = 3 y como f”(z) = —8 < 0 se trata de un maximo
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Mix(3/2,4)
1/2,0) (520
0(0,0)
-3

b
) 2 _41-3 ) 11
51:/(_4x2+12.1‘—5)dx: e agtm
1 3 1 3
11
S =8| =— ~3,67u
3
x=1 - iy - =2
| : ///(/' (: \\\\\(m,w
) // ’ 2,00 N
o
ltis; \\
\‘\
e |
/

3.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.11.5 Los gastos financieros de una organizacion, en cientos de miles de euros, siguen

4—L si 0<t<3
.z . _ - 3 — Ty
la funcién: G(t) = { ‘;1:13 i  1>3

a) (En qué momento los gastos son iguales a 400000 euros? Razona la respuesta.

siendo t el tiempo en anos transcurridos.

b) ;Cudndo crece G(¢t)? ;Cudndo decrece G(t)? ;Cudndo los gastos alcanzan su valor minimo
y cuanto valen?

¢) ;Qué ocurre con los gastos cuando el nimero de anos crece indefinidamente?

Solucion:

L=4 si 0<t< = i 0<t<
a) G(t) = 4 = { 51—5 S0st=3 {t 0 s 0st=3 , los gastos son

iguales a 400000€ cuando la organizacién empieza a dar sevicios financieros y cuando han
transcurrido 7 anos.

_1 1 <t < (073) (3700)
b) G'(t) = { @ zi 0 ;> g 3 — | G'(1) _ 4
(t+1)2 G(t) | decrece \, | crece

Los gastos financieros decrecen desde el incio del servicio hasta el tercer ano, a partir de este
ano los gastos crecen.
Los gastos minimos se producen el tercer ano y son de G(3) = 3, es decir, 300000€
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c¢) Cuando el nimero de aios crece indefinidamente:

Los gastos tienden a estabilizarse en valores muy cercanos a 500000€

Problema 3.11.6 Una pequena empresa comercializa paraguas a 60 euros la unidad. El coste de
produccién diario de ”2” paraguas viene dado por la funcién C(z) = 22 — 10z, estando limitada
su capacidad de produccién a un méximo de 70 paraguas al dia (0 < z < 70)

a) Obtenga las expresiones de las funciones que determinan los ingresos y los beneficios diarios
obtenidos por la empresa en funcién del nimero de paraguas producidos ”x”.

b) Determine el nimero de paraguas que debe producir diariamente para obtener el méximo
beneficio. /A cuanto ascienden los ingresos, los costes y los beneficios diarios en este caso?
Razone la respuesta.

Solucién:
a) La funcién beneficio serfa f(z) = 60x — C(z) = —x2 + 70x con x € [0, 70].
b) fl(z)=-224+70=0= =235

(0, 35) (35,70)
fll@) |+ -
f(x) | crece M| decrece N\

Los beneficios crecen hasta la produccién de 35 paraguas y decrecen a medida que producen
mas de 35. Luego los beneficios méaximos se obtienen con una produccién de 35 paraguas y
son de f(35) = 1225€.

Los coste que se han producido son: C(35) = 835€.

Los ingresos totales han sido: 60x = 60 - 35 = 2100€.

3.12. Islas Baleares

3.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 3.12.1 En una empresa se pueden producir hasta 500 mesas cada mes. La funcion de

3
costes en relacién con el niimero ¢ de mesas producidas es C'(q) = & + 8¢ + 40. Si ¢ es el niimero

de mesas producidas, el coste medio de cada mesa se expresa mediante la funcién Q(q) = %

a) Cacular el coste medio de cada mesa, si la empresa produce 5. ;Y si produce 207

b) Determinar cudntas mesas hay que producir para que el coste medio sea minimo. Justificar
que se trata efectivamente de un minimo y Calcular este coste medio.

Solucién:
a) El coste medio es:
Cla) & +8q+40 ¢ +400g + 2000

q q 50q

Q@:?:m5mm:w
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b) Si no se fabricase ninguna mesa el coste se serfa de C'(0) = 40 y el coste medio se haria muy

grande:
. ¢*+400q + 2000 {2000}
lim = =+
z—s0+ 50q 0+
Si se fabricasen 500 mesas tenemos Q(500) = 5008,08 y el dominio de la funcién serd
Dom(Q) = (0. 500]
3
, q°> — 1000
=———F—=0=¢=10
Q'(q) 2542 q
(0,10) (10,500)
Q'(q) - +
Q(q) | decrece N\ | crece N

)
la funcién decrece en el intervalo (0,10) y crece en el (10,500) con un minimo local en el
punto (10, 14).
El minimo obtenido es absoluto y se obtiene con una produccién de 10 mesas y un coste
medio de 14.

Y,

Min(10,14)

Problema 3.12.2 Dadas las funciones f(z) = —22 +5y g(x) = 2% —a con a € R
a) Encontrar todos los posibles valores de a de la interseccién de f(z) y g(x).

b) Para a = 3, dibujar el recinto cerrado entre las graficas de f(x) y g(z), identificando los
puntos de interseccién.

¢) Para a = 3, Calcular el drea del recinto que encierran.

Solucion:

a+5 a+5b
a) f(#) =g(a) = —a?+5=a’-a= W’ =a+db = a2=%\/ P = L >0= a>
—5 = a € [-5,00)

b) Sia=3y f(z) =g(x) = —2?+5=22-3= 20> =8=— 1 =42

c)



r(;;/

Problema 3.12.3 Consideremos una funcién f(x) tal que su primera derivada es f’(z) = 23 +
bx + 4, en la que b es un parametro real.

a) Determinar el valor de b para que f(z) tenga un extremo relativo a © = —1 y razonar si se
trata de un maximo o de un minimo.

b) Suponiendo que b = 1, calcular una primitiva de f'(z), y es / f(x)d.
c¢) Utilice la primitiva anterior para calcular f(x) para b =1 sabiendo que f(2) = —1.
Solucion:

a) f/(-1)=0= —1-b+4=0= b=23. Luego f'(z) =2 +3x +4 = f'(z) =322 +3y
f"(-1)=6>0= z = —1 es un minimo.

b) Tenemos f'(z) = 2 + x + 4.

4 2
f(iv):/f’(x)dx:/(x3+x+4)dx:%+%+4x+c
4 2
c) f2)=1U+C=-1= C=-15= f(z):%+%+4:z:—15

3.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.12.4 De una funcién y = f(x) sabemos que su derivada f'(r) = 22° — 18z
a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y = f(x).
b) Determinar las abscisas de sus extremos relativos y clasificarlos.

Solucién:

a) fllz) =22> - 18r=0= =0y o =43

(_007_3) (_370) (073) (S?OO)
f'(x) - + - +
f(z) | decrece | crece | decrece \, | crece N

la funcién decrece en el intervalo (—oo, —3) U (0,3) y crece en el (—3,0) U (3, 00)

b) La funcién tiene minimos relativos en los puntos x = —3 y x = 3 y un méximo relativo en
z=0.
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Problema 3.12.5 Los beneficios semanales de una empresa expresados en euros, cuando fabrica
y vende x objetos, se ajustan a la funcién B(x) = —0, 7522 + 75z — 1200; donde 20 < z < 80

a) Calcular el beneficio que obtiene en fabricar y vender 20 objetos.

b) Buscar el nimero de objetos que ha de fabricar y vender para obtener el beneficio méximo,
asi como este beneficio maximo.

¢) El beneficio medio para = objetos es M (z) = B(z)/z. Diga cudntos objetos debe fabricar y
vender para que el beneficio medio sea méximo, y cudl es este beneficio.

Solucion:
a) B(20) =0€
b) B'(z) =—-1,50+75=0= z =50

[20,50) | (50,80]
B'(x) + -
B(z) | crece | decrece \

Los beneficios crecen hasta la fabricacién y venta de 50 objetos.

Los beneficios decrecen desde la fabricacion y venta de 50 objetos hasta la fabricacién y venta
de 80 objetos.

Los beneficios seran méximos con la venta y fabricacién de 50 objetos y serd de B(50) = 675€.
Se trataria de un méaximo relativo que, en nuestro caso, es absoluto.

Bla) | 0750+ Tor 1200 3 - 1600)
T T 42

c) M(z) = = 0= =140

[20,40) | (40, 80]
M'(x) + -
M(z) | crece | decrece N\

El beneficio medio crece hasta la fabricaciéon y venta de 40 objetos y decrece desde ese
momento hasta la fabricacién y venta de 80 objetos. Por lo que tiene un maximo relativo en
2 = 40 con un beneficio medio de M (40) = 15€

3.13. Islas Canarias

3.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.13.1 Una empresa que ofrece servicios en internet tiene, en el dia de mas actividad
del ano una demanda de datos que viene dada por la funciéon:

142 6 :

D(t) =
-¥ 416 si 8<t<24

donde ¢ es la hora del dia (de 0 a 24) y D(t) es la demanda de datos a esa hora expresada en
cientos de Gigabits por segundo.

a) Representa gréficamente la funcién. jHubo una demanda continua de datos a lo largo del
dia? En caso negativo, ja qué hora hubo un salto instantdneo de la demanda y cudl fue la
magnitud del salto?
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b) Calcula los valores de las demandas minima y méxima absolutas y cuando se alcanzaron.

Solucion:

a) Dibujamos la gréfica de la funcién

@ Estudiamos la continuidad en t = 8

1 4
lim (—t2 - §t+4> = -

t—s8- \ 10 5 5
36 4
If <f— 6) = -
tjré+ t + 5

Luego la funcién es discontinua no evitable en ese punto, hay un salto.
- Dom(f) = [0,24]

@ Cortes con eje OY hacemos t =0 = (0,4)

Puntos de corte con OX hacemos D(t) = 0 =
1 6

Et2—gt+47é0 si 0<t<8
—, luego no hay puntos de corte
7?+6:O:> t=6(novale) si 8<t<24
con OX.
t—6 .
?:0=> t=6 si 0<t<8
o« D/(t) =
36 si 8<t<24
12
0,6 [ (65 [ (5.2
D'(t) — + +
D(t) | decrece “\, | crece | crece

La funcién es decreciente en el intervalo [0,6) y creciente en el intervalo (6,8] U (8, 24]
con un minimo relativo en el punto (6,2/5).

@& Representacion:

(2449

0.4\

=24
=0 -8
\
\
8;1,5)

\/(8;0,8)

Min(6;0,4)

En resumen: La demanda no fue continua a lo largo del dia a las 8 horas hubo un salto de
1,5-0,8=0,7 de cientos de Gigabits.
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b) La demanda minima serfa a las 6 horas con 0,4 de cientos de Gigabits.
La demanda méxima es a las 24 horas con f(24) = 4,5 de cientos de Gigabits. (En f(0) =4
que es menor)

Problema 3.13.2 La empresa XY PERI A ha encargado la construccién de su logotipo corporati-
vo en madera y cobre, tomando como modelo la figura adjunta, que disefié una empresa contratada
para ello. El circulo, que serd de madera, estd centrado en el punto (0,0) y tiene 2 metros de radio.
Las funciones que delimitan el area sombreada son:

fa)=a2* -z gla) =2

a) La zona sombreada se va a recubrir de cobre ;Qué superficie
tiene esta zona?

b) Teniendo en cuenta que el m? de plancha de cobre se cobra a L
60€ y no se desperdicia nada, que el coste de mano de obra
es el 30% de lo que cuesta el cobre, y que el circulo de ma-
dera, el transporte y el montaje in situ tienen un coste de fijo
270€, jcuanto deberd pagar XY PERIA por la construccién e

instalacién de su logotipo corporativo?
Solucién:

a) calculamos los puntos de interseccién de las dos graficas:

P-rz=r=2>-2z=0= z =0, r=+V2

Habria dos recintos que, por simetria, son iguales:
V2 24
Slz/ (23 —2x)dr = — — 2 =-1
0

S = |Sl‘ + |S2| = 2|Sll =924

b) Coste del cobre= 60 - 2 = 120€
Mano de obra= 0,3 - 120 = 36€
Coste fijo= 270€
Total = 120 4 36 + 270 = 426€

3.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.13.3 Para hacer los decorados de una pelicula se necesita construir y pintar una
pared de cartén piedra como la de la figura adjunta. La curva superior de la pared puede repre-

sentarse mediante la funcién:
F(x)—{ 22 —=3z+10 si x€]0,4]
Tl -2+ 13222 si owe (4,8

Las unidades se miden en metros.
a) Calcular cuando mide la superficie de la pared.

b) Si el cartén piedra cuesta 4€/m?, la pintura 0,5€/m?
y el coste la mano de obra es igual al 70 % del coste
de los materiales (cartén y pintura) jcudnto costard

la elaboracién de esta pared?
Solucién:
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a) Tenemos dos recintos

4 3 3g2 Y112
Slz/ (1;2—3x+10)da:=x——i—|—10x} = —
0 3 2 0
8 3 2 8
13 224
SQ:/ (—2? + 132 — 22)do = — = + o0 _99p| ==
4 3 2 4
112 224

b) Cartén piedra = 112 -4 = 448€
Pintura = 112 - 0,5 = 56€
Mano de obra = 0, 7(448 4 56) = 352, 8€
Total = 448 + 56 + 352, 8 = 856, 8€

Problema 3.13.4 Durante los tltimos 10 anos el déficit en las cuentas de una institucién, en
millones de euros, viene dado por la funcién:

= 5 G teo,4)
D(t) = (t7$)2 ’
E0° 13 siote (4,10
siendo t el tiempo en anos. Justificando la respuesta:
a) (Es continua D(t)? Representarla graficamente.
b) jEs D(t) derivable?

c) (Entre qué valores varfa D(t)? ;Cuéles son sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento?
;,Cuando alcanza los valores maximos y minimos absolutos?

Solucion:

a) Las dos ramas son continuas, hay que analizar la continuidad en ¢ = 4:

_9)\2
lim f(z)= lim <7(t 2) +5):4
t—4— t—4— 4
, (- )
1 =1 (7 3] =4
L =t

f4)=4
Luego D es continua en t = 4

Dando valores: D(0) =4 = (0,4), D(4) =4y D(8) = 3,11

=2 _0= (=2 si te][0,4]
D'(t) = 2 ’
(t) {2(1)7):0:”:7 si te(4,10]

0,2) (2,4) 4,7) (7,10)
D't | + = = +
D(t) | crece | decrece | decrece \, | crece

La funcién es decreciente en el intervalo (2,7) y creciente en el intervalo (0,2) U (7,10) con
un minimo relativo en el punto (7,3) y un méximo relativo en (2, 5)
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Mix(2,5)

04" \(w\
\/(‘mm

Min(7,3)

=0 =4 =8

Como se puede ver en la grafica el maximo relativo (2,5) también es absoluto y el minimo
relativo (7,3) también es absoluto.

b) D'(47)= -1y D'(4") = —2/3 = D no es derivable en ¢t = 4. Luego D es derivable en el
intervalo [0,4) U (4, 10]

c¢) Resuelto en el apartado primero.

3.14. La Rioja

3.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 3.14.1 Consideramos la funcién f(z) = 2* —ax? + b
a) {Qué valores deben tomar a y b para que la funcién tenga un minimo en el punto (1,0)?

b) Con los valores de a y b del apartado anterior, calcula los puntos donde f(x) tiene tangente
paralela a la recta y = 1.

c¢) Calcula la recta tangente a la funcién en el punto z = 1.

Notaz:si no has conseguido determinar a y b en el apartado anterior, toma a = 2 y b = 1 en los
apartados b) y ¢).
Solucién:

a) f(z)=2*—az’ +b= f'(z) = 423 — 2ax

f)=0=1-a+b=0 a=2
{f’(1):0:> 4-2a=0 { b=1

= f(z)=a2*—222+1
Como f"(x) =122 —4 = f"(1) =8 > 0 = (1,0) es un minimo.
b) Una recta paralela a y = 1 tiene que tener pendiente cero:
f(xo) = 4ad — 42 =0 = 20 =0, x9 = +1
En los puntos (0,0), (—1,0) y (1,0)

c) zg =1 = yo = f(xo) = 0 el punto de tangencia es el (1,0) y m = f'(1)=0= y—0=
0O(z—1)= y=0

Problema 3.14.2 Sea la funcién

0 si <0
f(z) = 2 s 0<x<1
axr —2 si 1<z



a) (Para qué valor de a la funcién es continua?
b) Utilizando el valor de a del apartado anterior, esboza una grafica de la funcién f.

¢) Con el valor de a del apartado a), calcula el drea encerrada por la grafica de la funcién f, el
eje OX y la recta = = 3.

Nota:si no has conseguido determinar a en el apartado anterior, toma a = 3 en los apartados b)

yc).
Solucion:

a) Continuidad en z = 0:

lim f(z)= lim 0=0

z—0~ z—07

lim f(z)= lim 2>=0 = f continuaen z =0
x—0+ z—0t
f(0)=0

Continuidad en z = 1:

— a—2=1=—=a=3

b) Dando valores:

0(0,0)

c) Hay que calcular dos areas:
Sy en el intervalo (0,1) y S en el intervalo (1, 3):

1 3
1
si= [ atar= |~
0 3 0 3

3 2 3
3
52:/(333—2)dx:i—23:} =8
1 2 1
Luego:
1 25
S:|51|+|52\:§+8:§zs,33u2
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Problema 3.14.3 La parte positiva de la funcién f(t) = —2t? + 16t indica la gravedad de un
enfermo desde que contrae una determinada enfermedad hasta que vuelve a estar sano.

a) Haz un esbozo de la grifica de la funcién.
b) Si la variable ¢ se mide en dfas, ;cudntos dias dura la enfermedad?
¢) JEn qué dia del proceso estd mds grave el enfermo?
Solucidn:
a) Esbozo de la funcién:

@ Puntos de corte:
Con OY hacemos z = 0= (0,0)
Con OX hacemos f(z) =0= (0,0) y (8,0)

&« fft)=—-4+16=0= t=4

(_007 4) (47 OO)
J'(t) + -
f(t) | creciente A~ | decreciente N\

La funcién crece hasta el dia 4 donde hay un méximo local en (4,32).
La funcién decrece a partir del dia 4.

Mix(4,32)
AN
N

0(0,0) \(8.0
\

b) La enfermedad termina el dia 8.

¢) La maxima gravedad se da el dia 4.

3.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 3.14.4 Sea la funcién

22 si 0<t<1
ft) = t—1 si 1<t<?2
—5t+15 si 2<x<3

a) Estudia razonadamente su continuidad.

b) Haz una representacién grafica de la funcién f.

c¢) Si la funcién f representa la asistencia (en miles de personas) a un festival de musica en
funcién del tiempo ¢ (medido en horas). jen qué momento la asistencia fue maxima? (Para
qué valor de t). ;Cuédntas personas habia en el festival en ese momento?.
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Solucion:

a) Continuidad en ¢t = 1:

lim f(t) = lim 2t> =2
t—1— t—1—

lim f(t)= lim (3t—1)=2 = f continuaent=1
t—1t t— 1t
) =

lim f(t)= lim (=5t+15)=5 = f continua en ¢t = 2
t—s2F
f(2)=5

Las ramas son continuas, luego f es continua en [0, 3]

b) Representacion gréfica:

v

=0 =1 =2 =3

(2,5)

(1,2),

(3,0
0(0,0) o<i<1 Is1<2 293

c¢) La asistencia maxima fue a la hora 2 con 5000 personas.

Problema 3.14.5 Sea la funcién f(z) = az? + bz + ¢

a) Determina a, b y ¢ sabiendo que el punto (—2, 1) pertenece a la grafica de la funcién f y que,
ademds, el punto (—1,0) es un extremo relativo de f.

b) Determina el drea que encierra la grifica de f y el eje OX en el intervalo [0, 3].

NOTA: Si no has conseguido determinar a, b y ¢ en el apartado anterior, toma a =1,b =2y
¢ =1 en este segundo apartado.
Solucién:

a) f(x) =az?+br+c= f'(z) =2ax+0b

f(=2)=1= 4a—2b+c=1 a=1
f(-)=0=a—-b+c=0 =< b=2 = f(x)=2>+22+1
f'(-1)=0= —2a+b=0 c=1

b) f(x) = 2> +2x+1 =0 = z = —1, la funcién f no corta al eje de abscisas dentro del

intervalo [0, 3], por lo que sélo hay un recinto
3 3

3
51:/ (1’2+2x+1)d:p:%+1’2+x =21 u?
0 0

S = 18| =21 u?
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Problema 3.14.6 La producciéon de un invernadero depende de la temperatura a la que esté
regulado. La cantidad de toneladas de verduras que produce viene dada por la siguiente funcion,
en la que x indica la temperatura en grados Celsius

fla) = (z+3)*(36 —z) (0<z<36)
a) {Para qué valor de x se obtiene la méxima produccién?
b) ;Cuédntas toneladas se obtienen a esa temperatura?
c) (Para qué valores de x el invernadero no produce nada?

Solucion:

a) f(x) = (z+3)%(36 —x) = —a® + 3022 + 207z + 324 = f'(z) = —32°% + 60z + 207 = 0 =
x = —3(no vale) y x = 23

[0,23) (23, 36]
f'() + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo [0,23), y es decreciente en el intervalo (23, 36]. Tiene
un méaximo relativo (en este caso absoluto) en (23, 8788).

b) La produccién es méxima con 8788 Tm cuando la temperatura es de 23°C.

c) f(x) = (x+3)%(36 —x) =0 = x = —3(no vale) y = = 36°C.

¥y

Mix(23,8788)

(0,324)
0(0,0)| (32,0)

3.15. Madrid
3.15.1. Modelo de 2020

Problema 3.15.1 Se considera la funcién real de variable real f(z) definida por

f(z) =az® +bx+c
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a) Obtenga los coeficientes reales a, b y ¢, de f(x) sabiendo que la funcién tiene un extremo

relativo en el punto de abscisa x = —3 y que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de
f(z) en el punto de abscisa x =0 es y = 62 + 8.

b) Para a =2,b=1y c=1, calcule la integral / 7f(x) dex.
1 T

Solucién:
f(z) =az’ +bx+c= f'(r) =2az+b, y=06x+38
f'(-3)=0= —6a+b=0 a=1
a) m=f(0)=6= b=06 — b=6 —
f(0)=6-0+8=8=—= ¢c=38 c=38

f(z) =2® + 62 +8
b) Sia=2,b=1yc=1= f(z)=222+2+1:

e e 2 e
/ Mdgg:/ Md:p:/ (21’+1+l)d1’:
1 T 1 Z 1 T

x2+x+lnx]i =e?4+e—1~9,107
4
Problema 3.15.2 Dada la funcién f(z) =z + —
x
a) Halle el dominio de la funcién y sus asintotas.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y, si los hubiera, sus
extremos relativos.

Solucion: 5
4 x° 44
f({,E) =+ 5 = 72
a) Dom(f) =R — {0}.
Asintotas:
@ Verticales:
En z=0: 3
z° 4+ 4 4
1/ = | —| =
ey S or] =T
T { 4 } _
b T2 T or) T
@ Horizontales: No hay.
L xd44 , 3 +4
Iim —— = lim 5 = —©
@ Oblicuas: y = mx + n:
3
m = lim f(x): lim x —,’—4:1
r— o0 I xr—> 00 x5

, 23 +4— g3
lim 3 =0=y=x
Tr—> 0 X



b) f(x) = = =0= =2
(—00,0) (0,2) (2, 400)
f'(@) + - +
f(z) | creciente | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00), y decreciente en el intervalo (0,2),

tiene un minimo relativo en el punto (2, 3).

I A
/ N
il _Min(2,3)

Problema 3.15.3 Se considera la funcién real de variable real definida por
2 L.
z¢+ar——- si <0

f(x) =
x+1 .
p si >0

a) Determine el dominio de f(z) y calcule el valor del pardmetro a € R para que f(z) sea

derivable en todo su dominio.

b) Para a = 0 determine, si existen, las asintotas de f(z).

Solucién:
a) Estudiamos la continuidad en z =0

1 1
lim f(z) = h’m7<m2+am—§):—§

z— 0~ z— 0

z+1 1 —
1, - 1, —_— = —
L S0 = 1 5 =
1
0)=—=
10) = —5
La funcién es continua en 2 = 0 pero no lo es en z = 3 = Dom(f) = R — {3}.
Estudiamos la derivabilidad en x = 0, que es el inico punto del dominio en el que hay duda
2z +a si <0
! —
fiz) = 2 +20+9 >0
- s
CE
1 /o 1 1 . .
Tenemos que f'(07) = ay f/(07) = —— = a = ——. Para este valor la funcién seria

derivable en todo el dominio de la funcién Dom(f) = R — {3}.
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x? — ) si <0
b) f(z) =
r+1 .
27 S1 x> O
2 —
Asintotas:

En la rama x < 0 no hay asintotas, se trata de un polinomio.
En la rama x > 0

@ Verticales:
En x=3:

i z+1 {4}

bt =|—| =—

—3- 12— 9 0~ ¥
r+1 {i} _

—3+ 22— 9 o+) T

@ Horizontales: y = 0.

(0.-179) = =0

3.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.15.4 Se considera la funcién real de variable real definida por

4z — o3

@)= 3m+x2+4

a) Calcule el dominio de la funcién y obtenga el valor que hay que asignar a f(x) en = 0 para
que la funcién anterior sea continua en este punto.

b) Obtenga las asintotas de esta funcién en caso de que existan.
Solucién:

a) 3r+22=zB3+2)=0= 2=0yz=-3=
Dom(f) =R — {-3,0}.

Enx=0:
” 4x—x3+4 {0}_1_4 i 4—3x2+4 4_'_4 16
1m = | — = lilm = — = — =
z—0 3x + x2 z—0 34 22 3 3
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La funcién f presenta en el punto 2 = 0 una discontinuidad evitable (un agujero) La extensién

por continuidad que necesita esta funcién para ser continua en ese punto seria hacer f(0) =
16

3
b) Asintotas:

@ Verticales: En z = 0 no hay asintota por el apartado anterior. Analizamos en z = —3:

B 4 — g2
lim
r—> —3~ +x

+4= B—ﬂ+4:+oo

e 4= [o7
If 4= 2| +4=—
z*ﬁnfl?ﬁ 3+z + 0+ + o
@ Horizontales: No hay
x? 4
1f = -
s oo 3+ + >
@ Oblicuas: y = mx +n
—224+4 1
m= lm L&) g, e ARG,
r—> 00 T T— 00 x2 + 3x
Tx 4 16
- - - =7
y=—xc+7
Problema 3.15.5 Se considera la funciéon real de variable real
fz) = —z* + 23 + 222
a) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(z) en el punto de abscisa x = —1.

b) Obtenga el drea del recinto acotado delimitado por la funcién f(z) y el eje de abscisas para
valores de z > 0.

Solucién:
a) b= f(=1)=0. f'(z) = —423 + 32? + 42 = m = f’(—1) = 3 Luego la ecuacién de la recta
tangente serd:
y=3xz+1) = y=3x+3
b) —z*+234+222=0= = —1,2=0y z =2. Como x > 0 el intervalo de integracién serd
el [0,2].
2 —z5 2t 228)° 4

S= [ (—2*+2*+22%) = —/— + — + =~

2
=—u
0 5 4 31, 15

Problema 3.15.6 Se considera la funcion real de variable real dada por la siguiente expresion:
f(z) =3(x+k)e 2
a) Indique el dominio de la funcién y obtenga razonadamente el valor del pardmetro real k para

que la tangente a la funcién en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal. Determine también
la ecuacion de la recta tangente a la funcién en dicho punto.
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b) Para k = 1, senale los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).

Solucién:
a) Dom(f) =R
Fla) = —ge*%(ﬁk—m v (1) =0— S 51—k =0— k=1
b) Sik=1= f(z)=3x+1)e 2= fl(z)=3e2(1-2)=0= 2=1
(700,1) (17+OO)
f'(x) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,1), y decreciente en el intervalo (1,00) con un
maximo en (1, %) = (1;3,64).

Mix(1;3,64)

3.15.3. Convocatoria Ordinaria junio de 2020-coincidente

Problema 3.15.7 Considere la funcién real de variable real
f(z) =223 +ax?® — 1

a) Determine el valor de del pardmetro real a para que el punto de abscisa x = —1 de la funcién
f(z) sea un méximo relativo.

b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) para a = 1.
Solucién:

a) f'(z) =622 +2ax = f'(-1)=6—-2a=0= a=3
f'(z) =120+ 20 = f"(-1)=—-124+6 = —6 <0 = x = —1 es un méximo relativo.

1
b) Sia=1= f(r)=223+22-1= f(v)=62>+2r=0= szyx:—g.

(=00, —1/3)

(=1/3,0)

(0, +-00)

f'(x) +

_|_

creciente

decreciente

creciente

176




La funcion es creciente en el intervalo (foo, f%) U(0, 00), y decreciente en el intervalo (f %, O),
1 _ 26

tiene un minimo en el punto (0,—1) y un maximo en (—57 —ﬁ).
i /

(0,0) /

Mex(193,:2637) | /,//
e Min(0,-1)

/,,,

/
/

Problema 3.15.8 Dada la funciéon real de variable real:

flx)=ax®—2*> —z+a

a) Determine el valor del pardmetro real a para que haya un punto de inflexién en z = 1.

b) Para a = 2, calcule el drea del recinto acotado por la gréfica de f(z), el eje de abscisas y las
rectasx =0y x = 1.

Solucion:

1
a) f'(z) =3a2® — 20 — 1= f"(2) =6ax —2, f'(1) =6a —2=0—= a=gz

b) a =2= f(z)=22%— 2% — 2+ 2. La funcién no tiene puntos de corte con el eje de abcisas
en el intervalo [0, 1], luego:

1 4
S:/ (22 —2? —x +2)dx = x——x——%—i—lv =
0

Problema 3.15.9 Considere la funciéon real de variable real definida por:

22 —4x +3
fay=¢ #-1

—z2 si <1

si x>1

a) Calcule ll'm1 f(z). (Es la funcién f(x) continua en todo su dominio?.
z—>

b) Calcule las asintotas de f(z).

Solucion:

a)

lim (—z?) = -1

r—> 1~

= lim f(z)=-1
It 332—430—&—3_{0}_ 22 —4 ) fr*ﬂf()
:D—H>nl+ 2 -1 - 0 _w—l)IIll+ 2z o

Y como f(1) = —1 = f es continua en z = 1.

b) La rama z < 1 no tiene asintotas, estudiamos la rama x > 1:
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@ Verticales: Las tinicas posibles son z = 1 (por el apartado anterior no lo es) y z = —1
no estd en la rama, luego no hay asintotas verticales.

@ Horizontales: y = 1.
, 22 —4z+3
Im ———— =

T —> 00 r2 1

1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

3.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.15.10 Se considera la funcién real de variable real

6x

— si x<1
222 + 1
fla)y=4 7
2m+Inx si z>1

a) Estudie los valores del pardmetro m € R para que f(z) sea continua en z = 1 y calcule la
derivada de la funcién para = < 1.

b) Halle el drea de la regién del plano limitada por la curva y = f(x), lasrectasx = -1y z =0
y el eje OX:

Solucion:

a) Continuidad en x = 1:

lim O

" _9
rx— 1~ 2I2+1

lim (2m+Inz)=2m = 2m=2== m=1

z—> 1+
71) =2m
6 —122%2 + 6
E 1 =— ") = ——
ne<l= f@)=557 = /0= Gay
b) En el intervalo [—1,0] la funcién es f(z) = 23:27:3_1 y no corta al eje OX en ese intervalo.
0 0
6z 3 3In3
= ——dr= - (In(22* + 1 =—
51 /_12x2—|—1x 2(n(“p‘”+),1 2
3In3| 3In3
S =18=|- ; ‘: ; ~ 1,65 u?

Problema 3.15.11 Se considera la funcion real de variable real definida por

2
ar —3
)= —F—r0
fa) = 2=
a) Calcule el valor del pardmetro a € R para que f(x) tenga una asintota horizontal en y = —1.
b) Para a = 1, halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y los extremos

relativos, si existen.
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Solucion:

3 ax?® —3
lim 27:(1:—1
r—o00 4 —5H

x? —
b) Sia=1= f(z) = x2—§’ Dom(f) =R — {+/5}.

f’(@:ﬁ:o: =0

(7007 0) (Oa OO)
f'(x) + — — 2 =0 es un médximo local.
f(z) | creciente | decreciente \,

La funcién crece en el intervalo (—oo, —v/5) U (—v/5,0) y decrece en el intervalo (0,v/5) U

(V/5,00).

e Max(0,3/5) y=1

Problema 3.15.12 Dada la funcién real de variable real
fl@)=e* +u

a) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(x) en 2 = 0.

b) Calcule
1
| s
0

a) a=0, f'(z) = 2% +1 = m = f(0)
y—1=3zr = y=3z+1.

Solucion:

=3yb=f(0)=1comoy—b=mx—a) =
i

/ =il
|/

1 2z 211 2
b) / (€** 4+ ) dx = S R % ~ 3,6945
0 d
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3.16. Murcia
3.16.1. Modelo de 2020

Problema 3.16.1 Una empresa, que vende un cierto articulo al precio unitario de 40 euros, tiene
por funcién de coste, C(x) = 222 + 4z + 98, donde x es el ntimero de unidades producidas del
articulo. Calcular el nimero de unidades que debe vender para que el beneficio de la empresa sea
méximo. Obtener el beneficio (ingresos menos los costes) maximo obtenido.

Solucién:
La funcién beneficio sera: B(x) = 40x — C(x) = —22% + 362 — 98
B'(z) = =42 + 36 = 0 = = = 9 unidades
B"(x) = —4= B"(9) = —4 < 0 = en z = 9 hay un méximo local con un beneficio de 64 euros.

Mix(9,64)
s //\\
/
' \
/ \
/

(3,3J;0)/ (14,66;0
0(0,0) ' \

/ \

/ \
T+a si <1
Problema 3.16.2 Dada la funcién f(x) = 22—-2 si 1<z<3
z+b si >3

a) Determinar a y b para que la funcién sea continua en todo R.

b) Hallar /3 f(z)dx
1

Solucion:

a) Continuidad en z = 1:

r—1— r—1— _ _
lim f(z)= lim (m2—2):_1 — l+a=-1=a 2

z—1t rz—1t

{ lim f(z)= lim (x+a)=1+4a

Continuidad en z = 3:

lim f(z)= lim (a* —2)=7
T—>37 r—3— . B

r—3t z—3+

3 3 3 Y

b)/ f(m)dxz/ (x2—2)dx=x——2x = —

1 1 3 13
Problema 3.16.3 Se pide:

a) Sea la funcién f(z) = ax® + bx, calcular los valores de a y b para que la grafica de la funcién
pase por el punto (1,1) y que en este punto la pendiente de la recta tangente vale -3.
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b) Si en la funcién anterior a = 1 y b = —12, determinar sus intervalos de crecimiento y

decrecimiento y sus puntos extremos.

Solucion:

a) f(z) =az3+bx = f'(r) =3az? +b

AR e
f(z) = =223 + 3z
b) f(x)=2% - 120 = f'(x) =322 -12=0= o = £2
(=00, —2) (=2,2) (2,0)

f'(x) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente \, | creciente

La funcién crece en el intervalo (—oo, —2) U (2, 00) y decrece en el intervalo (—2,2). Tiene un

méximo local en (—2,16) y un minimo local en (2, —16)
y //

/

Mix(-2,16) /

. /
VAN /
/(—2 3,00 PI(0,0) \ (V3,0

/

/ (2-16)

{
/

Problema 3.16.4 Representar graficamente el recinto del plano limitado por las recta y = 6 — 2x

y la pardbola y = —z? + 2z + 3. Calcular su 4rea.
Solucién:

flx)=gz)= 6-20=-2’+20+3= 2> —42+3=0=z=1yz=3
3 3

3 3
S1:/1 (f(x)*g(x))dx:/l (z2*4$+3)dm:%—2x2+3x :72

1

4
S:|Sl|:§ U2

3.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.16.5 El beneficio semanal obtenido en una empresa de ordenadores viene dado para
la funcién B(x) = —222 + 24z — 36, donde z representa el nimero de ordenadores vendidos se-
manalmente. Calcular el nimero de ordenadores vendidos cada semana para que el beneficio sea

maximo. ;Cual es este beneficio maximo?
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Solucion:
=—d4r+24=0— =6

B(z) = —22% + 24z — 36 = B'(z)
B"(z) = -4 = B"(6) = —4 < 0 = en z = 6 hay un mdximo local con un beneficio de 36.

v

Mix(6,36)

rd %

b

/

/

/

Problema 3.16.6 Sea la funcién f(z) = 2® + ax? + bx + 1
a) Determinar los valores de a y b de forma que la funcién tenga un extremo relativo en x = 1
y la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) en el punto de abscisa = 0 tenga de

pendiente m = —1.
b) Si en la funcién anterior a —2 y b = —4, determinar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, asi como sus extremos relativos.
Solucién:
a) f(x)=a3+ar? +br+1= f'(z) =322 +2azx +b

{027 = jw =2

f’(l):0:>3+2a+b:0 3,2
{f/(O):71:>b:71 vrortl

b) f(z)=2° 222 —do+1= fl(2)=32> 42 —-4=0= 2=2yox=—=

(_007_2/3) (_2/372) (2700)
f'(x) + - +
f(x) | creciente /' | decreciente \, | creciente

La funcién crece en el intervalo (—oo, —2/2)U(2,00) y decrece en el intervalo (—2/3,2). Tiene

un méaximo local en (—2/3,67/27) y un minimo local en (2, —7)
’ /

Miix(-2/3,67/27)|
#E /

Problema 3.16.7 Representar graficamente el recinto del plano limitado por las pardbolas f(z) =

22 — 4z + 6 y g(z) = —22% + 5z + 6. Calcular su 4rea.
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Solucién:
f(x)=g(z) = 22 —42+6=-222+52+6= 322 —92=0= =0y x =3

3 243
2
51:/ (3:027993)d:v:;E?’fgi ——
0 2 1 2

27
S:|Sl|:?f:13,5 u?

N\ , 7

pY 4

/
g9 ] /

1

1
z+1

Problema 3.16.8 Dada la funcién f(x) =

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grifica de la funcién f(z) en el punto x = 1.

b) Calcular el drea de la regién del plano limitado por la grafica de la funcién f(z) el eje OX y
las rectas de ecuacion x =0y x = 1.

Solucion:
%) b= o) = f() =
f@) =~ = m= )=
L 1o 1 .3
yoy =@ - D=y =gy

b) La funcién f no tiene puntos de corte con el eje de abscisas luego sélo hay un recinto

1
1 1
Sl:/o m_'_ldxzln|x—|—1|]0:ln2

S =S| =1n2~0,693 u>

y-12=1/4(x-1)

N1,172)

00,0 1,0
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3.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 3.16.9 Se ha estimado en una empresa que su beneficio en los préoximos 10 anos viene

—t? s <t<
dado por la funcién: B(t) = { at 2tt : 60<_t t>_1(()i

siendo t el tiempo transcurrido en anos.
a) Calcular el valor del pardmetro a para que la funcién de beneficios sea continua.
b) Para a = 8 represente su gréfica y diga en qué intervalo de tiempo la funcién crece o decrece.

c) Para a = 8 indique en qué momento, de los 6 primeros anos, se obtiene el maximo beneficio
y cudl es su valor.

Solucién:
a) las dos ramas son continuas, hay que analizar la continuidad en t = 6:
t—6- t—s6- = 6a—36=12=— a =238

lim B(t) = lim (2t) =12
t—6+ t—6+

{ lim B(t) = lim (at —t*) = 6a — 36

Con a = 8 = B(8) = 12, se cumplen las condiciones de continuidad en t = 6 — B
continua en [0, 10]

b) Si0<t<6= B(t)=8—t>= B'(t)=8-2t=0= t =4.

[0,4) (4,6) (6, 10]
B+ - T
B(t) | creciente /| decreciente N, | creciente

La funcién crece en el intervalo [0,4)U(6, 10] y decrece en el intervalo (4,6). Tiene un méximo
local en (4,16) y un minimo local en (6,12)
El méximo absoluto estaria en el punto (10,20) y el minimo absoluto estaria en O(0, 0).

¥y

0 =6 =10

(10,20)
Mix(419 /
ﬁ\/

el

(6,12)

0(0,0)

c¢) Segun hemos analizado en el apartado anterior habria un maximo en el afio 4 con un beneficio
de 16.

Problema 3.16.10 Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x)= (2?2 —2)Inx
b) f(z) = edr®+2
Solucidn:

2_9  22] 2_9
a) f’(x):2xlnx+$ _ et
x

T
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b) f'(z) = 1222’ +2
Problema 3.16.11 Representar graficamente el recinto del plano limitado por la pardbola f(z) =
4 — 2% y la recta g(z) = 2 + 2. Calcular su area.

Solucién:

f@)=gz) = 4-2>=24+r= 22+ -2=0=2=2yzx=1

<3
y e

A\
1 1 3 2 1
5 z°
Slz/ (f(x)—g(x))dxz/ (ca?—z4dr= -5 — % you| =2
, , 373 ,
S = |9 Z~4,5 u?

Problema 3.16.12 Calcular el drea del recinto limitado por la pardbola f(z) = —2%+6x y el eje
OX. Hacer una representacién gréafica aproximada de dicha area.

Solucion:

@ Puntos de corte:
Con OY hacemos x =0 = (0,0)
Con OX hacemos f(z) =0= (0,0) y (6,0)
- f(x)

2r+6=0= 2=3.Y f'(2) = -2= f"(3) = -2< 0= z =3 un mdximo
local. Serfa el punto (3,9)

@ representacion grafica:

6 6 23 6
S :/ f(x)dz:/ (—2? + 62) dx = f§+3z2
0 0

0

= 36
S =S| =36 u?
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3.17. Navarra

3.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.17.1 Se pide:

a) Calcule el valor de los pardmetros de la funcién f(x) = —23 + ax? + bx + ¢, sabiendo que

1
tiene un extremo relativo en el punto (—1,0) y un punto de inflexién en el punto x = =

2
1
b) Calcule las asintotas de la funcién f(z) = 3z +2
T —
Solucion:

a) f(z)

—23 +ar? +br+c= f'(z) = -322 +2ax + b= f"(2) = —62 + 2a
f(-1)=0= 1+a—-b+c¢=0

=1
f(-1)=0= —3-2a+b=0 "

1 = b=5 = f(x)=2*+2>+5x+3
f’(§>:—2—|—2a:0:>a=1 c=3

b) Asintotas:

@ Verticales: x = 2

. 322 +1 13 . 32?41 13
lim =|—|=-00, 1 —_— = |
T—2— T — 2 0- 0t

im } = +00
z—2t T —2

@ Horizontales: No hay

32 +1
=0

@ Oblicuas: y = mx +n

. f(x) |
m = im ~—2 = lim — =
T—r00 T z—300 12 — Qx
32 1 32 1_32 6
n= lim (f(z)—mz)= lm (J:—l— —3x>: i 3Tt x4+ 6z
T —>00 T—>00 T —2 T—>00 xr—2

i 1+ 6x
lim

r—o0 I — 2

=6=—= y=3x+6
Problema 3.17.2 Sea la funcién y = 2% — 32
a

)
b)
)
)

Calcule los puntos de corte con los ejes.

Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Calcule los méaximos y minimos.

c¢) Dibuje el recinto limitado por la funcién y el eje OX.

d) Calcule el area de dicho recinto.

Solucién:
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a) Puntos de corte:
Con OY hacemos x = 0= (0,0)
Con OX hacemos f(z) =0= (0,0) y (3,0)

b) fl(x) =322 -6r=0= 2=0yx=2.

(—00,0) (0,2) (2,00)
f'(z) + - +
f(z) | creciente | decreciente “\, | creciente

La funcién crece en el intervalo (—oo,0) U (2,00) y decrece en el intervalo (0,2). Tiene un
méximo local en (0,0) y un minimo local en (2, —4)

¢) Recinto:

Miix(0,0)|

Min(2,-4)

2
S:|Sl|:zf:6,75u2

3.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

22 +3zx+4

Problema 3.17.3 Dada la funcién f(x) =
x

a) Calcule los méximos y minimos.

2
b) Calcule/ f(z)dzx.
1

c¢) Calcule la derivada de la funcién g(z), siendo g(x) = f(z) + In(5z — 3)% + ze3®

Solucion:

(—OO, _2) (_2, 2) (27 OO)
P+ - ¥
f(x) | crece A | decrece | crece N

La funcién crece en el intervalo (—oo, —2) U (2, 00) y decrece en el intervalo (—2,2). Tiene un
méximo relativo en (—2,—1) y un minimo relativo en (2, 7).
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243544 2 4 2 2
/ dx_/ wdm:/ (e43+ ) =2 tantampl| =
z 1 €T 2 1
9
9

+4In2 ~ 7,27
243 4
c) g(z) = f(z) +In(5x — 3)% + xe3® = % +2In(5z — 3) + ze*” =
22 —4 10 2 —4 10
/ 3x 3x 3
= — _ 1
g (z) > +5x_3+e + 3zxe > +5m—3+( + 3x)e

Problema 3.17.4 Considere la siguiente funcion definida a trozos:

1— 22 si r<1
flx)=¢ 22 —6x+5 si 1<z<4
2¢ — 11 si T >4

a) Calcule las derivadas laterales de f(z) en x = 4, utilizando la definicién de derivada.

b) ;La funcién f(x) es derivable en x = 47 ;Es continua en x = 4?7 Justifique la respuesta.

c¢) Calcule las siguiente integral: / Véxr — 1dx

Solucién:
4+h)— f4 4+h)?—6(4+h — (- h? + 2h
z—0~ h x—0~ h r—0~ h
,  h+2
Iim ——— =2
o paen s 24+ 1) 11~ (-3) 2
fa+h +h)—11—(— .
/ 4+ — 1 — 1 = 1 B 1 - = 2
f( ) a:£>0Jr h z—0t h :vj)r(l)* h in}(lJ* 1
b) En principio las derivadas laterales coinciden pero hay que comprobar su continuidad en ese
punto:
lim f(z)= lim (2® —6x+5)=—3
T—4= r—4-
lim f(z)= lim (2z-11)=-3 = f continua en x = 4
z—4t z—4t
F4)=-3
En conclusién: La funcién f es continua y derivable en x = 4.
t=6x
d 1 1¢3/2 t3/2
c) /\/6m—1dx = | dt=6dz | = /151/2g = 6/7:1/2dt =535 tC=—5+C=
dx = dt/6 /
6z —1)y6x —1
Gz - Dvbr =1,

9

3.18. Pais Vasco

3.18.1. Modelo de 2020
Problema 3.18.1 Se considera la curva f(z) = 23 — 622 + 9z.
a) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

b) Determinar los maximos y minimos relativos, y los puntos de inflexién.
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¢) Encontrar los puntos de corte con el eje OX. Realizar la representacion gréfica de la funcién.
d) Calcular el drea del recinto finito delimitado por la curva y el eje de abscisas OX.
Solucién:
flx) =2 62" + 92 = f'(x) =327 — 122+ 9= ["(x) =60 — 12

a) fllz) =0= 322 - 122+9=0= ax=1yz=3.

(700, 1) (173) (3700)
f'(x) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 1) U (3,00) y decreciente en el intervalo (1,3).

b) Por el apartado anterior, la funcién presenta un méximo local en el punto (1,4) y un minimo
local en (3,0).
Para calcular los puntos de inflexién: f’(z) =0= 6z —12=0= x =2

7] | @o)
P - ¥

f(x) | convexa —~ | concava —

La funcién serfa convexa en el intervalo (—o0o, 2) y céncava el (2, 00) con un punto de inflexién
n (2,2).

c¢) Los puntos de corte con OX: f(x) = 0 = 23 — 622 + 92 = 0 = (0,0) y (3,0).
i /

Mix(1,4)

| mﬂy» /

0(0,0) Min(3,0)

4
2
) S= /x—6m+9x 2—23 9x —72

Mix(1,4)

&

0(0,0) Min(3,0)

Problema 3.18.2 Se pide:
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a) Hallar la funcién polinémica de segundo grado cuyo grafico pasa por el punto (0,0), y tiene
un méximo en el punto (1,1).

b) Hallar el drea del recinto finito delimitado por la curva obtenida y el eje de abscisas OX.
Solucién:

a) Sea f(z) = ax?® + bxr + c = f'(z) =2ax +b

f0)=0= c=0 a=-1
fy=1l=—= a+b+c=1 = ¢ b=2
(1) =0= 2a+b=0 c=0

fz) = —2® 4+ 22

b) f(z) =0= —2?+2r=0= =0y x =2
3 2

2
4
S:/ (—x2—|—2x)dx:—m—+x2 =%
0 3 o 3

Mix(1,1)

/oo \20

3.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.18.3 Sea f(z) la siguiente funcién:

f(:c)—{ x2 si 0<z<1
T lax+2 si 1<z<2

a) Determina el valor del pardmetro a para que la funcién f(z) sea continua en el punto z = 1.
b) Realiza la representacién grifica de la funcién cuando a = 2.
c) Calcula el drea comprendida entre la funcién y el eje de abscisas OX para a = 2.

Solucion:

lim f(z)= lim 2?=1
r— 17 r—17

lim f(x)= hm+(a3:+2):2—|—a — 24a=1=—= a=—-1= f continuaen z =1
z—1
) =
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2 si 0<x<1 . ,
b) f(z) = { 9 +2 si l<z<2 hacemos una tabla de valores para dibujar la grafica:

¥y

0<x<1 I1<x22

x=0 =t x=2

(L1

0(0,0)

¢) Hay dos recintos:

! 23 1 2 2
51:/ m2dac:—} = 52:/ (2m+2)dx:x2+2x]1:5
0 0 1

16

1
S:|Sl|+|52|:§+5:?:5,33u2

w0

X

Problema 3.18.4 Sea la siguiente funcién f(z) = R
x

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los méximos y minimos relativos
de la funcién.

b) Calcula las asintotas verticales y horizontales de la funcién.
x
¢) Representa graficamente el drea comprendida entre la funcién y la recta y = 5

d) Obtén la primitiva de la funcién f(z), sabiendo que en x = 0 toma el valor 1.

Solucion:

2
a) f’(ac)z—ﬁzOﬁ x ==+l

(—o0,—-1) | (-1,1) (1,00)
Fa - ¥ -
f(z) | decrece | crece | decrece \

La funcién decrece en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00) y crece en el intervalo (—1,1). Tiene un

1 1
maximo relativo en (1, 5) y un minimo relativo en | —1, —5)
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b) Asintotas:
@ Verticales: No hay, el denominador no se anula para ningin valor de x.
x
@ Horizontales: y = 0 ya que lim —— =
T—00 JCZ —+ 1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

X X
M/'L\‘{I,I/Z)//j/:; N
00,0 =
TR i)
:;; — Min(-1,-12)
z t=a’+1 codt 11 1
re dr = dt/2x r

1
iln\x2+1|+C

1
F0)=0+C=1= F(m):§1n|x2+1|+1

3.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 3.18.5 Sea la funcién f(z) = az® + bx + 1.

a) Calcula los valores de los pardmetros a y b para que f(x) tenga un extremo relativo en el
punto (1, —5).

b) Para a =2y b = —6, estudiar los méximos y minimos relativos, y los puntos de inflexién de
la funcién f(x).

c) Para a = 2y b = —6, calcula el drea comprendida entre la funcién y la recta y = 2z + 1.
Realiza la representacién grafica.

Solucién:

a) f(x)=ax®+br+1= f'(x) =3a2z®+0b

{f(1)=—5: atbtl=—-5 _ { 0=3

a3
f(1)=0= 3a+b=0 b g — [flx)=32" -9z +1

b) f(z) =22 —-6x+1= f'(2) =622 —-6=0= z = =+1.

(7007*1) (7171) (1700)
f'(@) + - +
f(z) | creciente ' | decreciente “\, | creciente
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La funcidn es creciente en el intervalo (—oo, —1)U (1, 00) y decreciente en el intervalo (—1,5).
Con un méximo relativo en el punto (—1,5) y un minimo relativo en el punto (1, —3).
Para los puntos de inflexién hacemos f’(z) =122 =0= 2 =0

(—00,0) (0, 00)
f"(x) - +

f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién serfa convexa en el intervalo (—oo, 0) y céncava el (0, 00) con un punto de inflexién
en (0,1).

v

Mix(-1,5)

PI(0,1)

(-1,810;0), (0.168;0) (1,642;0)
0(0,0)

)
Min(1,-3)

c) 222 —6r+1=20+1= 22 —8r=0= 2 =0y x = £2. Luego hay dos recintos:
0 4 2

0 24 2 -
S = / (2$3 — 83?) der = — — 4.232 =38, Sy = / (2,7;3 — 83;) dr = — — 43;2 = —8
—2 2 -2 0 2 0

S =|S1| + S| =8+ 8 = 16 u?

Min(1,-3)

Problema 3.18.6 Se pide:

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los méximos y minimos relativos
de la funcién y = 4 — 22.

b) Representar gréficamente la funcién dada por:

f()_{4—x2 si —2<z<0
V=V 44—z si 0<z<4

c¢) Calcula el drea de la regién delimitada por la grafica de f(x) y el eje de abscisas.

Solucion:
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a) Estudio de g(z) =4 —2?> = ¢'(2) = 22 =0= =0

(=00,0) (0,00)
f'(x) + -
f(z) | creciente /| decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) y decreciente en el intervalo (0,00). Con un
méximo relativo en el punto (0,4).

b) Por tabla de valores:

=2 T w0 x=4
-2<x<0 - Osx4

-2,0) 0(0,0) (4,0)‘

c¢) Hay dos recintos:
0

0 3 4 2

1

Slz/ (471’2)d$:4$7£ :—6, 52:/ (4fm)d:c:4xf—x =38
L 31,7 3 )

16
S:|Sl|+|82|:§+8:

v
x=0 x=4

-2<x<0 04 0<x<4

20 0(0,0) “40)

194



Capitulo 4

Probabilidad

4.1. Resumenes tedricos

Frecuencia absoluta de un suceso A es el nimero de veces que se repite dicho suceso

— f(4)

Frecuencia relativa de un suceso A es la proporcién de veces que ha sucedido A de N ex-
o _ /4
periencias = f,.(A) =
N
Ley de los grandes nimeros: lim f,.(A) = P(A)
N —o0c0

Ley de Laplace: P(A) Numero de casos favorables

Ntumero de casos posibles

() = Espacio muestral es el de todos los sucesos, serfa el suceso seguro: P(2) = 1.
() = Espacio vacio es el de ningin suceso, seria el suceso imposible: P()) = 0.

Diagramas de Venn: (esquemas usados en la teoria de conjuntos)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
En el caso de que los dos sucesos sean incompatibles la formula quedaria:
P(AuUuB)=P(A)+ P(B)

Sucesos independientes: Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).

Leyes de Morgan: AUB=ANByANB=AUB
Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que ocurra un suceso A sabiendo que ha

P(ANB
ocurrido el suceso B: P(A|B) = (P(B))
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Union de dos conjuntos: Es el total de
todos los elementos del conjunto 4 con to-

dos los de B: AU B

Interseccion de dos conjuntos: Es el to-
tal de todos los elementos comunes entre los
conjuntos 4 v B: AN B

[

Sucesos Incompatibles: Dos sucesos son
incompatibles si su interseccidn es vacia.

ANB=0= P(ANnB)=0

P(BJA)P(A)

Teorema de Bayes: P(A|B) = 20

Teorema de la probabilidad total: Si A; U Ay U A3 U A4 U A5 = Q y los sucesos A; con

i=1,...,5 son incompatibles dos a dos (interseccién vacia), entonces:

P(A) = P(A1)P(A[A1) + P(A3) P(A|Az) + P(As3) P(A|As) + P(A4) P(A[As) + P(A5)P(A|A5)
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P(ANB) = P(B)— P(An B)

Organizacién por arboles:

A es el suceso contrario o complementario

de A:

Organizacion por tablas de contingencia:

P(B|S)

A=} — A—> P(A)="1—P(A)

P(ANTD) = P(A)— P(AN B)

Renault | Seat | Mercedes | Totales
Blanco 15 20 10 45
Negro 300 455 200 955
315 475 210 1000
20 200 45 210
=—, PINIM)=—, P(B)= ——, P(M) = ——
475’ (N]2) 210’ (B) 1000’ (M) 1000
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Probabilidad condicionada:
P(AnB)
FP(B)

P(A|B) =

probabilidad total

P(A) = P(A))P(A|A1)+P(A2) P(A|Ay)+P(As)P(A|As)+P(A1)P(A| A+ P(45)P(A|45)

Py A \"M_ b
P@B)_ «

P(B)

B w
P} b

P - ¢
C{
P(b|
\b

Problemas

4.2. Andalucia
4.2.1. Modelo de 2020

Problema 4.2.1 El 65 % de los turistas que visitan una provincia elige alojamientos en la capital
y el resto en zonas rurales. Ademés, el 75% de los turistas que se hospedan en la capital y el
15 % de los que se hospedan en zonas rurales lo hace en hoteles, mientras que el resto lo hace es
apartamentos turisticos. Se elige al azar un turista de los que se han alojado en esa provincia.

a) Cudl es la probabilidad de que se haya hospedado en un hotel?

b) Si se sabe que se ha hospedado en un apartamento turistico, jcudl es la probabilidad de que
el apartamento esté en zonas rurales?
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Solucion:

Sea A alojamientos en la capital, B alojamientos en zonas rurales, H en hoteles y H en apar-
tamentos turisticos.

2 075 -1
P(H) = P(H|A)P(A) + P(H|B)P(B) = P
0,75-0,6540,15-0,35 = 0,54 0.6 g23 s
b)
_ P(H|B)P(B
P(B[H) = P(H|B)P(B) ol
P(H) D55 g <
0,85-0,35 _
S0 51 = 06467 v

Problema 4.2.2 El 69 % de los habitantes de una determinada ciudad ven series, el 35 % peliculas
y el 18 % no ven ni series ni peliculas. Se elige al azar un habitante de la ciudad.

a) Calcule la probabilidad de que vea series o peliculas.
b) Sabiendo que ve series, calcule la probabilidad de que vea peliculas.
c¢) ¢ Cudl es la probabilidad de que vea series y no vea peliculas?

Solucion:

Sea A ven series y B ven peliculas.
P(A) =0,69, P(B) = 0,35y P(ANB) = 0,18

B B | Total B B | Total
A 0,69 A 0,22 | 0,47 | 0,69
—
A 0,18 A 0,13 0,18 | 0,31
Total | 0,35 1 Total | 0,35 | 0,65 1

a) PGANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=0,18 = P(AUB) =0,82

P(BNA) 0,22

b) P(Bl4) = P(A) 0,69

=0,3188

¢) P(ANB) = 0,47

4.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.2.3 A 120 estudiantes se les ha recomendado la lectura de dos libros. Se sabe que
46 de ellos han leido el primer libro recomendado, 34 el segundo y 16 estudiantes han leido ambos
libros. Se elige un estudiante al azar.
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a) Calcule la probabilidad de que haya leido alguno de los dos libros.

b) Calcule la probabilidad de que no haya leido ninguno de los dos libros.

c¢) Calcule la probabilidad de que solamente haya leido el primer libro.

d) Calcule la probabilidad de que haya leido el primer libro, si se sabe que no ha leido el segundo.
Solucién:

Sean A han leido el primer libro recomendado, B han leido el segundo libro recomendado.

46 23 34 17 16 2
23 17 2 8
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)= —+ —— — = — =
) PLAUB) = P(4) + P(B) ~ PLANB) = oo+ 11— 2 = & — 0,533
- = 8 7
b) P(ANTB) = P(AUB) =1 - P(AUB) =1 - - = 7= = 0,4666
— 23 2 1
P(ANnB)=P(A)—P(ANB)=——-—=-=0,2
&) PANT) = P(4) - P(ANB) = o~ Z =1 _ g 25
. 1
. P(ANDB) i 15
d) P(A|B) = — = = = —(.3488
) paiB) = FEER = A = =0
60

Problema 4.2.4 Las bicicletas de alquiler de una ciudad se clasifican por su calidad: buena, media
y mala. El 30 % de dichas bicicletas son gestionadas por una empresa F; y el resto por una empresa
Es. De las bicicletas de la empresa F1, el 80 % son de buena calidad, el 5% de calidad media y el
resto de mala calidad. De las bicicletas de la empresa Fs se sabe que el 60 % son de buena calidad,
pero se desconocen los porcentajes de bicicletas de calidad media y calidad mala. Se elige al azar
una bicicleta de alquiler de esa ciudad.

a) Calcule la probabilidad de que sea de buena calidad.
b) Calcule la probabilidad de que sea de la empresa F; y de mala calidad.

c) Si se sabe que el porcentaje de bicicletas de alquiler de calidad media en toda la ciudad es del
19 %, jcudl es la probabilidad de que sea de calidad media, sabiendo que la bicicleta elegida
es de la empresa Fy?

Solucién:

Sean A buena calidad, B calidad media y C mala calidad.
Tenemos: P(E;) = 0,3, P(E;) = 0,7, P(A|Ey) = 0,8, P(B|E;) = 0,05, P(C|E;) = 0,15,
P(A|E;)=0,6 y P(BUC|E2) =0,4
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0,8

" 0,05
8) P(A) = P(A|E\)P(Ey)+ P(A|E;)P(Ey) = 0,8-0,3+0,6-0,7 = A

0,66 0,3
b) P(E1NC) = P(C|E1)P(E;) =0,15-0,3 = 0,045

¢) P(B) =0,19 = P(B|E,)P(E,) + P(B|E,)P(E,) = 07
0,05-0,3+ P(B|E,)-0,7 = P(B|E,) =0,25 =

4.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.2.5 Una urna contiene 6 bolas rojas y 4 azules. Se extrae una bola al azar y se
reemplaza por seis bolas del otro color. A continuacién, se vuelve a extraer una segunda bola de
la urna.

a) Calcule la probabilidad de que la segunda bola extraida sea roja.

b) Si sabemos que la segunda bola extraida es azul, jcuél es la probabilidad de que también lo
haya sido la primera?

Solucion:

Sea R1 sale roja la primera bola, Al sale azul la primera bola, R2 sale roja la segunda bola y
A2 sale azul la segunda bola.

2 12 4
Tenemos: P(R1) = 0,6, P(Al) = 0,4, P(R2|R1) = % = 5 P(A2[R1) = 3, P(R2|A1) = - = ¢
v P(A2]A1) = %
13__—-h2
a) P(R2) = P(R2|R1)P(R1) 4+ P(R2|A1)P(Al) = R1
1 4 :
=-0,6+--0,40 =0,52 i 2842
3 5
L 0,4
_ P(A2]A1)P(A1) 5 0% 0.4 45 R2
b) P(A1]|A2) = PIAD) = g — 167 &
S

Problema 4.2.6 Una empresa fabrica dos tipos de bombillas: una LED y otra halégena. Se sabe
que un 5% de las LED y un 2% de las halégenas salen defectuosas. Se elige al azar una bombilla
de una caja que contiene 40 bombillas LED y 10 halégenas.

a) Calcule la probabilidad de que la bobilla elegida no sea defectuosa.
b) Calcule la probabilidad de que la bombilla elegida sea LED, sabiendo que es defectuosa.

Solucién:
Sea L se extrae una bombilla LED, H se extrae una bombilla halégena y D es defectuosa.

40 4 1
Tenemos: P(L) = 5—8 = . P(H) = ;. P(D|L) = 0,05 y P(D|H) = 0,02
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a) P(D) = P(D|L)P(L) + P(D|H)P(H) = L
4 1 Y7 0,95~
0,95- = +0,98- — = 0,956
5 5
0,05 4 /5 D
P(D|L)P(L 05 = - 0,02
b) p(1p) = LW 5= 0,909 -

P(D)  1-0,956

4.3. Aragoén

4.3.1. Modelo de 2020

Problema 4.3.1 Segun los datos del Instituto Nacional de Estadistica, el 49,3 % de la poblacién
aragonesa son hombres y el 50,7 % son mujeres. Del total de hombres, un 80,9 % tienen menos de
65 anos; del total de mujeres, un 75,9 % tienen menos de 65 afos.

a) Elegimos una persona de Aragén al azar, jcudl es la probabilidad de que sea una mujer de
menos de 65 anos?

b) Elegimos una persona de Aragén al azar, jcudl es la probabilidad de que tenga menos de 65
anos?

c¢) Elegimos una persona de Aragén de entre las que tienen menos de 65 afios, jcudl es la
probabilidad de que sea mujer?

d) Si se eligen al azar (con reemplazamiento) tres personas de Aragén, jcuél es la probabilidad
de que al menos una de las tres sea mujer?

Solucién:
Sean V' al suceso hombre, M al suceso mujer y M65 al suceso "menos de 65 anos”:
0.809 A6S
a) P(M N M65) = P(M65|M)P(M) = 0,759 0,507 = 0,385
v
b) P(M65) = P(M65|V)P(V)+ P(M65|M)P(M) = 0,493 i
0,809 -0,493 4+ 0,759 - 0,507 = 0,784 ’ M65

&) P(MIM6S) = POMESM)P(M) _ 0,759-0.507 _ o

M65
0,759
P(M65) 0,784 0507,
d) P(al menos una es mujer) = 1 — P(VVV) =1-0,493% = 0,88 L

0,241 ~3es5

4.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.3.2 En el curso de primero de Bachillerato de un centro educativo se ha hecho una
encuesta sobre el destino del viaje de estudios con dos opciones: Londres y Paris. El curso esta
compuesto por tres clases: A, By C. La clase A tiene 28 estudiantes, de los cuales 12 han votado
por Londres y el resto por Paris; en la clase B, que tiene 25 estudiantes, 10 han votado por Londres
y el resto por Paris; en la clase C, con 23 estudiantes, 18 han votado por Londres y el resto por
Paris.
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a) Si elegimos al azar un estudiante del curso, jcuél es la probabilidad de que haya votado por
Londres?

b) Si elegimos al azar un estudiante de entre los que han votado por Londres, jcudl es la
probabilidad de que sea de la clase B?

¢) Si elegimos al azar (sin reemplazamiento) dos estudiantes del curso, jcudl es la probabilidad
de los dos hayan votado por Londres?

d) Si elegimos al azar (sin reemplazamiento) tres estudiantes del curso, jcudl es la probabilidad
de que sea uno de cada clase?

Solucion:

Sean A : al suceso clase A, B al suceso clase B, C' al suceso clase C,

L al suceso votan Londres y P al suceso al suceso votan Paris.

28 25 23 12 3

TenemOS. P(A) = %7 P(B) = %, P(C) = %7 P(L|A) = % — ?7
10 2 18
P(L|IB)=—=-y P(L =
) =2 =2y p(rjc) =

a) P(L) = P(L|A)P(A) + P(L|B)P(B) + P(L|C)P(C) =

3 28 2 25 18 23 40 10
— R _. — _—— = — = — = 2
7 76 5 76 23 76 76 19 0,526
2 25
PLIBP(B) _ 5 75 _ 1
b) P(B|L) = = =-=0,2
) POBIL) = =55 W= g=0%
19

40
c) P(L)= = si apartamos a este estudiante la probabilidad de elegir a un segundo estudiante

39 40 39 26

=—=0,52 P(LL) = — - == = == =0, 2737.
75~ 052 => PILL) = 75 75 = 55 = 02737

d) Los sucesos posibles son ABC, BAC, BCA, ACB, CABy CBA. Tenemos que calcular cada
una de estas probabilidades:
Tenemos un total de 76 con 28 en A, con 25 en By 23 en C

que haya votado Londres serd P(L)

282523 161 252823 161

P(ABC) = Zc—- 20 = 200 = 0,0382, P(BAC) = = =0 = o0 = 0,0382,
252328 161 282325 161

P(BCA) = 22220 = 22 —0,0382, P(ACB)=—=—"20 = " —0,0382

(BOA) = 767572 ~ a1 ~ 0382 PUCB) = 257571 = oy — 00382
232825 161 232528 161

P(CAB) = 22220 = 2= —(,0382, P(CBA)=—22= " —=0,0382.

767574 4218 767574 4218

161 966
P(Uno de cada curso) =6 - 1218 = 1018 = 0,229
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Problema 4.3.3 En una bolsa tenemos 8 bolas: 3 blancas, 1 roja y 4 negras. Extraemos dos bolas
sin reemplazamiento. Calcular:

a) La probabilidad de que las dos sean blancas.
b) La probabilidad de que al menos una sea blanca.
c) La probabilidad de que las dos sean del mismo color.

d) Si las dos bolas son del mismo color, la probabilidad de que sean blancas.

Solucién:
3 2 3
P(BB)=".2=2" =01
a) P(BB) = ¢~ = 55 =0,107
. 5 4 9
b) P(al menos una blanca) = 1 — P(ninguna blanca) = 1 — 3 T 0,643
3 2 4 3 9
P(mis lor) = P(BB)+ P(NN)=---+4+---=—=0,321
c¢) P(mismo color) (BB)+ P(NN) 5 7 + 5 7= 53 ,
i P(BB N mismo color) P(BB) 3/28 1
d) P(BB lor) = = = = =
) P(BB]mismo color) P(mismo color) P(mismo color) 9/28 3 0,333

4.4. Asturias
4.4.1. Modelo de 2020

Problema 4.4.1 De los estudiantes de secundaria que fueron al viaje de estudios, se determina
que tres quintas partes de ellos han comprado camisetas de recuerdo y que un cuarto de ellos
han comprado sudaderas. Ademds se sabe que el veinte por ciento de ellos han comprado tanto
camisetas como sudaderas.

a) Si un estudiante elegido al azar ha comprado sudaderas, jcuédl es la probabilidad de que haya
comprado camisetas?

b) Si se elige un estudiante al azar, jcuél es la probabilidad de que no haya comprado ni camisetas
ni sudaderas?

Solucién:
Sea A al suceso ”"ha comprado camisetas” y S al suceso "ha comprado sudaderas”.
3 1
P(ANS) 0,2
PAIS)=———+=-""-=0,8
) P(AIS) = “ 5 = T =0

b) P(ANS) = P(AUS) = 1— P(AUS) = 1— (P(A)+P(S)— P(ANS)) = 1— (% + i - o,z) -
0,35

Problema 4.4.2 De los turistas que visitaron Asturias el afio pasado, el 5% eran espafioles y
viajaban en avidn. Ademés se sabe que un 20 % eran extranjeros y que el 25 % de los que viajaron
en avion eran espanoles.
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a) Si se selecciona un turista al azar, jcudl es la probabilidad de que haya viajado en avién?

b) Si seleccionamos un turista al azar entre los extranjeros, jcudl es la probabilidad de que haya
viajado en avién?

Solucién: B
Sea E al suceso "Espafiol”, E al suceso "Extranjero” y A al suceso "viaja en avién”. Tenemos:
P(E)=0,2, P(E)=0,8, P(E|A) =0,25y P(ENA)=0,05.

b) PAE) = PANE) _ PA)-PANE) _02-005_ .

P(E) P(E) 0,2
4.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.4.3 El 20% de los trabajadores de una empresa tiene estudios superiores y el 80 %
restante no los tiene. De los que tienen estudios superiores, el 6 % fuma. Ademds se sabe que del
total de los trabajadores, el 12 % fuma.

a) De los trabajadores que fuman, ;qué porcentaje tiene estudios superiores?
b) De los trabajadores que no tienen estudios superiores, jqué porcentaje fuma?

Solucién:
Sea S al suceso tiene estudios superiores y F' el suceso fuma.
Tenemos: P(S) =0,2, P(F|S)=0,06y P(F)=0,12—=
P(FNnS)=P(F|S)-P(S)=0,06-0,2=0,012

S S | Total S S Total
F 0,012 0,12 F 0,012 | 0,108 | 0,12
=
F F 10,188 0,692 | 0,88
Total | 0,2 1 Total | 0,2 0,8 1
P(SNF 0,012
a) P(S|F) = (P(F) ) = 0’ T =0,1=— 10%
— P(FNnS 0,108
b) P(F|S) = ( — ) _0 =0,135 = 13,5%

P(S) 0,8

Problema 4.4.4 Una fibrica de tornillos utiliza en su fabricacién el 60 % de las veces la mdquina
Ay el 40 % restante la B. La mdquina A produce un 5% de tornillos defectuosos y la B un 2,5 %.

a) Calcula la probabilidad de que un tornillo, elegido al azar, sea defectuoso.

b) Si un tornillo elegido al azar resulta defectuoso, calcula la probabilidad de que lo haya pro-
ducido la maquina B.
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Solucién:
Sea A al suceso maquina A, B al suceso maquina B y D defectuoso.
Tenemos: P(A) =0,6, P(B) =0,4, P(D|A) =0,05y P(D|B) = 0,025.

0,05 D
A
a) P(D)= P(D|A)P(A)+P(D|B)P(B) =0,05-0,6+0,025-0,4 = 0,6 095~
0,04
P(D|B)P(B 0,025-0,4
b) P(B|D) = (D|B)P(B) _ 0, A _ .05

P(D) 0,04 05 0,025 —D
B
0,975~
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Problema 4.4.5 Se sortea un viaje a Japén entre los 240 mejores clientes de una agencia de
viajes. De ellos, 144 son mujeres, 168 son personas con hijos y 90 son hombres con hijos.

a) (Cudl es la probabilidad de que le toque el viaje a un hombre sin hijos?

b) Si la persona a la que le toca el viaje tiene hijos, jcudl es la probabilidad de que sea una
mujer?

Solucién:
Sea V' al suceso "hombre”, M al suceso "mujer” y H al suceso ”con hijos”.

144 3 168 7 90 3
PM)=—=-=0,6, PH) =—=—=0,7, PVNH)=—=-=0,375
(M) 240 5 6, P(H) 240 10 T ) 240 8 ’

H | H | Total H H | Total

|4 0,375 1% 0,375 10,025 | 0,4
—
M 0,6 M 10,325]0,275| 0,6
Total | 0,7 1 Total | 0,7 0,3 1

a) P(VNH)=0,025

P(MNH) 0,325

b) PM|H) = =5 = 5%

=0,4643

Problema 4.4.6 En un proceso de fabricacién se sabe que el 2% de las piezas producidas son
defectuosas. Se utiliza un dispositivo para detectarlas que califica como defectuosas al 90 % de las
piezas defectuosas, pero también califica como defectuosas a un 5% que no lo son.

a) Calcula la probabilidad de que el dispositivo califique una pieza cualquiera como defectuosa.

b) Calcula la probabilidad de que no sea defectuosa una pieza que el dispositivo ha calificado
como defectuosa.
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Solucién:
Sean D al suceso "defectusa” y RD al suceso "reconoce defectoso”.
Tenemos: P(D) = 0,02, P(RD|D)=0,9y P(RD|D) = 0,05

0,90_—1D
- o D
a) P(RD)= P(RD|D)P(D)+ P(RD|D)P(D) = 0,0 0,1 ED
0,9-0,02+0,05-0,98 =0,067
— P(RD|E)P(E) 0,05-0,98
b) P(D|RD) = =2 2 — 1 , RD
) ( |R ) P(RD) 0,067 0,73 3 0,98 s 0,05
0,95 D

4.5. Cantabria
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Problema 4.5.1 Una empresa juguetera lanza al mercado un nuevo modelo de balén de playa,
que fabrica en tres plantas, A, B y C, de las que salen respectivamente el 45 %, 21 % y el 34 % de
la produccién total. Se ha detectado un fallo en la maquina utilizada en cada planta para aplicar
los colores. De hecho, sale defectuoso el 1% de los balones procedentes de la planta A, el 3% de
los provenientes de la B, y el 2% de los de la C.

Seleccionamos un balén al azar de entre todos los que han salido de las tres plantas:

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que no sea defectuoso y haya pasado por la maquina de la planta
A?

b) Si no es defectuoso, jcudl es la probabilidad de que haya salido de la maquina de la planta
B?.

Solucién:

Sea A sale de la fabrica A, B sale de la fabrica B, C sale de la fibrica C' y D sale defectuoso.
Tenemos: P(A) = 0,45, P(B) = 0,21, P(C) = 0,34, P(D|A) = 0,01, P(D|B) = 0,03 y
P(D|C) =0,02.

e
4 - A ]
a) P(DNA) = P(D|A)P(A) =0,99 - 0,45 = 0, 4455 0,99
0,45
Ty _ i : g
b) P(D) = P(D|A)P(4) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C) = ..
0,990,454 0,97-0,21 4+ 0,98 - 0,34 = 0, 9824 13097 B
g D

—.  P(D|B)P(B -0,21
P(B|D) = (D] L( )20’97 0, =0,2073 0,3

P(D 0,9824 C 0,02_—D
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Problema 4.5.2 En una poblacién de 3510 habitantes, se conoce el nimero, por franjas de edades,
de los que colaboran con alguna ONG. Los datos completos aparecen en la siguiente tabla:

18 — 35 anos | 36 — 55 anos | Mayores de 55 anos | Total

Colabora con alguna ONG 537 759 463 1759
No colabora con ninguna ONG 115 1034 602 1751
Total 652 1793 1065 3510

Elegido un habitante al azar,
a) Calcular la probabilidad de que su edad esté comprendida entre los 18 y 35 afios.

b) Si sabemos que no colabora con ninguna ONG, ;cudl es la probabilidad de que su edad esté
comprendida entre los 36 y 55 anos??

Solucion:

Sean J personas entre 18-35 afios, A personas entre 36-55 afios, M personas mayores de 55 anos,
C colabora con una ONG.

J A M | Total

C | 537 | 759 | 463 | 1759

C 115 | 1034 | 602 | 1751

Total | 652 | 1793 | 1065 | 3510

652
P(J) = 22 _ o1
2) P(J) = 5o = 0,1858
_ P(ANT)  1034/351
b) P(AC) = DANC) _ 1034/3510 ) oo

P(C)  1751/3510

4.6. Castilla La Mancha

4.6.1. Modelo de 2020

Problema 4.6.1 En una universidad el 40 % de los estudiantes son aficionados a la lectura, el
50% al cine, y al 70 % les gusta el cine o la lectura o ambas cosas.

a) Se elige un estudiante al azar, jcudl es la probabilidad de que le guste la lectura y el cine?

b) Si elegimos un estudiante al azar y le gusta la lectura, jcudl es la probabilidad de que le guste
el cine?

Solucién:
Sean L le gusta la lectura y C' le gusta el cine.

P(L)=0,4, P(C)=0,5, P(LUC)=0,7

a) P(LNC)=P(L)+P(C)—P(LUC)=0,4+0,5—-0,7=0,2
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P(LNC) 0,2

b) PICIL) = =5 3= = o5 =

0,5

Problema 4.6.2 El 5% de los estudiantes matriculados en una determinada asignatura de bachi-
llerato son deportistas aficionados. El 0,5 % de estos alumnos deportistas aficionados obtienen una
calificacién de suspenso en dicha asignatura. Mientras que el 15% de los alumnos no deportistas
aficionados obtienen una calificacién de suspenso.

a) Elegido un alumno al azar, jcuédl es la probabilidad de que haya obtenido un suspenso en la
citada asignatura?

b) Sabiendo que un alumno elegido al azar ha obtenido un suspenso, jcuél es la probabilidad
de que sea deportista aficionado?

Solucién:
Sean D a deportista aficionado, A aprueba y S suspende.

0,995~

a) o -
P(S)=P(S|D)P(D)+ P(S|D)P(D) = 0,05 o

0,005-0,0540,15-0,95 = 0, 14275 ’
g P(S|D)P(D) 0,005 0,05 085 —4
) Y, 0,95

P(D|S) = = = 1 ’ D

(DI95) PS) o 1azs - = 000175 7
015 S
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Problema 4.6.3 En un instituto el 15 % de los alumnos ven la tele todos los dias, el 25 % juegan
todos los dias a la consola y el 26 % ven la tele todos los dias o juegan todos los dias a la consola
o ambos.

a) Se elige un alumno al azar, jcudl es la probabilidad de que vea la tele todos los dias y juegue
a la consola todos los dias?

b) Si elegimos un alumno al azar y juega todos los dias a la consola, jcuél es la probabilidad de
que vea todos los dias la television?

Solucién:
Sean T ven la tele y J juegan a la videoconsola.
Tenemos: P(T) = 0,15, P(J)=0,25y P(TUJ) =0, 26.

a) P(TUJ)=P(T)+P(J)-P(TNnJ)= P(TNJ)=P(T)+P(J)—-P(TUJ)=

0,15+0,25— 0,26 = 0,14
(TnJ)y 0,14
P(J) 0,25

P
b) P(T|J) = =0,56
Problema 4.6.4 En una ciudad el 1% de los habitantes ha ido a jugar alguna vez a una casa de
apuestas. De las personas que han ido a jugar alguna vez a una casa de apuestas, el 70 % tiene
problemas financieros. De los habitantes que no han ido a jugar alguna vez a una casa de apuestas,
se sabe que un 5% tiene problemas financieros.
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a) Calcula la probabilidad de que elegido un habitante al azar tenga problemas financieros.

b) Sabiendo que una persona tiene problemas financieros, jcuél es la probabilidad de que haya
ido a jugar alguna vez a una casa de apuestas?

Solucién:
Sean J jugar en una casa de apuestas y F' problemas financieros.
Tenemos: P(J) =0,01, P(F|J)=0,7y P(F|J)=0,05.

07 _—~F

J
—_— 0,01 0 ~T

a) P(F)=P(F|J)P(J)+P(F|J)P(J)=0,7-0,01+0,05-0,99 =
0,0565

P(F|J)P(J) 0,7-0,01 0,99 0,05 F

b) P(J|F) = P(F) = 70,0565 =0,1239 -
0,95 F
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Problema 4.6.5 El 10% de los adultos padece sobrepeso. Se sabe por estudios previos que el
riesgo de padecer hipertensiéon arterial es dos veces mayor en las personas con sobrepeso que las
que no tienen sobrepeso y también que la probabilidad de que un adulto sin sobrepeso padezca
hipertensién arterial es del 14,8 %.

a) {Qué porcentaje de adultos tienen sobrepeso e hipertensién arterial?

b) Si se escoge un adulto al azar y tiene hipertensién arterial, jcudl es la probabilidad de que
tenga sobrepeso?

Solucién:
Sea S tener sobrepeso y H tener hipertension.
Tenemos: P(S)=0,1, P(H|S)=10,296, P(H|S)=0,148
H

0,296
S
a) P(SNH) = P(H|S)P(S) =0,296-0,1=0,0296 = 2,96% ¢ 00T~

b) P(H) = P(H|S)P(S) + P(H|S)P(S) =
0,296 -0,1+0,148-0,9 = 0, 1628 -

0,9 0,148
P(H|S)P(S) 0,296 -0,1 .
P(S|H) = = =0,1818 S
(S1H) P(H) 0,1628 ’ ) P

7

Problema 4.6.6 En un municipio el 5% de los habitantes son deportistas aficionados. El1 0,5 % de
estos deportistas aficionados no han superado un test respiratorio. Mientras que de los habitantes
no deportistas aficionados el 15 % no han superado el mismo test respiratorio.

a) Elegido un habitante al azar, jcudl es la probabilidad de que no haya superado el test respi-
ratorio?
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b) Sabiendo que un habitante elegido al azar no ha superado el test respiratorio, jcudl es la
probabilidad de que sea deportista aficionado?

Solucién:
Sean D deportista aficionado y S supera el test.
Tenemos P(D) = 0,05, P(S|D) = 0,005y P(S|D)=0,15

a) P(S)= P(S|D)P(D)+ P(S|D)P(D) =
0,005 - 0,05 + 0,15 - 0,95 = 0, 14275
P(S|D)P(D) _ 0,005 - 0,05

b) P(DIS) = P(S) 0,14275

=0,0018

4.7. Castilla Leon
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Problema 4.7.1 El 30 % de los clientes de un banco especializado en microcréditos son hombres
y el 70 % son mujeres. Se sabe que el 20 % de los hombres recibieron un crédito inferior a 6000 €
mientras que el 72 % de las mujeres recibieron un crédito igual o superior a dicha cantidad.

a) Elegido uno de los clientes al azar, jcudl es la probabilidad de que éste haya recibido un
crédito inferior a 6000 €7

b) Elegido al azar un cliente entre los que recibieron un crédito inferior a 6000 €, jcudl es la
probabilidad de que sea mujer?

Solucién: B
Sean H hombre, M mujer, C' crédito inferior a 6000 € y C' crédito igual o superior a 6000 €.
Tenemos: P(H) =0,3, P(M)=0,7, P(C|H)=0,2y P(C|M) = 0,72

0,2 (
H
0,3 0.8 Vol
a) P(C)=P(C/H)P(H)+ P(C|IM)P(M) =
0,2-0,340,28-0,7=0,256
P(C|M)P(M) 0,28-0,7 0,7 0.28 c
b) P(M|C) = = =0,7656 2
) ( | ) P(C) 0,256 ’ M
0,72 =
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Problema 4.7.2 Para ir a clase, un estudiante utiliza su coche el 70 % de los dias, mientras que
va en autobts el resto de los dfas. Cuando utiliza su coche, llega tarde el 20 % de los dias, mientras
que si va en autobus llega a tiempo el 10% de los dias. Elegido un dia al azar:
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a) Calcular la probabilidad de que el estudiante llegue tarde.
b) Si ha llegado a tiempo, jcudl es la probabilidad de que haya venido en autobus?

Solucidn:
Sean C' utiliza el coche, B utiliza el autobts y T llega tarde.

0,2 T
C
a) P(T) = P(T|C)P(C) + P(T|B)P(B) = %7 08 T
0,2-0,740,9-0,3=0,41
- P(TB)P 1-
by pBT) = ZEBPB) 0103 00 % 09_—T
0,1 T

4.8. Cataluna

4.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2019

Sin problemas de este tipo.

4.8.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2019

Sin problemas de este tipo.

4.9. Comunidad Valenciana

4.9.1. Modelo de 2020

Problema 4.9.1 En una cierta ciudad, las dos terceras partes de los hogares tienen una Smart
TV, de los cuales, las tres octavas partes han contratado algin servicio de televisién de pago,

porcentaje que baja al 30 % si consideramos el total de los hogares. Si se elige un hogar al azar

a) ;Cudl es la probabilidad de que no tenga Smart TV pero si haya contratado televisién de

pago?

b) ;Cudl es la probabilidad de que tenga Smart TV si sabemos que ha contratado televisién de

pago?

c¢) {Cuédl es la probabilidad de que no tenga Smart TV si sabemos que no ha contratado televisién

de pago?

Solucién:
LLamamos TV : television y SM : Smart TV.

P(TV N SM)

P(TV|SM) = PO

— P(TVNSM) =

=0,25

ool W
Wl o
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Sucesos Sucesos
TV | TV | Totales . TV | TV | Totales
SM 0,25 0,67 SM 0,25 0,42 | 0,67
SM SM 0,05 0,28 | 0,33
Totales | 0,3 1 Totales | 0,3 | 0,7 1

a) P(SMNTV)=0,05

P(SMNTV) 0,25

PTV) 03 0%

b) P(SM|TV) =

P(SMNTV) 0,28

P(SM|TV) = . = =0,4
¢) PSMITV) PV 07 0

Problema 4.9.2 Sabemos que el 5% de los hombres y el 2% de las mujeres que trabajan en
una empresa tienen un salario mensual mayor que 5000 euros. Se sabe también que el 30 % de los
trabajadores de dicha empresa son mujeres.

a) Calcula la probabilidad de que un trabajador de la empresa, elegido al azar, tenga un salario
mensual mayor que 5000 euros.

b) Si se elige al azar un trabajador de la empresa y se observa que su salario mensual es mayor
que 5000 euros, ;jcudl es la probabilidad de que dicho trabajador sea mujer?

c¢) ;Qué porcentaje de trabajadores de la empresa son hombres con un salario mensual mayor
que 5000 euros?

Solucién:
Sean H hombre, M mujer y S superior a 5000 euros.
0,05 _~%
H
a) P(S)=P(S|H)P(H)+ P(S|M)P(M) = 0.7 B
0,05-0,740,02-0,3 =0,041 093 ™5
P(S|\M)P(M) 0,02-0,3
b) P(M|S) = = =0,14
) P(MIS) P(S) 0,041 0,146 o5 0.02_—%
¢) P(HNS) = P(S|H)P(H) = 0,05-0,7 = 0,035 ’ M
0,98 3%
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Problema 4.9.3 Si un habitante de la ciudad de Megaldpolis es portador del anticuerpo A,
entonces 2 veces de cada 5 es portador del anticuerpo B. Por el contrario, si no es portador del
anticuerpo A, entonces 4 veces de cada 5 no es portador del anticuerpo B. Si sabemos que la mitad
de la poblacién es portadora del anticuerpo A, calcula:

a) La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo B.

b) La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis es portador del anticuerpo B lo sea
también del anticuerpo A.
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c) La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis no es portador del anticuerpo B,
tampoco lo sea del anticuerpo A.

d) La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo A y no lo
sea del anticuerpo B.

Solucion:
Sea A portador de anticuerpos A y B portador de anticuerpos B

2 —— 4 1
Tenemos: P(B|A) = E= 0,4, P(B|A) = F= 0,8y P(A) = AN 0,5
a) P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A) = 04 __—B
0,4-0,5+0,2-0,5=0,3
P(B|A)P(A)  0,4-0,5 ]
b) P(A|B) = = =
) P(A|B) P(B) 0.3 0,6667
——. P(B|A : B
¢) P(AB) = (Bl4) _0.8-05 _ 5714 02
P(B) 1-0,3
_ _ 0,8 _
d) P(ANB) = P(B|A)P(A)=0,6-0,5=0,3 B

Problema 4.9.4 Un profesor evaliia a sus estudiantes a través de un trabajo final. El profesor
sabe por experiencia que el 5% de los trabajos no son originales, sino que son plagios. El profesor
dispone de un programa informatico para detectar plagios. La probabilidad de que el programa
no clasifique correctamente un trabajo plagiado es 0,04 y la probabilidad de que clasifique como
plagio un trabajo original es 0,02.

a) Calcula la probabilidad de que un trabajo final, elegido al azar, sea clasificado como plagio
por el programa informatico.

b) Un trabajo es inspeccionado por el programa informético y es clasificado como original. ; Cuél
es la probabilidad de que dicho trabajo sea un plagio?

c¢) ;Qué porcentaje de trabajos finales son plagios y a la vez son clasificados como tales por el
programa?

Solucién:
Sean A es un plagio y DP el programa detecta plagio.
Tenemos: P(A) = 0,05, P(DP|A) =0,04 y P(DP|A) = 0,02

0,96 DpP
A
a) P(DP) = P(DP|A)P(A) + P(DP|A)P(A) — - T~ 5p
0,96 - 0,05+ 0,02 - 0,95 = 0,067
___ P(DP|A)P(A)  0,04-0,05

b) P(A|DP) = — = = 21 ‘
) P(A[DP) P(DP) 0,067 0,00 0,93 . 0,02_—~DP
¢) P(ANDP) = P(DP|A)P(A) = 0,96 -0,05 = 0,048 = 4,8% 0B~
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Problema 4.9.5 De dos sucesos A y B se sabe que satisfacen que P(A) = 0,4, P(AUB) = 0,8
y P(AUB) = 0,7, donde A y B representan los sucesos complementarios de los sucesos A y B,
respectivamente. Se pide:

a) ¢Son independientes los sucesos A y B?

b) La probabilidad de que solo se verifique uno de los sucesos.
c) La probabilidad de que se verifique el suceso B.

d) La probabilidad de que se verifique el suceso A|B.

Solucién:

a) PLAUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=0,7=— P(ANB)=1-0,7=0,3
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,4+ P(B) — 0,3 = 0,8 =
P(B)=0,8—0,4+0,3=0,7
P(A)-P(B)=0,4-0,7=0,28 # P(ANB) = Ay B no son independientes.

b) P(s6lo un Suceso) = P(ANB)+ P(ANnB) = P(A) — P(ANB) + P(B) — P(ANB) =
P(A) + P(B) —2P(ANB) =0,4+0,7—0,6 = 0,5

c) P(B) P(B)=1-0,7=0,3

— P(ANB P(B)—P(ANB —
Q) ) = LAND) _ PBI_PAOE) _0T-03 _, 57y

P(B) P(B) 0,7

Problema 4.9.6 En una determinada ciudad, se sabe que el 80 % de los hogares estdn formados
por més de una persona. Se sabe también que el 30 % de los hogares de esa ciudad estén suscritos
al canal Panoramix. Por ultimo, se sabe que el 20 % de los hogares estdn formados por mds de
una persona y estan suscritos al canal Panoramiz. Seleccionamos al azar un hogar de esta ciudad.

a) Calcula la probabilidad de que el hogar seleccionado no esté suscrito al canal Panoramizx.

b) Calcula la probabilidad de que el hogar seleccionado esté formado por una tnica persona y
también esté suscrito al canal Panoramizx.

c¢) Sisabemos que el hogar seleccionado estd formado por una tnica persona, jcudl es la proba-
bilidad de que esté suscrito al canal Panoramix?

d) Si sabemos que el hogar seleccionado esté suscrito al canal Panoramiz, jcudl es la probabi-
lidad de que esté formado por méas de una persona?

Solucién:
Sea A hogares con mas de una persona y PX hogares suscritos a Panoramizx.
Tenemos: P(A) =0,8, P(PX)=0,3y P(ANPX)=0,2

A | A | Totales A | A | Totales
PX 10,2 0,3 PX 10,2]0,1 0,3
—
PX PX |0,6]0,1 0,7
Totales | 0,8 1 Totales | 0,8 | 0,2 1
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a) P(PX)=0,7
b) P(ANPX)=0,1

_ PANPX) 0,1 1
c)P(PX|A):(P(A)):02:2:0’5

P(ANPX) 0,2

d) P(AIPX) = —FFx "3

2
= - =0,6667
3 )

4.10. Extremadura
4.10.1. Modelo de 2020

Problema 4.10.1 En un bosque hay 50 abetos, 30 cipreses y 120 pinos. Una enfermedad provo-
cada por una oruga afecta a 25 abetos, 9 cipreses y 48 pinos. Se pide, justificando las respuestas:

a) Calcular la probabilidad de que un pino elegido al azar esté infectado por la oruga.
b) Calcular la probabilidad de que un arbol elegido al azar esté infectado por la oruga.

c) Si se selecciona un &rbol al azar y estd infectado por la oruga, jcudl es la probabilidad de
que sea un pino?

Solucién:
Sean A abetos, C' cipreses, Pi pinos y E enfermos.

20 30 120

P(A) = — =0,25, P(C)= - =0,15, P(P
(4) =555 = 0,25, P(C) = 555=0,15, P(Pi) = --n=0,6
25 9 48
P(E|A) = =2 =0,5, P(E|C)=— =0,3, P(E|P 0,4
(B14) = B =05, P(EIC)= o (BIPi) = 2% =0,
0.5 E
a) P(E|Pi)=0,4 Agf
. , 0,25 '
b) P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|C)P(C) + P(E|Pi)P(Pi) = 03
0,5-0,25+0,3-0,15+0,4-0,6 = 0,41 015 g
P(E|P)P(Pi) _ 0,4-0,6 D
. 2 1 , 40U, 06
¢) P(Pi|E) = = = 0,585 , 04§
P(E) 0,41 Pi v

4.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.10.2 Una biblioteca cuenta con 1000 socios, de los cuales 350 son jévenes, 400 adultos
y 250 mayores. Encuestados sobre la puesta en marcha de un nuevo servicio, se muestran favorables
210 jovenes, 300 adultos y 125 mayores.

Se pide, justificando las respuestas:

a) Calcular la probabilidad de que un adulto sea contrario a la puesta en marcha del servicio.

b) Calcular la probabilidad de que un socio elegido al azar sea favorable a la puesta en marcha
del servicio.
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Solucién:
Sean J socios jovenes, A socios adultos, M socios mayores y F' favorables al nuevo servicio.

350 400 250
210 300 125
P(F =— = P(F|A) = — = P(FIM)=— =
(FlJ) = 3.5 = 0,6, P(F|A) = 0 =0,75, P(F|M)=5=0,5
0,6 F
T =

0.4 F

0,75 _—F
.‘1<
0,23

g o

.Ug F
0,5 y i

a) P(F|A)=1— P(F|A)=1-0,75=0,25

b) P(F)= P(F|J)P(J)+ P(F|A)P(A)+ P(FIM)P(M) =
0,6-0,354+0,75-0,4+0,5-0,25 = 0,635

|
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Problema 4.10.3 En Portugal, el 40 % del café consumido es de marca Delta, el 50 % de marca
Sical y el 10 % restante se lo reparten otras marcas. Delta utiliza la variedad ardbiga para el 70 %
de sus envases y la variedad robusta para el 30 % restante. Sical utiliza la variedad ardbiga en el
40 % de sus envases y la robusta en el 60 %. Las otras marcas de café utilizan ambas variedades en
el 50 % de sus envases. Se pide, justificando las respuestas:

a) Calcular la probabilidad de que un envase de café comprado en Portugal sea Sical y de
variedad arabiga.

b) Calcular la probabilidad de que un envase de café portugués se haya utilizado la variedad

robusta.
Solucioén:
A
Sean D café marca Delta, S café marca Sical, O café otras marcas, 0,7
A utiliza Ardbiga y A utiliza robusta. D _
- 0,3 A

Tenemos: P(D) = 0,4, P(S) = 0,5, P(O) = 0,1, P(A|D) = 0,7, 04

04—
P(AIS) = 0,4y P(4]0) = 0,5 03 5.<
0,6 A

a) P(SNA) = P(A|S)P(S) =0,4-0,5=0,2 0.1 t
_ _ _ _ 0,5 _—A
b) P(A) = P(A|D)P(D) + P(A|S)P(S) + P(A|0)P(0) = 0
0,3:0,440,6-0,5+0,5-0,1=0,47 iy
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4.11. Galicia

4.11.1. Modelo de 2020

Problema 4.11.1 En una poblacién, de cada 100 consumidores de agua mineral 30 consumen la
marca A, 25 la marca By el resto la marca C'. Ademas, el 30 % de consumidores de A, el 20 % de
consumidores de B y el 40 % de consumidores de C' son mujeres.

a) Se selecciona al azar un consumidor de agua mineral de esa poblacién: jcudl es la probabilidad
de que sea mujer?

b) Si se ha seleccionado al azar una mujer, halla la probabilidad de que consuma la marca B.

Solucion:

Sean A consumen de la marca A, B consumen de la marca B, C consumen de la marca C, M
son mujeres y H son hombres.

0
Tenemos: P(A) = 100 = 0,3, P(B)

45
=22 0,25y P(C) = — =0, 45.
Too = 2 Y P(O) =155 =0
0,30 M
| <H
a) P(M) = P(M|A)P(A) + P(M|B)P(B) + P(M|C)P(C) = 0,30 0,70
0,3-0,340,20-0,25 40,40 - 0,45 = 0,32 020
025 g
i

M|B)P(B 20-0,2
P|(J\)J)( -2 (())3(; 7 = 0.15625 043
) ' 0,40
C <M
0,60 H

by P(BM) = L

Problema 4.11.2 El 30 % de las estudiantes de un instituto practica baloncesto. De entre las que
practican baloncesto, el 40 % practica ademds tenis. De entre las que no practican baloncesto, un
cuarto practican tenis. Elegida una estudiante al azar

a) jcudl es la probabilidad de que practique ambos deportes?
b) ¢son independientes los sucesos ”practicar tenis” y ”practicar baloncesto”?

Solucion:

Sean B "practicar baloncesto” y T' "practicar tenis”.
Tenemos: P(B) =0,3, P(T|B) =0,4y P(T|B) =0, 25.

a) P(T) = P(T|B)P(B) + P(T|B)P(B) = 0.4 i
0,4-0,340,25-0,7=0,295 B
P(BNT) 3
P(T|B) = =5y = PIBOT) = P(TIB)P(B) = 03 0.6 T
0,4-0,3=0,12
P(BUT) = P(B)+ P(T)— P(BNT) =0,3+0,295 0,12 =
0,475 0,7 025 _—1
B
b) P(B)P(T) = 0,3-0,295 = 0,0885 # P(BNT) = By T no D~

son independientes.
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Problema 4.11.3 Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,4,
P(B)=0,7y P(B|A) =0,75. Calcule las siguientes probabilidades:

a) P(ANB), P(AUB), P(ANB)

b) ison Ay B sucesos independientes? Justifique la respuesta.

Solucién:
— P(BNA — —

a) P(B|A) = (P(Z)) — P(BNA)=P(B|A)P(A) =0,75-0,4 = 0,3
P(BNA)=P(A) — P(ANB) =0,4— P(ANB) = 0,3 = P(ANB)=0,1
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,4+0,3—0,1=0,6

b) P(A)P(B)=0,4-0,3=0,12# P(ANB) = Ay B no son independientes.

4.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.11.4 Una empresa de transporte decide renovar su flota de vehiculos. Para ello
encarga 240 vehiculos al distribuidor A, 600 al distribuidor B y 360 al distribuidor C. Se sabe
que el 10 % de los vehiculos suministrados por el distribuidor A tienen algin defecto, siendo estas
proporciones del 20 % y 15 % para los distribuidores B y C respectivamente. Para aceptar o rechazar
el pedido la empresa revisa un vehiculo elegido al azar del total de vehiculos, rechazando todo el
pedido si el vehiculo tiene algin defecto.

a) Determine el porcentaje de pedidos rechazados.

b) Si el vehiculo revisado resulta ser NO defectuoso, calcule la probabilidad de que provenga del
distribuidor A.

Solucion:

Sea A proceden del distribuidor A, B proceden del distribuidor B, C' proceden del distribuidor
C'y D algin defecto.
240 1 600 1 360 3
Tenemos: P(A) = —— —_—

5= =02 PB) = = 5 =05, P(O) = = - =0,3,
P(D|A) =0,1, P(D|B) = 0,2y P(D|C) =0,15.

a) P(D)= P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C) =
0,1-0,240,2-0,5+0,15-0,3 = 0,165 = 16,5%

b) P(AD) = P(D|A)P(4) _ 0,90-0,2

P(D) 1-0,165

=0,2156
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4.12. Islas Baleares

4.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.12.1 Una almazara recibe cajas de aceitunas de dos productoras, Ay B, que cultivan
dos variedades, picual y arbequina. El 40 % de las aceitunas proviene de la productora A, de estas
el 60 % es de la variedad picual. De las que provienen de la productora B, el 30 % es de la variedad
arbequina. Se elige una caja de aceitunas al azar.

a) Interpretar los datos proporcionados en términos de sucesos, probabilidades y probabilidades
condicionadas.

b) (Cudl es la probabilidad de que sea de la variedad picual?

c¢) Si se sabe que es de la variedad picual, jcudl es la probabilidad de que provenga de la
productora A?

Solucion:
Sea Pi aceituna picual, Ar aceituna arbequina, A productora A y B productora B.

0,6 Pi

a) Tenemos P(A) = 0,4, P(B) = 0,6, P(Pi|A) = 0,6, A
P(Ar|A) = 0,4, P(Pi|B) = 0,7y P(Ar|B) = 0,3 0.4 04y,

b) P(Pi) = P(Pi|A)P(A) + P(Pi|B)P(B) =

0,6-0,4+0,7-0,6 =0,66 0.8 0.7 Pi

) P(Pi|A)P(A) 0,6-0,4 B
¢) P(AIPD) P(Pi) 0,66 3030 0, =

4.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.12.2 Sean Ay B dos sucesos tales que P(AUB) = 0,8, P(4) = 0,5y P(ANB) = 0,3,
donde A es el complementario de A.

a) Calcular P(B) y P(A|B).

b) Calcular P(AN B) y P(AU B).

¢) ¢Son independientes los sucesos A y B? justificar la respuesta.
Solucién:

a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(B) = P(AUB) + P(AN B) — P(A) =
):

0,8+0,3—(1-0,5)=0,6
P(ANnB) 0,3
P(AB)=——— = =0,5
(A|B) P(B) 06"
b) P(ANB) = P(A)— P(ANB)=0,5-0,3=0,2
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,3=0,7

c) P(A)P(B)=0,5-0,6=0,3=P(ANB) = Ay B son independientes.
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Problema 4.12.3 En una poblacion, el porcentaje de personas que miran un cierto programa de
television ¢s del 40 %. Se sabe que el 60 % de las personas que lo miran tienen estudios superiores
y que el 30 % de las personas que no lo miran no tienen estudios superiores.

a) Interpreta los datos proporcionados en términos de sucesos, probabilidades y probabilidades
condicionadas.

b) (Cual es la probabilidad de que una persona tenga estudios superiores?

¢) Buscar la probabilidad de que una persona que tenga estudios superiores, mira el citado

programa.

Solucién:

a) Sea A ver el programa de televisién y S tiene estudios superio- A s R
res. ‘
Tenemos: P(A) = 0,4, P(4) = 0,6, P(S|A) = 0,6, 04 04 g
P(S|A) =0,4, P(S|A)=0,7y P(S]A4) =0,3

b) P(S) = P(S|A)P(A) + P(S|A)P(A) = 0,6 0.7 S
0,6-0,44+0,7-0,6=0,66 ¥ | .

P(S|A)P(A 0,6-0,4 0,3 -
c) P(A[S) = BIAPA) _ 0.6 0, =0,3636 S

P(S) 0,66

4.13. Islas Canarias

4.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.13.1 Una multinacional dedicada a la fabricacién de vehiculos fabrica el 40 % de sus
vehiculos en Espaiia, el 35 % en Francia y el resto en Italia. Los vehiculos fabricados son de tres
modelos (Ancer, Beam y Celestial). En Espana se fabrican los tres modelos a partes iguales. En
Francia dos terceras partes de los vehiculos que se fabrican son del modelo Ancer y el resto son
Beam. En Italia se fabrican los modelos Beam y Celestial a partes iguales.

a) Construye el diagrama de arbol de probabilidades.

b) Se elige un vehiculo al azar de entre todos los producidos por la multinacional, jcuél es la
probabilidad de que sea del modelo Beam?

¢) Siposeyéramos un vehiculo modelo Ancer, jcudl es la probabilidad de que haya sido fabricado
en Espana?

Solucion:

Sean FE fébrica de Espafna, F' fabrica de Francia, I fébrica de Italia, A modelo Ancer, B mo-
delo Beam y C modelo Celestial.

Tenemos: P(FE) =0,4, P(F) =0,35, P(I) =0,25, P(A|E) = P(B|E) = P(C|E) =
2

=, P(BIF) =

3 PUAIF) =
%, P(C|F) =0, P(B|I) = P(C|I) = % v P(A[I) =0
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a) El diagrama a la derecha de la pagina:

2B
b) P(B) = P(B|E)P(E) + P(B|F)P(F)+ P(B|I)P(I) = "
1 1 1
_— 4 —_— . _— 2 = -
5704+ 20,354 50,25 = & = 0,375
c) P(A) = P(A|E)P(E)+ P(A|F)P(F) + P(A|II)P(I) =
%~0,4+§-0,35+0-0,25: 1 =0, 3667

W

1
_PAEPE) 3%t 4 0,5
P(E|A) = PA) =T =0,3636

30

4.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.13.2 Un distribuidor reparte verduras procedentes de tres fincas: A (dos séptimas
partes), B (dos quintas partes) y C (el resto). Durante el periodo de reparto, el porcentaje de
verduras que presentan deterioros es el 4%, el 6 % y el 5%, respectivamente.

a) Dibujar el correspondiente diagrama de drbol.

b) En un determinado envio se han repartido 4000 kilogramos de verduras ;Cuél es la cantidad
esperada que no presenta deterioros?

c) Si se elige una verdura al azar y se observa que estd deteriorada, jcudl es la probabilidad de
que proceda de la finca C?

Solucion:

Sean A finca A, B finca B, C finca C y D deterioro.

2 2 11
Tenemos: P(A) = 7 P(B) = = P(C) = 3 P(D|A) = 0,04, P(D|B) = 0,06 y P(D|C) = 0,05
D
a) El diagrama a la derecha de la pagina: 0,04
b) P(D) 5 P(EIA)JS(A) + P(?l\B)P(B) + P(D|C)P(C) = As—o
0,96- - +0,94- - 4+0,95- — = =0,9489
0 O O s T 5500~ o 0,06_—"
. ) . : 3321 25
Si el envio es de 4000 kg tendremos sin deteriorar 4000 - 3500 . B _
3795, 429 kg 11>\ el =8
D
0,05 c2*
P(D|C)P(C) Y 55
P D = = = — =
c) P(C|D) P(D) L 3321 179 0,3073 0,95 o]
3500

4.14. La Rioja

4.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.14.1 En una clase hay 24 estudiantes, 12 de ellos han aprobado inglés, 16 han
aprobado matematicas y 4 han suspendido las dos asignaturas.
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a) {Cudl es la probabilidad de que al elegir al azar un alumno de esa clase resulte que haya
aprobado matematicas y haya suspendido inglés?

b) (Cudl es la probabilidad de que al elegir al azar un alumno de esa clase resulte que haya
aprobado las dos asignaturas?

¢) ;Son independientes los sucesos aprobar matemadticas y aprobar inglés

Solucién:
Sean I aprobar inglés y M aprobar matematicas.
Tenemos: P(I)—E—E—O 5 P(M)—E—g—o 667 P(Tﬂﬂ)—i—l—o 167
T T T T3 Y T2 6
I 1 | Totales I I | Totales
M 2/3 . M 1/311/3| 2/3
M 1/6 M |1/6|1/6| 1/3
Totales | 1/2 1 Totales | 1/2 | 1/2 1
- 1
a) P(MNnI)= 3
b) P(MNI)=—
12 2 1 . .
c) P(H)P(M) = 5'3-6-3° P(MnNI)= Iy M son independientes.

Problema 4.14.2 Un hospital estd especializado en el tratamiento de 3 enfermedades A, B, C.
El 40 % de los pacientes ingresan con la enfermedad A, el 35 % con la enfermedad B y el 25 % con
la enfermedad C. La probabilidad de curacién de la enfermedad A es el 80 %, de la B el 60 % y de
la C el 90 %.

a) José ingresa en el hospital (no sabemos cudl de las tres enfermedades padece). jCudl es la
probabilidad de que se cure?

b) Miguel ingresé en el hospital y se ha restablecido completamente. jCudl es la probabilidad
de que ingresara padeciendo la enfermedad B?

¢) Rosa ingresé en el hospital y se ha restablecido completamente. §Cudl es la probabilidad de
que NO padeciera la enfermedad B?

Solucion:

Sean A enfermedad A, B enfermedad B, C' enfermedad C' y S se curan.
Tenemos: P(A) =0,4, P(B) =0,35, P(C)=0,25, P(S|]A)=0,8, P(S|B)=0,6y P(S|C)=0,9
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a) P(S) = P(S|A)P(A) + P(S|B)P(B) + P(S|C)P(C) =
0,440,6-0,35+0,9-0,25 = 0,755
) _

P(S|B)P(B) 0,6-0,35
P(S) 0,755

¢) P(B|S)=1- P(B|S)=1-0,2781 = 0, 7219.

b) P(B|S) =

=0,2781

4.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.14.3 En una residencia canina hay en total 120 perros; de ellos 40 son pastores

alemanes (35 negros y 5 blancos), 30 pekineses (18 negros y 12 blancos) y 50 mastines (42 negros
y 8 blancos)

a) Hemos elegido un perro al azar, jcudl es la probabilidad de que NO sea pekinés?
b) Elegido al azar un perro, jcudl es la probabilidad de que sea de color blanco?

¢) Se ha elegido al azar un perro que ha resultado ser blanco, jcuél es la probabilidad de que
sea un mastin?

Solucién:
Sean A pastor aleman, Pe pekinés, M mastin, N negro y B blanco.

40 1 30 1 50 5 35 7
Tenemos: P(A) = = P(Pe) = — = -, P(M) = — = —, P(N|A) = =3

. 3 120 4’ o o 120 12’ o ol 40 ’
P(BJA) = — = -, P(N|Pe) = = = -, P(B|Pe) = — =, P(N|[M) = —~ =, P(B|M) =
. 0 8 30 5 30 5 50 25
50 25
7/8 N
. 1 3
a) P(Pe)=1—P(Pe)=1—-=-=0,75
4 4
b) P(B) = P(B|A) (A) + P(B|Pe)P(Pe) + P(B|M)P(M) =
Loy + 2 + 1.5 o =0, 2083
8§ 3 5 25 12 24
4 5
_PBM)P(M) 95 12 8 _
c) P(M|B) = P(B) =Ty T 0,32
24

Problema 4.14.4 Luis ha hecho una cartulina con cada una de las siete letras de LA RIOJA 'y
las ha introducido en una urna.

a) Si extrae una cartulina, jcudl es la probabilidad de que sea la R?, jcudl es la probabilidad
de que NO sea la A?
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b) Luis extrae una cartulina y, a continuacién, sin volver a introducir la primera, saca otra y se
las muestra en ese orden a Marfa, ;Cudl es la probabilidad de que Maria vea LA?

c¢) Luis repite la operacion y le vuelve a mostrar las cartas a Maria. ;Cuél es la probabilidad de
que Maria pueda formar la palabra LA?, ;v de que pueda formar la palabra LO?

d) Luis extrae ahora tres cartulinas sin reemplazar después de cada extraccién. ;Cudl es la
probabilidad de que Maria lea RIO si se las muestra en el orden en el que Luis las ha
extraido? ;Y de que lea RIA?

Solucién:
1 — 2 5
a) P(R) = =0,1420, P(A) =1 - P(A) =1 - - = 2 = 0,7143
. 1 2
b) P(LA en este orden) = P(L primero) - P(A segundo) = T 0,0476
1 2 21 2
P(L,A)=P(LA)+ P(AL)==-—-4+--—-=— = 2
c) P(L,A) ()+()71?+71?211 0,095
P(L = P(L POL)=z -+ -=—= 4
(L,0) (LO)+ P(OL) 76+7 6= 21 0,0476
. 1 1 1 1
d) P(RIO en este orden) = P(R primero) - P(I segundo) - P(O tercero) = 5 E T 910 =
0,0048
1 1 2 1
P(RIA en este orden) = P(R primero) - P(I segundo) - P(A tercero) = A T
0,0095

4.15. Madrid

4.15.1. Modelo de 2020
Problema 4.15.1 En un mercado agropecuario el 70 % de las verduras que se comercializan son
de proximidad y el resto no. E1 30 % de las verduras de proximidad son ecolégicas, mientras que de

las que no son de proximidad, solo son ecoldgicas el 10 %. Si un cliente elegido al azar ha realizado
una compra de una verdura, calcule las siguientes probabilidades:

a) Probabilidad de que la verdura comprada no sea ecolégica.

b) Probabilidad de que la verdura sea de proximidad o ecoldgica.

Solucién: o -
Sean A proximidad, A no proximidad, E ecoldgica y FE no ecolégica.
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0,3
a) P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|A)P(A) = 0,7 ~~F
0,7-0,7+0,9-0,3=0,76
b) P(AUE) = P(A) + P(E) — P(ANE) =
P(A) + (1 - P(E)) — P(E|A)P(A) = e
0,7+1-0,76—-0,3-0,7=0,73
0,9 E

Problema 4.15.2 Sean C'y D dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(C) = 0,4,
P(D)=0,6y P(CUD)=0,8. Calcule:

a) P(C|D).
b) P(CND|C).
Solucion:
a) P(CID) = P(JS(B)D) =P P(J?(E iy e B
b) PEDic) = NOLE0E HOZHACOD) _BI=hE_ o

4.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.15.3 Una asociacién de senderismo ha programado tres excursiones para el mismo
fin de semana. El 40 % de los socios ird al nacimiento del rio Cuervo, el 35% a las Hoces del rio
Duratén y el resto al Canén del rio Lobos. La probabilidad de lluvia en cada una de estas zonas
se estima en 0,5, 0,6 y 0,45, respectivamente. Elegido un socio al azar:

a) Calcule la probabilidad de que en su excursién no llueva.

b) Si en la excursién realizada por este socio ha llovido, jcudl es la probabilidad de que este
socio haya ido al nacimiento del rio Cuervo?

Solucién: o
Sean C' ir al rio Cuervo, D ir a las Hoces del Duratén, L ir al Canén del rio Lobo, LL llueve y LL
no llueve.
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LL

a) P(LL) = P(LL|C)P(C) + P(LLID)P(D) +
P(LL|L)P(L) = 0,5-0,440,4-0,35 +0,55- 0,25 =
0,4775

P(LLIC)P(C)  0,5-0,4
P(C|LL) = = = 0,382
b) P(CILL) P(LL) 1 —0,4775 _ 38277

Problema 4.15.4 Un estudio sobre la obsolescencia programada en una marca de electrodomésti-
cos reveld que la probabilidad de que un microondas se estropee durante el periodo de garantia
es 0,02. Esta probabilidad se eleva a 0,05 para sus hornos eléctricos y se sabe que estos sucesos
son independientes. Cuando el microondas se ha estropeado en el periodo de garantia, la marca
amplia esta por dos afios més. El 40 % de los clientes con garantia ampliada no conserva la factura
de compra durante los dos anos de ampliacion.

a) Un cliente compra un horno y un microondas de esta marca. Obtenga la probabilidad de que
se estropee al menos uno de ellos durante el periodo de garantia.

b) Un cliente ha comprado un microondas. Calcule la probabilidad de que se le estropee durante
el periodo de garantia y conserve la factura durante los dos afios de ampliacién.

Solucién:
Sean los sucesos M se estropea el microondas, H se estropea el horno y F' conserva la factura.
P(M) = 0,02, P(H) = 0,05. Como M y H son independientes P(M N H) = P(M)P(H) =
0,02 - 0,05 = 0,001. También tenemos P(F|M) = 0, 4.

a) P(MUH)=P(M)+ P(H)— P(MnH)=0,02+0,05— 0,001 = 0, 069.

P(FN M)
P(M)
P(FNM) = P(M)—P(FNM) = P(FNM) = P(M)—P(FNM) =0,02—0,008 = 0,012.

b) P(F|M) = — P(FNM)=P(M)-P(F|M) =0,02-0,4 = 0,008.

4.15.3. Convocatoria Ordinaria junio de 2020-coincidente

Problema 4.15.5 En un festival de circo de verano el 70 % de los espectdculos son gratuitos y el
resto de pago. El 60 % de los espectdculos gratuitos se realizan en las calles, mientras que de los
de pago solo se realizan en la calle el 20 %. Si un visitante del festival, elegido al azar, decide ir a
un espectaculo, calcule la probabilidad de que:

a) El espectaculo sea gratuito y no se realice en la calle.
b) El espectaculo se realice en la calle.

Solucién:
Sean G espectéculos gratuitos, G espectdculos de pago, C espectédculos en las calles y C espectécu-
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los en interiores.

0,6 C

G
0,7 04 T

a) P(GNC) = P(C|G)P(G)=0,4-0,7=0,28
b) P(C) = P(C|G)P(G) + P(C|G)P(G) = 0,6 - 0,7+ 3 - c
0,2-0,3=0,48 ' oy

G

0,8 F

Problema 4.15.6 En un kiosco de prensa del aeropuerto de Madrid el 40 % de las ventas son
periédicos y el resto revistas. Un 90 % de las publicaciones estéan en castellano. Ademaés se sabe
que un 8% del total de las publicaciones son revistas en otro idioma. Calcule la probabilidad de
que una publicacién elegida al azar:

a) Sea un periddico, dado que estd publicado en otro idioma distinto del castellano.

b) Sea un periédico o esté publicado en otro idioma distinto del castellano.

Solucion: -
Sean Pe periddico, R revista, C castellano y C' otra lengua.

Pe R | Total Pe R | Total
C 0,9 C 0,38 10,52 | 0,9
— — —
C 0,08 C 0,02 | 0,08 | 0,1
Total | 0,4 1 Total | 0,4 | 0,6 1

P(Pemé)_o,m_o2
C 0,1 7

a) P(Pe|C) =
b) P(PeUT) = P(Pe) + P(C) — P(PenCT) = 0,4+ 0,1 — 0,02 = 0,48

4.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

1
Problema 4.15.7 Sean A y B sucesos de un experimento aleatorio tales que: P(A|B) = 1

P(B) = % y P(A) = % Calcule:
a) P(AUB).

b) P((ANB)U (BN A)).

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.
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Solucion:

_ P(ANB)
a) P(A|B)7W:> _ _
1 1 1 P(AnB)u (Bn 4))
P(ANB) = P(AIB)P(B) = |- = = 7. Je=——— ==&
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) = / VAN N\
P(A) + (1 - P(B)) — (P(A) - P(ANB) = @m—/ —n
1 1 7
L= P(B)+ P(ANB) =1~ ¢+ 5. = ¢ \

b) P(ANB)U (BN A)) = \/ 7
P(ANB)+P(BNA)—P(AnB)N(BNA)) = e
P(B) — P(AN B) + P(A) — P(AN B) — P(¢) =
P(A) + P(B) = 2P(ANB) = % + é i %

Problema 4.15.8 En un instituto se decide que los alumnos y alumnas solo pueden utilizar un
tunico color (azul o negro) al realizar los exdmenes. Dos de cada tres exdmenes estdn escritos en azul.
La probabilidad de que un examen escrito en azul sea de una alumna es de 0,7. La probabilidad
de que un examen esté escrito en negro y sea de un alumno es 0,2. Se elige un examen al azar.
Determine la probabilidad de que

a) Sea el examen de un alumno.

b) Sabiendo que esté escrito en negro, sea de un alumno.

Solucién:
Sean A: azul, N: negro, H: alumno y M: alumna.
2 1

P(NNH) 0,2

P(NNH)=0,2= P(H|N) = =0,6

P(N) — 1/3
0,3 H
a) P(H) = P(H|A)P(A) + P(H|N)P(N) = 0,7~ M
2 1
0,3-240,6--=0,4
b 3 + b 3 b

P(NQH) 0,2 0.6 H

b) P(H|N) = — 7 — —0,6 ;

) P(H|N) POV I

0,4 M

4.16. Murcia

4.16.1. Modelo de 2020

Problema 4.16.1 En el coro universitario el 65 % de sus componentes son mujeres. El 30 % de
las mujeres y el 25 % de los hombres son bilingiies. Si elegimos al azar a un componente del coro:
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a) §Cudl es la probabilidad que sea bilingiie?

b) Sabiendo que es bilingiie, ;cuél es la probabilidad de que sea mujer?

Solucidn:
Sean H hombre, M mujer y B bilingue.

a) 03 B

P(B) = P(B|M)P(M) + P(B|H)P(H) = i
0,65 0.7 7

0,3-0,65+0,25-0,35 = 0,2825
b) B, i
0.35 o
P(B|M)P(M) 0,3-0,65

P(M|B) = = - B
(M|B) P(B) 0,282 % 073 g

Problema 4.16.2 Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, se sabe que P(A) = 0, 3,
P(B)=0,2y P(A|B) =0,5. Calcular P(AN B) y P(AUB).

Solucion:

P(ANnB)=P(A|B)P(B)=0,5-0,2=0,1
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANnB)=0,340,2—-0,1=0,4

4.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.16.3 En una ferreteria se encuentran mezclados 100 tornillos de color azul, 60 de
color blanco y 40 de color rojo. La probabilidad de que un tornillo sea defectuoso es de 0,01 si es
azul, 0,02 si es blanco y de 0,03 si es rojo. Un comprador elige un tornillo al azar.

a) Calcule la probabilidad de que el tornillo sea defectuoso.

b) Sabiendo que el tornillo es defectuoso, ;Cudl es la probabilidad de que sea blanco?
Solucién:
Sean A tornillos de color azul, B tornillos de color blanco, R tornillos de color rojo y D defectuoso.
Tenemos: P(A) = ;—88 = 0,5, P(B) = = 0,3, P(R) = = 0,2, P(D|A) = 0,01,
P(D|B) =0,02y P(D|R) = 0,03.

200 200

D

0,01
a) i
0,99 D
P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|R)P(R) = 0.5 -
> 0,02
0,01-0,540,02-0,34+0,03-0,2=0,017 0.3 B<
0,98 D
b) 0,2

P(D|B)P(B) 0,02-0,3 0,03 —"
P(B|D) = = - = = 10,3529 R
(BID) P(D) 0,017 ’

0,97+
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Problema 4.16.4 Dado dos sucesos independientes A y B se conoce que P(A) = 0,3 y que
P(B) = 0,4. Calcular las siguientes probabilidades:

a) P(AUB)
b) P(ANB)
¢) P(A|B)

Solucién:
Tenemos: P(4) =0,3, P(B)=1-0,4=0,6 y P(ANnB) = P(A)P(B)=0,3-0,6 =0, 18 por ser
Ay B independientes.

a) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)=0,3+0,6—0,18 = 0,72
b) PANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-10,72=0,28

piag ~ PANB) _ P(A)—P(ANB) _03-018
©) P(AB) = P(B) P(B) 04 7

4.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.16.5 Entre los alumnos FRASMUS que han llegado este curso a la Universidad
de Murcia el 75 % hablan inglés, el 50 % hablan francés y un 5% no hablan ninguno de estos dos
idiomas. Elegido un alumno al azar:

a) Calcule la probabilidad de que hable inglés o francés.
b) Calcule la probabilidad de que hable inglés y francés.
c¢) Calcule la probabilidad de que, hablando inglés, no hable francés.

Solucién:
Sean I hablan inglés y F' hablan francés.
Tenemos: P(I) =0,75, P(F)=0,5y PINF)=0,06 =

a) PANF)=PIUF)=1-PIUF)=0,05= PIUF)=0,9

b) PUUF)=P(I)+P(F)-P(INF)= P(INF)=P(I)+P(F)—P(IUF) =
0,754 0,5—0,95=0,3

P(FnI) PI)—PINF) 0,75-0,3 06
P(I) P(I) 0,75 7

¢) P(F|I) =

Problema 4.16.6 En una empresa multinacional el 60 % de las reuniones se realizan a través de
videoconferencia. El 40 % de los empleados que asisten a estas videoconferencias son de paifses de
la Unién Europea, mientras que en las reuniones presenciales solo el 20 % son trabajadores que no
pertenecen a la Unién Europea. Si elegimos un trabajador al azar:

a) Calcule la probabilidad de que pertenezca a la Unién Europea

b) Sabiendo que el trabajador es de la Unién Europea, ;Cudl es la probabilidad de que haya
asistido a la reunién por videoconferencia
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Solucion:

Sean V' asisten por videoconferencia y U Unién Europea.
Tenemos: P(V)=0,6, P(V)=0,4, P(U|V)=0,4y P(U|V)=0,2

0,4 L
a) o 14
P(U)=PUV)P(V)+ PUIV)P(V) = 0.6 0,6 -
0,4-0,6+0,8-0,4=0,56
K WUV)PY) = =
PUIVYP(V) 0,4-0,6 —
P(V|U) = == '~ = 0,4286 !
Vi) P(U) 0,56 ’ 0,2 _

4.17. Navarra

4.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.17.1 Una empresa tecnolégica clasifica a sus 40 empleados en tres secciones: Portéati-
les (16 empleados), Telefonia (20 empleados) y Sonido (4 empleados). El 25 % de los trabajadores
de la seccién Portétiles, el 40 % de Telefonia y 3 trabajadores de Sonido tienen titulacién C1 en
inglés. Se selecciona al azar un empleado de la empresa.

a) Calcule la probabilidad de que no tenga titulacién C1 en inglés y trabaje en la seccién de
Sonido.

b) Calcule la probabilidad de que trabaje en la seccién de Telefonia, sabiendo que tiene titulacién
C1 en inglés.

¢) Consideremos los sucesos A ”el empleado trabaja en la seccién Portétiles” y el suceso B el
empleado tiene titulacién C1 en inglés”. Compruebe si los suceso A y B son o no indepen-
dientes.

Solucién:
Sean A el empleado trabaja en la seccién Portatiles, T' el empleado trabaja en la seccién telefonia,
S el empleado trabaja en la seccién sonido y B el empleado tiene titulacion C1 en inglés.

16 2 20 2 4 1
TenemOSP(A)—E—g—0,4,P(T)—E—Z—0,5,P(S)—E—E—O,l,P(B|A)—0,25,
P(B|T) =0,4y P(B|S) =2 =0,75

a) P(SNB) = P(BIS)P(S) = 0,25-0,1 = 0,025 0,25 "

b) P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|T)P(T) + P(B|S)P(S) = Ao7—3

0,25-0,4+0,4-0,5+0,75-0,1 = 0,375

0,4 0.4 B
P(B|T)P(T) 0,4-0,5 2.3 T<

P(T|B) = = - _

T1B) P(B) 0,375 0333 o 0,6 B

B

¢) P(ANB) = P(B|A)P(4) =0,25-0,4=0,1 g 073

P(A)P(B) =0,4-0,375 = 0,15 # P(AN B) =

Ay B no son independientes. 0,25\ 5
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Problema 4.17.2 En un centro de bachillerato aprobaron la prueba de acceso a la universidad
112 estudiantes de los 140 que se presentaron. En un segundo centro aprobaron la prueba el 60 %
de los 110 estudiantes presentados.

a) Se selecciona un estudiante al azar. Calcule la probabilidad de que haya aprobado.

b) Se selecciona un estudiante al azar. Calcule la probabilidad de que proceda del segundo
centro, sabiendo que el estudiante ha suspendido.

¢) Se seleccionan tres estudiantes al azar sin reemplazamiento. Calcule la probabilidad de que
pertenezcan al mismo centro.

Solucién:
Sea A el centro A, B el centro B y Ap aprobado.
140 14 110 11 112 4
T :P(A)= — = — =0,56, P(B) = — = — = 0,44, P(Ap|A) = — = - = 0,8
enemos: P(4) = 575 = o5 = 0,56, P(B) = 555 = o5 = 044, P(AplA) = 735 = 5 = 0.8y
P(Ap|B) = 0,6.
0,8 Ap
a) P(Ap) = P(Ap|A)P(A) + P(Ap|B)P(B) = A
0,8-0,56 40,6 -0,44 = 0, 712 _— 03 -
A Ap
— P(Ap|B)P(B 0,4-0,44
b) P(B|Ap) = (ApIB)P(B) _ 0,4-0, = 10,6111
P(Ap) 1-0,712 N
0,44 0,6 Ap
¢) P(mismo centro) = P(AAA)+ P(BBB) = B
140 139 138 110 109 108 107
. =y 2D o 04 T
250 249 248 T 250 249 248 a1 28 A2

4.18. Pais Vasco

4.18.1. Modelo de 2020

Problema 4.18.1 Sean A y B dos sucesos tales que, P(A) = %, P(B) = é, y la probabilidad de
la unién de ambos sucesos es %. Calcular:

a) La probabilidad de que ocurra el suceso A, condicionada a que se ha producido el suceso B.
b) La probabilidad de que no ocurra ninguno de los dos sucesos.
¢) La probabilidad de que ocurra el suceso A y no ocurra el suceso B.

d) La probabilidad de que ocurra solo uno de los dos sucesos.

Solucién:
P(A)= 3, P(B)=3, P(AUB)="
a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AUB) =
1.1 3
27371702

3
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4
¢) P(AmE):P(A)_P(AmB):%_%:%
@) P(s6l0 wno) = P(ANB) + P(A1 B) = P(A) + P(B) ~2P(ANB) = 3 + 5 — 5 = -

Problema 4.18.2 Se dispone de dos urnas diferentes: A y B. La urna A contiene 3 bolas blancas
y 5 bolas negras, mientras que la urna B contiene 10 bolas negras. Se toma al azar una bola de
cada una de las urnas al mismo tiempo y se intercambian (es decir, la bola extraida de la urna
A se introduce en la urna B y la bola extraida de la urna B se introduce en la urna A). Si a
continuacion se extrae una bola de la urna A, jcuél es la probabilidad de que sea negra?

Solucion:
En la urna A:

2/8 B2
3 B 0B

A'{5N B'{ION Bl

3/8 6/8 N2
P(N2) = P(N2|B1)P(B1) + P(N2|N1)P(N1) =

63,53 _B_46m 5/8 58 B2

8 8 8 8 64 2
5/8 N2

4.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.18.3 En una caja hay una bola roja y una bola azul. Se han extraido dos bolas de
la caja como se explica a continuacién: se ha extraido una bola, y antes de sacar la segunda se ha
devuelto a la caja la primera bola extraida, anadiendo otra bola del mismo color.

a) Calcula la probabilidad de que la segunda bola extraida sea roja si la primera que se ha
sacado era azul

b) Calcula la probabilidad de que la segunda bola extraida sea azul.

¢) Sila segunda bola ha sido azul, jcudl es la probabilidad de que la primera bola extraida haya
sido roja?

Solucién: Sean A; azul en la primera extracién, A azul en la segunda extracién, Ry rojo en
la primera extracién y Rs rojo en la segunda extracién.

1 2 1 2
Tenemos: P(Al) = P(Rl) = 5, P(R2|R1) = g, P(AQ‘Rl) = P(R2|A1) = g, P(A2|A1) = g,

1
3’
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1 273 R,
a) P(Ra|A1) = 3 R;
13
b) P(As) = P(As|Ry)P(Ry) + P(As|A1)P(A;) = &2 A,
11,211
3 2 3 2 2 .
L 12 13—
_ P(A|ROP(R) 373 1 A
c) P(Ri|Az) = PlAy) =T 73 23 ks
2

Problema 4.18.4 Sean A y B dos sucesos compatibles asociados a un experimento aleatorio.
Se sabe que P(A) = 0,6, P(B) =0,5y P(AN B) = 0,4. Calcula:

a) P(AUDB)
b) P(ANB)
¢) P(ANB)
d) P(A|B)

Solucion:

a) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) =0,6+0,5—0,4=0,7
b) PANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-10,7=0,3
¢) PANB)=P(B) -~ P(ANB)=0,5-0,4=0,1

P(ANB) 0,4

Q) P(AIB) = =5 = 0% =

0,8
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Problema 4.18.5 En un instituto, el 90 % del alumnado matriculado ha nacido en la ciudad en
la que estd localizado dicho centro. El 42 % del alumnado son chicos, y el 54 % son chicas nacidas
en la ciudad en la que se ubica el instituto.

a) Elegida una persona al azar, jcuél es la probabilidad de que no sea nacida en la ciudad donde
se ubica el instituto?

b) (Y la probabilidad de que sea chica y no haya nacido en la ciudad donde se ubica el instituto?

c¢) Se ha elegido una persona al azar entre el alumnado y ha resultado ser nacida en la ciudad
donde se ubica el instituto. ;Cudl es la probabilidad de que sea chico?

Solucién:
Sean N nacido en la ciudad, V' chico y M chica.
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Tenemos: P(N) =0,9, P(V) =0,42) y P(M NN) =0,54

1% M | Totales % M | Totales
N 0,54 0,9 N 0,36 | 0,54 0,9
—
N N 0,06 | 0,04 0,1
Totales | 0,42 1 Totales | 0,42 | 0,58 1

a) P(N)=0,1
b) P(MNN) = 0,04

P(VAN) 0,36

Q) PIVIN) = =5 =g =04

Problema 4.18.6 En un centro de ensenanza de Estados Unidos hay 1000 estudiantes y 100
profesores. E1 10 % de los profesores son demdcratas y el resto republicanos. Entre los estudiantes las
proporciones son las contrarias, es decir, el 10 % de ellos son republicanos y el resto son demécratas.
Se elige una persona al azar.

a) Si se elige una persona al azar, jcudl es la probabilidad de que sea republicana?

b) Se ha elegido al azar una persona de dicho centro y ha resultado ser republicana. ;Cudl es la
probabilidad de que se trate de un estudiante?

Solucién:
Sean E estudiante, Pr profesor, D demécrata y R republicano.
1 1
Tenemos: P(E) — %88 — 0,91, P(Pr) = % — 0,091, P(D|E) = 0,9, P(R|E) = 0,1,
P(D|Pr)=0,1y P(R|Pr)=0,1
0,1 R
E
a) P(R) = P(R|E)P(E)+ P(R|Pr)P(Pr) =
1000 o 4 0,1727 < ¥ >
1 - —_ — = — =
0, 1100 +0 1100 110 ’
1000
1. —— 0,09 R
PRIE)P(E) _ " 1190 _ 10 e
b) P(E = = = _ =0,52 ’
) P(E|R) PIR) il 19 0,5263 Pr 01
110 ’ D
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Capitulo 5

Estadistica

5.1. Restmenes tedricos

Graficos:

= Variable discreta: con diagrama de barras.
zi, p(xi) = pi, Z pi=1
Media = p = Z x;p;, Varianza = o2 = Z pi(x; — ,u)2 = Z pixi — 12
Desviacion tipica — V/Varianza
» Variable continua: histogramas (intervalos)
zi, fi,

Media = X = %Z{Z, Varianza = o2 = 2 fl(zng X)? _ szlff% -xX

Desviacién tipica = v Varianza

Histograma

Habitantes seguin edad media de una poblacién (en miles)

@

5

o
=

I

25

habitantes

s 0N W

=

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-70 70-30 90-110
edad media

Distribucién Binomial B(n, p):



p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de fracaso. Por ejemplo, si B(7,0,4) =
n="7p=0,4y q=0,6:

<mX=2y:(;)me&:03m

P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3), 6
P(X<3)=1-P(X>3)=1—(P(X=4)+P(X =5)+P(X =6)+ P(X = 7))

Su Media= p = np, su Varianza= 02 = npq y su Desviacién Tipica= +/Varianza.
Distribucién Normal N(u,o):

Tipificacién Paso de una normal N(u, o) a otra N(0,1): & — 'u, si queremos calcular P(a <

X < b) y X es de una normal N(u,0) entoces Z seguird una normal N(0,1)

P@<X<w=P@%ﬁ<Z<a;@

N(L2) o

N{y,0) = = N(0,1)

Cuando una distribucién binmial B(n,p) cumple np > 3 y ng > 3, se aproxima a una normal
N(np, \/npq), si son mayores de 5 la aproximacién es perfecta.

Pz<a)

P(Z>a)=1-P(Z<a), P(Z<—-a)=1-P(Z<a)
Pla<Z<b)=P(Z<b)—P(Z<a)
La correccién por continuidad de Yate seguird las siguientes reglas:

Plx=a)=P(a—0,5< X <a+0,5)
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P(X >a)=P(X >a—-0,5)
Célculo de z,/2 con un Nivel de confianza del 95%: NC = 0,95 = 1 — a (o =Nivel de signifi-

cacién)=— « = 0,05. Para una distribucién bilateral tendremos % =0,025 = P(Z < 24/2) =

1— % =1-0,025= 0,975 se busca en la tabla N(0,1) y obtenemos 2,/ = 1,96

Para muestras aleatorias de tamaiio n con media X de una N(u, o) la media X se distribuye como
una normal N <,u, %)

Error: F = za/gﬁ
Intervalo de Confianza: (X — E, X + E) = (Y — za/Q%,y + Za/g\;—ﬁ) zona de aceptacion
de hipétesis de igualdad de medias.

Proporciones: Sea p proporcién de la muestra de tamano n, se distribuye como una N (p, @)

Error: E = 2,2/ Lln_p)
Intervalo de Confianza: (p — E,p+ F) = (]5 - Za/2\/ @,ﬁ + 2a/2y/ @) zona de acepta-
cién de hipotesis de igualdad de proporciones.
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Problemas

5.2. Andalucia
5.2.1. Modelo de 2020

Problema 5.2.1 Se desea estimar la proporciéon de individuos que piensan votar a un cierto
partirlo politico en una determinada ciudad. Para ello se toma una muestra aleatoria de 300
individuos de la ciudad, resultando que 135 de ellos piensan votar a ese partido.

a) Calcule un intervalo de confianza al 97 % para la proporcién de individuos que piensen votar
a ese partido en dicha ciudad.

b) Suponiendo que se mantiene la misma proporcién muestral y el mismo nivel de confianza del
apartado anterior, determine el tamano minimo de la muestre para estimar la proporcién con
un error inferior al 2 %.

(Escriba las férmulas necesarias)

Solucion:
135 165
=300, =0 =0,45y G=-— =0,55
n =g =045y 4= 55=0,
a)NC:0,97:1—a:>a:0703:>%:0,015
P(Zgzm):1-%:1—0,015:0,988:Za/2=2,17

E=Zu /P-4
n
0,45-0,55
E=217\/ 2222 — 0,062
17 500 0,0623

IC = (§—E;¢+E) = (0,45—0,0623; 0, 4540, 0623) = (0, 3877;0,5123) = (38,77 %; 51,23 %)

0,45 0,55
E=Zyp(Ed = 0,02=217\/ 2222 —
n n

n > 2913,632 = n = 2914

D) Zajs = 2,17

Problema 5.2.2 Los directivos de una empresa desean estimar el tiempo medio que tardan los
empleados en llegar al puesto de trabajo desde sus domicilios. Admitimos que dicho tiempo sigue
una distribucién Normal de desviacion tipica 8 minutos. Se elige al azar una muestra de 9 empleados
de esa empresa, obteniéndose los siguientes resultados, expresados en minutos:

10 17 8 276 9 32 5 21

a) Determine un intervalo de confianza al 92 % para la media poblacional.

b) Con una confianza del 95,5 %, ;qué tamano muestral minimo seria necesario para estimar el
tiempo medio con un error inferior a 1,5 minutos?
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(Escriba las férmulas necesarias)
Solucién:

N(u;8)
a)n=9,X=15yNC=0,92=1—-a= a=0,08= g:0,04

P(Z§Za/g)zl—%:1—0,04=0,96=> Zoys = 1,75

o 8
— = E=1,7—
Vn V9

IC=(X —E; X +E)= (15— 4,67;15 4 4,67) = (10, 33; 19, 67)

E=Zo = 4,67

b) E=1,5,y Zass = 2,005

g

8
= 1,5 = 2,005
Jn

E= Za/2 %

= n >114,35 = n =115

5.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.2.3 La vida 1til, en anos, de las lavadoras de un determinado modelo, se distribuyen
segun una ley Normal de varianza 7,84. En una muestra de 12 lavadoras, la vida 1util en anos ha
sido:

9,5 9 10,2 8,6 11,4 10,8 12,6 11 11,8 14,5 10,4 9,8

a) Con estos datos, determine un intervalo de confianza al 93,5 % para estimar la vida ttil de
estas lavadoras.

b) Calcule el error mdximo que se puede cometer al estimar la vida til media de este modelo
de lavadoras, si se toma una muestra de 50 lavadoras y asumimos un nivel de confianza del
99 %.

Solucion:
N(p;\/7,84) = N(1;2,8)
a)n=12X=10,8y NC=0,935=1—a = a=0,065 = %:0,0325

P(Z < Zypy)=1— % =1-10,0325 = 0,9675 = Zo/ = 1,845

o 2.8
E=2Z, 90— E=1,85"— =1,4913
/2 n V12

IC=(X-E;X +E) = (10,8 —1,4913; 10,8 + 1,4913) = (9, 3087; 12, 2913)

b) E=1,5,n=50y Z,/2 = 2,575

2,8
B = Zajy—= = 2,575 = = 1,019

vn V50

Problema 5.2.4 La renta anual de los hogares andaluces, en miles de euros, se distribuye segin
una ley Normal con desviacién tipica 5 y media desconocida pu.
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2)

Si se desea que en el 99 % de las posibles muestras del mismo tamario, elegidas de entre los
hogares andaluces, la media muestral no difiera de la renta media anual poblacional de dichos
hogares en mas de una unidad, ;cudl debe ser el tamanio minimo de las muestras?

b) Si se consideran muestras de hogares andaluces de tamano 100, jqué distribucién de proba-
bilidad sigue la variable aleatoria ”"Renta media anual muestral”?
¢) Suponiendo que la renta media anual poblacional de los hogares andaluces es p = 24,;cudl
es la probabilidad de que en una muestra de tamano 100 la renta media anual muestral sea
superior a 257
Solucion:

a)

b)

N(;5)
NC=0,99=1—a—=— a=0,01 — %:0,005

P(Zgza/z):1—%:1—0,005:0,995: Zoja = 2,575

5
E:Za/zin — 1=2,575—= = n > (2,575-5)% = 165,77 = n = 166

Vi Vi

— 5
n =100 = X%N(u,i) = N(u;0,5)
V100

25 — 24
0,05

P(Y225):P<Zz ):P(Z22):1—P(Z§2):1—0,9772:0,0228
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Problema 5.2.5 Se pide:

a)

Una poblacién de 25000 personas se ha dividido en cuatro estratos con tamanos 15000,
5000, 3000 y 2000 personas respectivamente. En esa poblacién se ha realizado un muestreo
estratificado con afijacién proporcional, en el que se han elegido al azar 36 personas del
tercer estrato. Determine el tamano de la muestra total obtenida con este muestreo y su
composicion.

Dada la poblacién P = (2,4,6), construya todas las muestras posibles de tamano 2 que se
puedan formar mediante muestreo aleatorio simple y halle la desviacién tipica de las medias
muestrales obtenidas con todas esas muestras.

Solucién:

a)

Sea n el tamafo total de la muestra n = ni + ns + n3 + ng donde ny es el tamano de la
muestra del estrato de 15000, ny es el tamano de la muestra del estrato de 5000, ng = 36 es
el tamano de la muestra del estrato de 3000 y n4 es el tamano de la muestra del estrato de
2000. Tenemos:
n 1 N9 36 Ny
= = = = —
25000 15000 5000 3000 2000
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n 36

55000 ~ 3000 " 300
nq 36 _
= — n; =180 n =300
15000 3000 1y = 180
— 60
no 36 = § ™
5000 3000 "2 ng = 36
ng = 24
na 36
-0 — 94
2000 _ 3000 ™

3
b) El ntimero de muestras es (2> = 3 y serfan P, = {2,4}, P, = {2,6} y P; = {4,6}. Sus

medias muestrales son:
2+4 2+6 .

= 3, para P, tenemos la media X, = 5

Para P; tenemos la media X; =

— 446
para Ps tenemos la media X3 = % = 5.

4y

X1 +Xo+X3 3+4+5

La media de las medias muestrales es X = 3 = 3 4

La desviacion tipica es

0:\/<X—X1>2+<X—X1>2+<X—X1>2 _\/(4—3>2+<4—4)2+<4—5>2
3 3

\/5 0, 8165
g = e —
3 )

Problema 5.2.6 Se ha tomado una muestra de 16 pacientes tratados por un especialista y se ha
observado que el tiempo de espera en su consulta, en minutos, ha sido de::

8 9.2 10 85 12 9 11,3 7 85 83 7.6 9 9.4 10,5 89 6,8

Supongamos que el tiempo de espera en esta consulta se distribuye segin una ley Normal de
varianza 4 y media desconocida.

a) Halle un intervalo de confianza al 97,5% para estimar el tiempo medio de espera de los
pacientes tratados por este especialista.

b) {Cudl deberfa ser el tamano minimo de la muestra para asegurar, con un nivel de confianza
del 90 %, que el error cometido sea, a lo sumo, de 0,3 minutos.

Solucién:
N(p; V4) = N(p;2)
A)n=12, X =9y NC=0,975=1—a = a=0,025 = %:070125

P(Z < Zypo) = 1—%:1—0,0125:0,9875:> Zojs = 2,24

o 2
E=2Zyp—— = E=224—— =112
a/2\/ﬁ /716

IC=(X-EX+E)=(9-1,12;9+1,12) = (7,88;10,12)
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b) E=0,3y NC=0,9=1-a= a=0,1= %:0,05
P(ZgZam):1—%:1—0,05:0,95:> Ty = 1,645

g

2
E=Zy5—==1645-"==0,3= n> (

Vi Vn

2
L6 2 1 s m

5.3. Aragén
5.3.1. Modelo de 2020

Problema 5.3.1 Tras poner en marcha unos programas de prevencién de tabaquismo en la uni-
versidad, se quiere estimar, a partir de una muestra aleatoria, la proporcién actual de fumadores
en la universidad.

a) Si queremos que el intervalo no tenga una amplitud mayor que 0,08 jqué tamano de la
muestra debemos escoger?

b) Decidimos tomar una muestra de tamano de 175 consumidores; les preguntamos y un total
de 126 responden que conocen la marca. Calcular el intervalo de confianza al 91 % para la
proporcién de consumidores que conocen la marca.

Solucion:
a) NC=091=1—a= a=0,09 = %:0,045

P(Z< Zojp)=1—5=1-0,045=0,955 — Z,/5 = 1,695

2
0,5-0,5 1,695- 0,5\
E:ZQ/Q\/ZE:>0,04:1,695\/;:>n2(%) — 448,91 —>
n n 0,08
n = 449
126
b) n=175y p = — = 0,72
) n yb= 17 =0,

0, 72 0 28
E= Zam/ =1,695/ === = 10,0575

IC = (p—E, p+E) = (0,72—0,0575;0, 7240, 0575) = (0,6625; 0, 7775) = (66,25 %; 77,75 %)

5.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.3.2 Se sabe que la altura de los estudiantes que se presentan a la EVAU tiene distri-
bucién normal con desviacion tipica igual a 10 cm. Queremos construir un intervalo de confianza
para la media de la altura de los estudiantes.

a) Determinar el tamano de la muestra para que el intervalo de confianza del 97 % tenga una
amplitud menor o igual que 4 cm.

b) Decidimos tomar una muestra de tamafio 9. Medimos a los estudiantes y tenemos los siguien-
tes resultados en cm: 175, 187, 183, 162, 161, 164, 180, 171, 158
Calcular un intervalo de confianza al 97 % para la media de la altura de los estudiantes que
se presentan a la EVAU.
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c¢) Calcular la varianza de la muestra del apartado anterior.

Solucion:
N (p;10)

a) NC=0,97T=1—a— a=0,03—= %:0,015

P(ZgZa/Q):17%:170,015:0,985:> Ty = 2,17

1 2,17-102
E:Za/2\”f:>2:2,17\/oz>nz<’720) = 117,7225 —
n n

n =118
b) n=9,X=171,22y Z,/» = 2,17

o 10
— =2,17T—==17,233
Vi 2

IC=(X—E,X+FE)= (171,22 — 7,233; 171,22 + 7,233) = (163, 987; 178, 453)

E = Zu

175% +187% 4 1832 + 1622 + 1617 + 164% 4 1802 + 1712 + 1582
B 9

Var(X) = 99,506

Var(X) — 171,22 =

5.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.3.3 El ayuntamiento de una ciudad quiere estimar la proporcién de hogares que tiene
Internet de alta velocidad. Para ello, va a visitar una muestra aleatoria simple de hogares para
saber si tienen Internet de alta velocidad y, a partir de los resultados, va a construir el intervalo
de confianza correspondiente, a nivel de confianza del 94 %.

a) Si quiere que el intervalo no tenga una amplitud mayor que 0,1, ;qué tamano de la muestra
debe escoger?

b) Decide tomar una muestra de 200 hogares y, de ellos, 112 tienen Internet de alta velocidad.
Calcular el intervalo de confianza al 94 % para la proporcién de hogares de la ciudad que
tienen Internet de alta velocidad.

Solucién:
Como no disponemos de una proporcién tomamos p=0,5— ¢=1—p=0,5

a) NC=0,94=1—a= a=0,06= %:0703

P(ZSZa/g)zl—%:1—0,03=0,97ﬁ Ty = 1,885

0,5-0,5 1,885-0,5)2
E:Zam/@ — 0,05=1,885/ — " = n > (7) = 355,3225 =
n n 0,05

n = 356
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112
b) n=200y p=— = 0,56

200
0, 56 0 44
E= Zam/ = 1,885/ 2= = 0, 0662

IC = (p—E,p+E) = (0,56—0,0662; 0, 56-+0,0662) = (0, 4938; 0,6262) = (49, 38 %; 62, 62 %)

5.4. Asturias
5.4.1. Modelo de 2020

Problema 5.4.1 Tras poner en marcha unos programas de prevenciéon de tabaquismo en la uni-
versidad, se quiere estimar, a partir de una muestra aleatoria, la proporciéon actual de fumadores
en la universidad.

a) {Cudl seria el tamafo muestral minimo necesario para que pueda estimarse la verdadera
proporcién de fumadores en la universidad a partir de la proporcién muestral con un error
de estimacién méximo de 0,02 y un nivel de confianza del 90 %?

)

b) Si se toma una muestra aleatoria de 2000 universitarios, de los que se obtiene que 180 son
fumadores, obtén, con un nivel de confianza del 90 %, un intervalo para estimar la proporcién
de fumadores en la universidad.

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la Normal de media 0 y desviacién tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) =0,99; F(2,58) = 0,995.)
Solucién:

a) NO=0,90=1-a= a=01= %:0,05

P(ZgZa/g):1—%:1—0,0520,95:> Ty = 1,64

0,5-0,5 1,64-0,5\>
E=Zop\ /2 = 0,02=1,64/ 2222 — > (7> — 1681
n n 0,02

180

0,09-0,91
E= Zam/ =1,64y/ — 2= So00 = 0-0108

IC = (p—E,p+E) = (0,09—0,0108;0,09-+0,0108) = (0,0792;0,1008) = (7,92 %; 10,08 %)

Problema 5.4.2 En un estudio sobre el gasto diario por turista en una determinada regién, se
tomd una muestra aleatoria de 3600 turistas, para los que el gasto total en un dia, entre todos,
habfa sido de 244800 euros. Suponiendo que el gasto diario sigue una distribucién normal con
desviacion tipica 40, se pide:

a) Construir un intervalo de confianza para el gasto medio diario de los turistas de esa region,
al 95% de confianza.

b) ;Cudl serfa el tamafio muestral minimo necesario para que pueda estimarse el verdadero
gasto medio diario a partir de la media muestral con un error de estimaciéon maximo de 1
euro y un nivel de confianza del 95 %?
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(Algunos valores de la funcién de distribucién de la Normal de media 0 y desviacién tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F'(1,96) = 0,975; F(2,33) = 0,99; F(2,58) = 0,995.)

Solucion:
N (p;40)

a) NC=0,95=1—a— a=0,05— %:0,025
P(ZgZa/g):lf%:170,025:0,975:> Zoy = 1,96

— o 244800 __ .
n=3600y X = 24800 _ gg:

40
E=Zop— =1,9 —1,3067
n

N /3600
IC = (X - E,X +E) = (68 —1,3067; 68 + 1,3067) = (66, 6933; 69, 3067)

40
E=Zajp—— =196 =1= n > (1,96 - 40)? = 6146,56 => n = 6147
n

vn vn
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Problema 5.4.3 Para estudiar la evolucién del precio medio de un producto en determinada
ciudad, se consider6 una muestra aleatoria de 40 comercios de dicha ciudad y se obtuvo que el
precio medio de dicho producto en la muestra era de 36 euros. Se supone que el precio de dicho
producto se puede aproximar por una distribuciéon normal con desviacién tipica 5,5 euros.

a) Construye un intervalo de confianza para el precio medio de dicho producto en esa ciudad,
al 90 % de confianza.

b) (Cual serfa el tamafio muestral minimo necesario para estimar el verdadero precio medio en
esa ciudad a partir de la media muestral con un error de estimacién méaximo de 1,5 euros y
un nivel de confianza del 90 %?

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la Normal de media 0 y desviacién tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) =0,99; F(2,58) = 0,995.)
Solucién:
N(1;5,5)
a) NC=0,90=1—-a=— a=0,1— %:0,05

P(ZgZa/Q):1—%:1—0,05:0,95: Zoys = 1,64

n=40y X = 36:

5,5
E= ZW% - 1,64\/’ﬁ — 1,4262

IC=(X —E,X+E)=(36—1,4262;36 + 1,4262) = (34, 5738; 37, 4262)
b) E=1,5y Za/s = 1,64

5,5
E:Zm% — 1,5 = 1,64\}5

1,64-5,5
1,5

2
:>n2( ) = 36,1602 = n =37
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Problema 5.4.4 En una determinada comunidad autéonoma se ha seleccionado una muestra alea-
toria de 500 personas, de las que 190 leen el peridédico habitualmente

a) Halla, con un nivel de confianza del 95 %, un intervalo para estimar la proporcién de personas
que leen el periédico habitualmente en esa comunidad auténoma.

b) En el intervalo anterior, jcudnto vale el error de estimacién? ;jQué le ocurriria al error de
estimacién si, manteniendo el mismo nivel de confianza y la misma proporciéon muestral,
hubiese disminuido el tamano muestral?

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la Normal de media 0 y desviacién tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) = 0,95; F(1,96) = 0,975; F'(2,33) =0,99; F(2,58) = 0,995.)

Solucién:
190

500
a) NO=0,95=1—a= a=0,05= %:0,025

p=—=0,38= G=1—p=0,62

P(ZSZQ/Q):l—%:1—0,025:0,975:> Zoys = 1,96

P 2
E= Zam/ =1 96\/038 0.62 _ 0, 0425

IC = (p—E,p+E) = (0,38—0,0425; 0, 3840, 0425) = (0,3375;0,4225) = (33,75 %, 42,25 %)

b) E=Zy = 0,0425 el tamano muestral va en el denominador, si mantenemos sin variar
los otros datos de la férmula y s6lo cambiamos el tamano muestral tendremos: al aumentarlo
se reduce el error y al disminuirlo aumenta el error.

5.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.4.5 Se supone que el precio de un determinado producto sigue aproximadamente
una distribucién normal con desviacién tipica 5 euros.

a) Para estimar el precio medio, se considera una muestra aleatoria de 100 de estos productos,
los cuales han costado en total 10400 euros. Construye, a partir de estos datos, un intervalo
de confianza para el precio medio de ese producto, al 95% de confianza.

b) ;Cudl serfa el tamano muestral minimo necesario para estimar el verdadero precio medio a
partir de la media muestral con un error de estimacién maximo de 0,5 euros y un nivel de
confianza del 95 %7

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la Normal de media 0 y desviacién tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F(1,96) = 0,975; F'(2,33) =0,99; F(2,58) = 0,995.)
Solucién:
N (p;5)
10400 e

a) n:100,Y:W:104yzv0=0,95=1—a:>a:0,05:> 3 =0.025

P(Z< Zopp)=1-— % —=1-0,025= 0,975 => Z = 1,96
o 5
E=2Z,,2% =1,96—— = 0,98
12 Jn V100
IC=(X - B,X+E)= (104 —0,98;104 + 0,98) = (103,02; 104, 98)

248



5
E:ZQ/Q%:> 0.5=1,96—= — nZ(

Problema 5.4.6 En una ciudad se ha encuestado a 1250 vecinos, de los cuales 525 han manifestado
estar a favor de la gestién econémica del ayuntamiento.

1,965
0,5

2
) =384,16 = n =385

a) Construye, a partir de estos datos, un intervalo de confianza para la proporcién de vecinos de
esa ciudad que estén a favor de la gestién econémica del ayuntamiento, al 99 % de confianza.

b) En el intervalo anterior, jcuénto vale el error de estimacién? ;Qué le ocurriria al error de
estimacién si, manteniendo el mismo nivel de confianza y la misma proporcién muestral,
hubiese aumentado el tamano de la muestra?

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la Normal de media 0 y desviacién tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) = 0,99; F(2,58) = 0,995.)

Solucion:

525
= — = 042=— =1—p =
P= 1250 0, q p=0,58

a) n=1250, NC=0,99=1—a = a=0,01 = %:0,005

P(Z< Zopp)=1—5=1-10,005=0,995 = Z, /5 = 2,58

2
[5d /0,420, 58
E:Za = :2’ — =,
2\ 58 1250 0,0360

IC = (p—E,p+E) = (0,42 — 0,0360; 0,42 + 0, 0360) = (0, 384; 0, 456) = (38,40 %; 45, 60 %)

b) E = Z,/2v/ % =0, 0360 el tamano muestral va en el denominador, si mantenemos sin variar
los otros datos de la férmula y sélo cambiamos el tamano muestral tendremos: al aumentarlo

se reduce el error y al disminuirlo aumenta el error.

5.5. Cantabria

5.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.5.1 Se pide:

a) El precio de alquiler de viviendas en un determinado barrio de una gran ciudad sigue una
distribucién normal con desviacién tipica 265 euros. Queremos que el error cometido al esti-
mar el precio medio de alquiler con un nivel de confianza del 97 % sea 20,7 euros. ;Cuédntas
viviendas hemos de tomar aleatoriamente para calcular la estimacion?

b) En el caso de una poblacién de tamafio pequeiio, el precio de alquiler sigue una distribucién
normal con desviacién tipica 134 euros. Una muestra aleatoria de 357 viviendas da como
resultado un alquiler medio de 448 euros. Obtener el intervalo de confianza del 93 % para el
precio medio de alquiler.

Solucion:
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a) N(p;265),n=350y NC=0,97=1-a = a=0,03 = %20,015
P(ZgZam):1—%:1—0,015:0,985:> Ty = 2,17

o 265 2,17 - 265
E=Zyp = 20,7=21T2 — z(’i
/2 vn 20,7

2
— 771,7391 = n = 772

b) N(p;134), n =357y X =448 y NC = 0,93 =1 — o => a = 0,07 => %:0,035

P(Z< Zujp)=1—5=1-10,035=0,965 = Z,/, = 1,815

2
o 134
E = 7,52 —1,815—— — 12,8720
2 n V357

IC = (X — E; X + E) = (448 — 12, 8720; 448 + 12, 8720) = (435, 128; 460, 872)
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Problema 5.5.2 El niimero de horas semanales que los habitantes de determinada poblacién
dedican a la lectura de libros, sigue una distribucién normal con desviacién tipica 2 horas. Una
muestra aleatoria de 375 personas da como resultado un tiempo medio de 4 horas.

a) Obtener el intervalo de confianza del 94 % para el tiempo medio.

b) ;Cudl es el tamano minimo que debe tener la muestra para que el error cometido al estimar la
media con un nivel de confianza del 90 % sea un cuarto del obtenido en el apartado anterior?

Solucion:
N(p;2)

a) n=375, X =4y NC=0,94=1—a = a=0,06 = %:0,03
P(ZSZQ/Q):1f%:1fo,03:0,97:» Ty = 1,885

g

vn

2

V375

E=Zyy—~=— E =188 =0,1947

IC=(X —E;X+E)=(4—0,1947;4 4 0,1947) = (3,8053; 4, 1947)

b) B = LM — (5 04867049071 y NC =0,90=1—-a = a=0,1 = %:0,05

P(ZgZa/z):1—%:1—0,0520,95:> Zoyy = 1,645

g

3
E=2,,—— 4867049071 = 1,645~ > 4569, 412 =4
a/Q\/ﬁ:»o,o 867049071 = 1,6 5\/ﬁ:>n_ 569,4123 = n = 4570
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5.6. Castilla La Mancha
5.6.1. Modelo de 2020

Problema 5.6.1 El tiempo de uso de movil por dia de los alumnos de un instituto sigue una
distribucién normal de media desconocida y desviacion tipica o = 20 minutos. Se eligié una muestra
aleatoria de 36 alumnos y se observé que la media de tiempo usando el movil para esa muestra era
de 2 horas.

a) Halla un intervalo de confianza para la media de tiempo de uso de mévil por dia con un nivel
de confianza del 95 %.

b) Se puede admitir que la media poblacional sea u = 2,3 horas con un nivel de confianza del
95 %7 Explica razonadamente cémo se podria aumentar o disminuir la amplitud del intervalo.
Razona tus respuestas.

¢) ;Cuél serfa el error méximo admisible si se hubiera utilizado una muestra de tamafio 100 y
un nivel de confianza del 94,64 %?

Solucion:
a)n=36,X=2yNC=0,95=1—a= a=0,05= %20,025

P(Z§Za/g):lf%:170,025:0,975:> Zojs = 1,96

o 0,3
— = E=1,96—— = 0,098
vn V36

IC=(X—E;X+FE)=(2—-0,098;2 + 0,098) = (1,902; 2, 098)

E=Zy

b) u = 2,3 horas no estd dentro del intervalo de confianza y no se aceptarfa que pueda ser la
media con una confianza del 95 %.

¢) NC=0,9464=1—a = a =0,0536 = %:0,0268

P(Z< Zop)=1— % —1-0,0268 = 0,9732 —> Z, )5 = 1,93

o 0,3
E=2Zyp—=— E=1,93—
2 n V100

Problema 5.6.2 El contenido en grasas saturadas por litro de leche sigue una distribuciéon normal
de media desconocida y desviacién tipica o = 0,1 g/1. Se tomé una muestra aleatoria de 100 litros
de leche obteniéndose el intervalo de confianza (0,682;0,718) para el contenido medio de grasas
saturadas en la muestra.

=0,0579

a) Calcula el contenido medio de grasas saturadas para los 100 litros de leche de la muestra.
b) Calcula el nivel de confianza con el que se ha obtenido dicho intervalo.

¢) Halla un intervalo de confianza para la el contenido medio de grasas saturadas con un nivel
de confianza del 95 %.

d) ;Cuadl deberia ser el tamafio minimo de la muestra para que, con un nivel de confianza del
95 %, el error méximo admisible sea menor que 0,01 g/1?
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Solucion:

a) IC = (0,682;0,718) = (X — E; X + E) =

{YfE:O,GSQ {Y:Oﬁ
X+E=0,718 E =0,018
b)
o 0,1
E = Za/gﬁ = 0,018 = Za/gm - Za/g =1,8

P(Z < 1,8)20,9641:1—%:> a=0,0718 = NC=1—a=0,9282 = 92,82%

) n=100, X =0,7y NC=0,95=1—a = a=0,05 = %:0,025

P(Zgza/g):1—%:1—0,025:0,975:,» Ty = 1,96
o 0,1
E=27450 — E=1,96—— = 0,0196
2 n V100

IC=(X—-E; X +E)=(0,7-0,0196;0,7 + 0,0196) = (0, 6804, 0, 7196)

o 0,1
— = 0,01 =1,96-
Vvn ’ TV

E=2Z,/, = n > 384,16 = n =385

5.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.6.3 Para hacer un estudio de las horas de duracién de la bateria de un juguete, se
tomo una muestra aleatoria de 10 de estas baterias, siendo el niimero de horas de duracién obtenida
de:

4,2, 46,5, 5,7, 5,8, 5,9, 6,1, 6,2, 6,5y 7,3 respectivamente.

Sabiendo que la variable ”nimero de horas de duracién de la bateria” sigue una distribucién normal
de desviacién tipica 2,1 horas, se pide:

a) Halla el intervalo de confianza para el nimero medio de horas de duracién de la bateria con
un nivel de confianza del 97 %.

b) Explica razonadamente cémo podriamos disminuir la amplitud del intervalo de confianza.

c¢) {Crees que la media poblacional p del nimero de horas es de 4 horas con una probabilidad
del 90 %7 Razona tu respuesta.

Solucion:
N(p;2,1)
a) n=10,X =573y NC=0,97T=1—a = a:0,03:>%:07015
P(Zgzm):1-%:1—0,015:0,985=> Zopa = 2,17
o 2,1
E=2Z,9 = E=21722= =1,4410
12 \/n V10

IC=(X —E; X +E) = (5,73 — 1,4410; 5,73 + 1,4410) = (4,289;7,171)
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b) Si se aumenta el tamafio muestral, mientras que la desviacién tipica y el nivel de confianza
permanecen inalterables, el error se hace més pequeno y, en consecuencia, la amplitud del
intervalo disminuye.

) NOC=0,9=1-a=— a=0,1=— %:0,05

P(ZgZa/g)zl—%:1—0,0520,95:> Zoyy = 1,645
o 2,1
E=Zy5 0 — E=1,645"

o2 n V10

IC=(X - E; X +E)=(573—1,0924; 5,73 + 1,0924) = (4, 6376; 6, 8224)

=1,0924

4 horas no estd dentro del intervalo de confianza y no se aceptaria que puede ser la media
con una confianza del 90 %.

Problema 5.6.4 El tiempo medio de espera en una linea de atencién al cliente sigue una distri-
bucién normal de media desconocida y desviacion tipica ¢ = 2 minutos. Se hace un estudio de los
tiempos de espera de 10 clientes al azar, siendo estos tiempos: 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 15 y 16
minutos respectivamente.

a) Halla un intervalo de confianza para la media poblacional del tiempo de espera, con un nivel
de confianza del 95 %.

b) (Cudl deberia ser el tamano minimo de la muestra elegida para que, con el mismo nivel de
confianza, el error maximo admisible sea menor que 1 minuto?

Solucion:

a) n=10, X =10,3y NC=0,95=1—a = a =0,05 = %:0,025

P(ZSZQ/Q):1-%:1-0,025:0,975: Zosy = 1,96

2
E=Zyp——=— E=19— =1,24

vn V10

IC=(X-E; X +E)=(10,3—1,24;10,3 + 1,24) = (9,06; 11, 54)

2
E:ZQ/Q% = =196

— n=1537T=— n=16

5.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.6.5 El tiempo medio diario de consumo de televisién en Castilla-La Mancha sigue
una distribucién normal con desviacion tipica ¢ = 30 minutos. Se hizo un estudio con 50 personas
y se observé que la media de consumo diario de ellas era de 220 minutos. Se pide:

a) Calcula el intervalo de confianza del 95 % para el consumo medio de televisién en Castilla-La
Mancha.

b) Razona cémo podriamos disminuir la amplitud del intervalo de confianza.

¢) ;Crees que la media poblacional p de consumo diario de televisién en Castilla-La Mancha es
de 230 minutos con una probabilidad del 90 %? Razona tu respuesta.
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Solucion:
N (13 30)

a) n=50, X =220y NC=0,95=1—a= a=0,05—= %:0,025

P(ZSZQ/Z):1—%21—0,025:07975:> Zoy2 =1,96

o 30
E=27, - — E=1,96—— — 8,3156
2 n V50

IC = (X — E; X + E) = (220 — 8,3156; 220 + 8,3156) = (211, 6844; 228, 3156)

b) Si se aumenta el tamafno muestral, mientras que la desviacién tipica y el nivel de confianza
permanecen inalterables, el error se hace mas pequeno y, en consecuencia, la amplitud del
intervalo disminuye.

¢) p = 230 horas no estd dentro del intervalo de confianza y no se aceptarfa que pueda ser la
media con una confianza del 95 %.

) NC=09=1-a=— a=0,1=— %:0,05

P(Z < Zopy)=1— % —1-0,05=10,95— Z,/, = 1,645
o 30
NG V/50
IC = (X — E:X + E) = (220 — 6,9791; 220 + 6,9791) = (213, 0209; 226,9791)

E=2Z,/, = E'=1,645 =6,9791

230 minutos no estd dentro del intervalo de confianza y no se aceptaria que puede ser la
media con una confianza del 90 %.

Problema 5.6.6 Se ha tomado una muestra aleatoria de 10 frascos de Berenjenas de Almagro de

1 kilogramo para medir el contenido de fibra en gramos y ha resultado ser: 60, 80, 120, 95, 65, 70,

75, 85, 100 y 90. Suponiendo que el contenido de fibra en cada frasco se distribuye segin una ley
normal de desviacién tipica o = 10 gramos, se pide:

a) Halla el intervalo de confianza del 97 % para la media poblacional del contenido en fibra de
un frasco de Berenjenas de Almagro.

b) Razona y explica qué se podria hacer para que el intervalo de confianza tuviera menor
amplitud con el mismo nivel de confianza.

c¢) ;Crees que la media poblacional p del contenido en gramos de fibra de un frasco de Berenjenas
de Almagro es de 85 gramos con una probabilidad del 98,5 %7 Razona tu respuesta.

Solucion:
N (p;10)

a) n=10, X =84y NC=0,97=1—a= a=0,03 = %=0,015

P(ZgZa/z):l—%z1—0,015=O,985:> Ty = 2,17

o 10
E=Zyp—— = E=217T—— = 6,8621
2 n V10

IC = (X — E;X + E) = (84 — 6,8621; 84 + 6,8621) = (77, 13785747; 90, 86214252)
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b) Si se aumenta el tamafio muestral, mientras que la desviacién tipica y el nivel de confianza
permanecen inalterables, el error se hace més pequeno y, en consecuencia, la amplitud del
intervalo disminuye.

) n=10,X =84y NC=0,985=1—a = a=0,015 = %:0,0075

P(Z < Zopy) = 17%:170,0075:0,9925:s Zoja = 2,43

o 10
E=27,9— = F=243—— = 17,6843
12 n V10

IC = (X — E; X + E) = (84 — 7,6843;84 + 7,6843) = (76,3157; 91, 6843)

85 gramos si esta dentro del intervalo de confianza y se aceptaria que puede ser la media con
una confianza del 98,5 %.

5.7. Castilla Le6n

5.7.1. Modelo de 2020

Problema 5.7.1 Una academia que prepara oposiciones esta evaluando la calidad de sus resul-
tados. Para ello toma una muestra de 50 opositores y comprueba que 20 han aprobado. Con esta
informacién:

a) Determinar los pardmetros media y desviacién tipica de la proporcién muestral que estima
la proporcién de opositores aprobados. Calcular, utilizando la distribucién normal asociada,
la probabilidad de que la proporcién muestral de aprobados esté entre el 35% y el 45 %.

b) Calcular un intervalo de confianza del 90 % para la proporcién de opositores aprobados de la

academia.
Solucién:
A—@—04:> 1=1—p=20,6
p—50— ) q= p=VY,
a) Sin=50>30=—= p~= N(ﬁ, pq) = N(0,4;0,0693), media 0,4 y desviacién tipica
n
0,0693.
0,35—-0,4 0,45 —10,4
P(0, <p<04 :P<;<Z<;):P—,2<Z<,2:
0,35 < p < 0,45) 0,0693 — < = 70,0693 (=072 < 2 <072
P(Z<0,72)— (1—P(Z<0,72)) =2P(Z < 0,72) —1 = 20,7642 — 1 = 0,5284
b) NO=0,9=1—a— azo,lj,»%zo,%

P(ZgZa/g):lf%:170,05:0,95:> Zoyy = 1,645

/D4 /0,4-0,6
E:Za/2 ;:1,645 T:O,114

IC = (p— E,p+E) = (0,4—0,114;0,4 + 0,0425) = (0,2860;0,514) = (28,60 %, 51,40 %)
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Problema 5.7.2 La ficha técnica del estudio social La vida en la Frontera con Portugal indica que
se ha encuestado a 4450 individuos mayores de 14 anos, residentes en Castilla y Ledn que viven a
menos de 25 km de la frontera con Portugal. La muestra se ha tomado de manera estratificada, con
muestreo aleatorio simple en cada estrato. El error de estimacién de la proporciéon de individuos
de la poblacién satisfechos con su zona de residencia es de +£1,4 % fijada una confianza del 95 %.
Para esta ficha técnica, identificar los siguientes elementos: Poblacién, diseno muestral, tamano
muestral, parametro estimado.

Solucién:

@ Poblacion: Individuos de 14 o més anos residentes en Castilla y Ledn que viven a menos de
25 km de la frontera con Portugal.

@ Diseno muestral: Muestreo estratificado con reparto proporcional y aleatorio simple en
cada estrato.

@ Tamano muestral: 4450 individuos.

@ Parametro estimado: La proporcion de individuos satisfechos con su lugar de residencia,
con un error de +1,4% y una confianza del 95 %

5.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.7.3 Las pruebas realizadas de un nuevo modelo de teléfono mévil aseguran que la
ley de probabilidad de la vida til del teléfono sin averfas (en meses) es normal de media 32 meses
y desviacién tipica 12,5 meses. La campana de lanzamiento del nuevo modelo ofrece la sustituciéon
gratuita del movil por cualquier averia aparecida en los primeros 4 meses.

a) Calcular la probabilidad de que haya que sustituir un mévil adquirido durante la campana
de lanzamiento.

b) Si una tienda vende 64 teléfonos mdviles del nuevo modelo el primer dia de campana, deter-
minar la probabilidad de que el tiempo medio sin averias de esos méviles sea superior a 36

meses.
Solucion:
N(32;12,5)
4 —32
a) P(X<4)=P|Z< 125 =P(Z<-224)=1—-P(Z<2,24)=1-10,9875=0,0125
12,5

) = N(32;1,5625)

— 36 — 32
P(X > 36) P(Zz 7> =P(2>2,56) =1— P(2 <2,56) = 1 — 0,9948 = 0, 0052

1,5625

5.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.7.4 El tiempo que tarda el servidor de una empresa de venta online en registrar
un pedido sigue una ley de probabilidad normal de media 0,16 minutos y desviacién tipica 0,37
minutos. Al comienzo de un viernes negro la empresa recibe 365 pedidos.

a) Calcular la probabilidad de que el servidor tarde més de 73 minutos en registrar los 365
pedidos.
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b) Calcular la probabilidad de que el tiempo medio de registro de esos 365 pedidos sea menor o
igual que 0,18 minutos.

Solucion:
N(0,16;0,37)

Sea S la distribucién suma de tiempos distribuidos segiin la normal dada entonces se se distribuira
segin una normal de media la suma de medias ug = 365 - 0,16 = 58,4 la desviacién tipica seria
os=Vo2+o2+a2+.. . ... + 02 =0v365=0,37-365 =7,0688 = N(58,4;7,0688)

a) N(58,4;7,0688). P(X > 73) = P(Z > 7$5§§é4) = P(Z >2,07) =1-P(Z < 2,07) =
10,9808 = 0,0192
0,37

b) =365 — X ~ N<0716;7> — N(0,16:0,0194
) e/ =M )

_ 18- 0,1
P(X§0,18):P<Z<w

<~ orod ) (2 < 1,03) = 0, 8485

Problema 5.7.5 La ficha técnica de un sondeo electoral indica que ha encuestado a 1207 indi-
viduos de 18 o mas anos residentes en Espana. La muestra se ha tomado de manera estratificada
por grupos de edad y sexo, con muestreo aleatorio simple en cada estrato. El error de estimacién
de la proporcién de individuos que acudird a votar en las préximas elecciones es de +2,8 % con un
nivel de confianza del 95,5 %. Para esta ficha técnica, identificar los siguientes elementos: poblacidn,
diseno muestral, tamano muestral y parametro estimado.

Solucién:

@ Poblacién: Individuos de 18 o més anos espanoles.

@ Diseno muestral: Muestreo estratificado con reparto proporcional y aleatorio simple en
cada estrato.

@ Tamano muestral: 1207 individuos.

@ Parametro estimado: La proporcién de individuos que podran votar, con un error de
+2,8% y una confianza del 95,5 %

5.8. Cataluna

No pusieron problemas de estadistica.

5.9. Comunidad Valenciana

No pusieron problemas de estadistica.

5.10. Extremadura

5.10.1. Modelo de 2020

Problema 5.10.1 El tiempo, en horas, que tarda cierta compania teleféonica en hacer efectiva
la portabilidad de un nimero de teléfono sigue una distribuciéon normal con desviacion tipica 24
horas. Se pregunta a 100 clientes por el tiempo invertido en la portabilidad, obteniéndose una
media de 36 horas. Se pide, justificando las respuestas:
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a) Calcular el intervalo de confianza al 95 % para la media de tiempo que tarda dicha compania
en hacer efectiva la portabilidad.

b) ;Cudl debe ser el tamafnio muestral para que el intervalo tenga una longitud de 5?

Solucién:
N (p;24)

a) n=100, X =36y NC=0,95=1—a = a=0,05 => %:0,025

P(ZgZa/2):1—%:1—0,025:0,975:> Zoja = 1,96

o 24
E=7y o — E=1,96——— — 4,704
2 n V100

IC = (X — E; X + E) = (36 — 4,704; 36 + 4, 704) = (31,296; 40, 704)

5 24
E=2=25=— E=Z,p—— = 2,5=1,96—= —> n > 354,041856 — n = 355
2 NG NG

Problema 5.10.2 Se desea conocer la media de ingresos por publicidad de los diarios regionales,
variable que se supone con distribucién normal de desviacién tipica 400 euros. Si deseamos obtener
un intervalo de confianza al 95 % para la media, jcudl debe ser el tamano muestral para que el
intervalo tenga una longitud de 160 euros? Justificar la respuesta. Solucién:

N (1 400)

NC=0,95=1—a— a=0,05— %:0,025
P(ZgZa/g):lf%:170,025:0,975:> Zoy = 1,96

400
E= ZQ/Q% = 80=1,96"= = 0 > 96,27534 = n = 97

5.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.10.3 El peso de los libros de texto es una variable que sigue una distribucién normal
con una desviacién tipica de 72 gramos. Se toma una muestra de 36 libros, siendo su peso medio
de 800 gramos. Calcular, justificando la respuesta, el intervalo de confianza al 95 % para el peso
medio de los libros de texto.
Solucién:

N(p;72)

n=36X=80yNC=09=1-a— a=0,05— %=0,025
P(ZgZa/g):17%:170,025:0,975:> Zosy = 1,96

o 72
E=Zyp—— = E=196——
a/2\/ﬁ /736

IC = (X — E; X + E) = (800 — 23,52; 800 + 23,52) = (776, 48; 823, 52)

= 23,52
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Problema 5.10.4 Se pretende realizar un estudio sobre la renta mensual de las familias. Dicha
variable sigue una distribucién normal con una desviacién tipica 400 euros. Si deseamos obtener
un intervalo de confianza al 95 % para la media de dicha variable, ;cudntas familias tenemos que
seleccionar (tamatio muestral) para que el intervalo tenga una longitud de 160 euros? Justificar la
respuesta.
Solucién:

N (13 400)

NC=095=1—a—=— a=0,05— %:0,025

P(Z < Zypy) = 1—%:1—0,025:0,975: Zojs = 1,96

400
E= ZW% — 80= 1,96~

= n>96,04 = n =97

5.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.10.5 Una marca de dulces realiza un control de calidad de sus productos, conside-
rando el didmetro (en cm) de las galletas que produce. Dicha variable sigue una distribucién normal
con una desviacién tipica 2 cm. Se eligen al azar 100 de las galletas producidas en la fabrica, obte-
niéndose un didmetro medio de 8 cm. Calcular, justificando la respuesta, el intervalo de confianza
al 95 % para el didmetro medio de las galletas producidas por dicha marca.

Solucién:

N(;2)
n=100, X =8y NC=0,95=1—a = a=0,05 — %:o,025
P(ZgZa/Q):1—%:1—0,025:0,975:> Zojy = 1,96

o 2
E=7y 2 — E=1,96—— — 0,392
12 n V100

IC=(X—E;X+FE)=(8-0,392;8+0,392) = (7,608;8,392)

Problema 5.10.6 Se realiza un estudio sobre el precio del pan en distintas tiendas, variable que se
supone con distribucién normal de desviacién tipica 20 céntimos. Si deseamos obtener un intervalo
de confianza al 95 % para la media de dicha variable, jcudntas tiendas tenemos que visitar (tamano
muestral) para que el intervalo tenga una longitud de 10 céntimos? Justificar la respuesta.
Solucién:

N (p;20)
NC=0,95=1—a=— a=0,05— %:0,025
P(ZSZQ/Q)zl—%:1—0,025:0,975:> Ty =1,96

20
E:Zm% — 5=1,96—~ — 1 61,465 — 1 = 62
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5.11. Galicia
5.11.1. Modelo de 2020

Problema 5.11.1 Después de anos de utilizarlo se sabe que la puntuacién de un test de uso
habitual en cierta rama industrial sigue una distribuciéon normal de media 74 y desviacion tipica
16. En una empresa se decide realizarlo a 100 de sus empleados.

a) ;Cudl es la probabilidad de que se obtenga una media muestral superior a 78 puntos, de
seguirse la pauta general?

b) ;Y la probabilidad de que la media muestral sea inferior a 74 puntos?

Solucion:
N(74,16)
— 78 — 74
a) PX>78)=P(2>-"" ") =P(Z>25 =1-P(Z<25)=1-0,9938 = 0,0062.
16/+/100
— 74 — 74
b) PX<T4)=P|Z<——|=P(Z<0)=0,5.
) PX <) (uym) (Z2<0)

Problema 5.11.2 Un estudio electoral con una muestra de 400 electores obtiene un intervalo para
la proporcién de votantes de un partido de [0,23;0,31].

a) ¢ Cudnto vale la proporcién muestral?
b) ;Cuél es el nivel de confianza con el que se estableci6 el intervalo?
c¢) {Cuadl es el error maximo cometido con el intervalo anterior?

Solucion:

0,31+0,23
a)p:%zo,w

0,27-0,73
b) E = 0,31 -0,27 = 0,04y E = Zy0\/ =% = 0,04 = Zaop\| ~gog— = Zaj2 =
n

1,802 = P(Z < 1,80) = 1—%20,9641:>a:0,0718:> NC =1-0,0718 = 0, 9282,
NC =92,82%

¢) Como ya hemos calculado es de +4 %.

5.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.11.3 La produccién diaria de leche, medida en litros, de una granja se puede apro-
ximar por una variable normal de media p desconocida y desviacion tipica o = 50 litros.

a) Determine el tamano minimo de muestra para que el correspondiente intervalo de confianza
para p al 95% tenga una amplitud a lo sumo de 8 litros.

b) Se toman los datos de produccién de 25 dias, calcule la probabilidad de que la media de las
producciones obtenidas sea menor o igual a 930 litros si sabemos que p = 950 litros.
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Solucion:
N (p;50)

a) NO=0,95=1—a= a=0,05—= %:0,025
P(ZSZQ/Q):1-%:1-0,025:0,975: Zosy = 1,96

50
E:ZQ/Q% — 4=1,96- 7= = 1.2 600.25 = n = 601
b) N(950;50), n = 25 => X ~ N (950- ﬂ) = N(950;10)
b b) ) \/% b
_ 930 — 950
P(X < 930) :P(Z < T) —P(Z<-2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

5.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.11.4 Una empresa editorial desea conocer el impacto que tendrd la publicacién de
una nueva obra de un reconocido novelista. Tras entrevistar a 100 personas aficionadas a la lectura,
80 de ellas reconocen que adquirirdn esa nueva obra.

a) {Con qué nivel de confianza se puede afirmar que la proporcién de aficionados a la lectura
que adquirirdn la obra estd entre el 69,7 % y el 90,3 %?

b) Si se sabe que 8 de cada 10 personas aficionadas a la lectura adquirirdn la obra y elegimos
una muestra de n = 144 de esas personas, calcule la probabilidad de que la proporcién de
aficionados a la lectura que adquirirdn la obra sea superior al 75 %.

Solucion:

a) La longitud del intervalo es | = 2E = 0,903 — 0,697 = 0,206 = E = 0,103

0,8-0,2
E:Za/g\/z% — 0,103 = Zap\| =o5 = Zajz = 2,575

P(Z§ZQ/Q)=P(Z§2,575)=0,995=1—%:> a=0,01
Luego NC=1—a=1-0,01=0,99.

8 0,8-0,2
b) Ahoran:144,13:1—0:078qu:0,2:> p’ftﬁN(O,S;\/m) = N(0,8;0,0333)

0,75 —0,8

> = >
Plp20,75) P(Z* 0,0333

) = P(Z>-1,5)=P(Z <1,5) = 0,9332

5.12. Islas Baleares

5.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.12.1 En una muestra aleatoria de 256 individuos se ha obtenido una edad media de
17,4 anos. Se sabe que la desviacién tipica de la poblacién normal de la que procede esta muestra
es de 2 anos.
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a) Obtener un intervalo de confianza al 95 % para la edad media de la poblacién.

b) ;Cudl debe ser el tamanio minimo de la muestra que se debe tomar para que en estimar la
edad media con un nivel de confianza del 99 %, el error cometido sea inferior a 0,5 afios?

Solucion:
N(p;2)
a) n=256, X =174y NC=0,95=1—a= a=0,05 = %20,025
P(ZgZam):l—%:1—0,025:07975:> Zaj2 = 1,96

g

E:ZQ/Q\/H

= E=1,9 = 0,245

2
V256
IC=(X —E;X + E) = (17,4 — 0,245; 17,4 + 0, 245) = (17,155; 17, 645)
b) NC=0,99=1-a= a=0,01 = %:0,005
P(ZgZa/g):lf%:170,005:0,995:> Zoys = 2,575
o 2z

E=2Zyp—— 27575\/5

Tn =0,5= n > 106,09 = n = 107

5.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.12.2 En una poblacién una variable aleatoria sigue una ley normal con desviacién
tipica 8. Se ha elegido, al azar, una muestra de tamano 100 y su promedio ha sido 67.

a) Calcular el intervalo de confianza del 93 %, para la media de la poblacién.

b) ;Cudl debe ser el tamafio minimo de la muestra que se debe tomar para estimar, con un nivel
de confianza del 99 %, la media de la poblacién con un error no superior a 27

Solucion:
N (13 8)

a) n=100, X =67y NC=0,93=1—a = a=0,07 = %:0,035

P(ZgZa/Q):1—%:1—0,035:0,965: Zosa = 1,815

g

8
— E=1,815—— =1,452
NG

V100

IC = (X — E; X + E) = (67— 1,452; 67 + 1,452) = (65, 548; 68, 452)

E= Zcx/2

b) NC=0,99=1-a= a=0,01 = %:0,005
P(ZgZa/g):173:170,00520,995:> T = 2,575
o 8

E=2Z, 5= = 2,575— =2 >1 =1
a2 = BSTE = = 2= n > 106,09 — n=107
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5.13. Islas Canarias

5.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.13.1 En una determinada provincia, se seleccioné una muestra al azar de 400 per-
sonas cuya media de ingresos mensuales resulté igual a 1250€ con una desviacion tipica de 210€.

a) Calcular un intervalo de confianza al 90 % para los ingresos medios mensuales.

b) (De qué tamano debe ser la muestra si se desea estimar los ingresos medios mensuales con
un error menor de 15€ y con una confianza del 95 %?

Solucion:
N (p;210)

a) n=400, X =1250 y NC = 0,90 =1 —a = a = 0,1 = %:0,05
P(Zgzm):1-%:1-0,05:0,95: Zoys = 1,645

o 210
E=Zy 02 — E=1,645—— — 17,2725
2 /n /400

IC = (X — E; X + E) = (1250 — 17,2725; 1250 + 17, 2725) = (1232, 7275; 1267, 2725)

b) NC=0,95=1—a=— a=0,05— %:0,025
P(ZgZa/2)=1—%:1—0,025=0,975:> Zjy = 1,96

210
E=Zyp— = 1,96== = 15 = n > 752,9536 — n = 753

vn Vn

Problema 5.13.2 En un Instituto de Ensenianza Secundaria se ha seleccionado una muestra alea-
toria de 48 estudiantes a quienes se les pregunté si utilizaban la cafeteria del instituto. Contestaron
negativamente un total de 12 estudiantes.

a) Estima, con una confianza del 94 %, en qué intervalo se encuentra la proporcién de alumnos
que utilizan la cafeteria del instituto.

b) ({Qué tamano muestral hubiese sido necesario tomar para estimar dicha proporcién con un
error menor del 4% y una confianza del 90 %?
Solucién:
36

_— = 7 A:]_—A: 2
18 0,70 = ¢ p=0,25

ﬁ:

a) NC=0,94=1—a— a=0,06— %:0703
P(ZgZa/2):17%:170,03:0,97:> Zoyy = 1,885

5 0,75-0,25
E = Zop\| 22 = 1,885/ === — 0, 1178
n 48

IC = (p—E,p+E) = (0,75—0,1178;0, 75+0, 1178) = (0, 6322; 0, 8678) = (63,22 %; 86, 78 %)
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b) NC=0,90=1-a= a=01=— %:0,05
P(ZgZam):1—%:1—0,05:0,95:> Ty = 1,645

5 0,750, 25
E= Zam/%q — 0,04 = 1,645\/% — n > 317,1123046 = n = 318

Problema 5.13.3 El peso de las pinas de platanos de una cooperativa de una determinada zona,
se distribuye normalmente con una desviacién tipica de 8 kg.

a) Determina el tamafio de la muestra si se desea que el intervalo de confianza al 92 % para el
peso medio de las pinas de platanos tenga una amplitud de 4 kg

b) Si el peso medio de las pinas de platanos fuera de 40 kg. ;Cuél serfa la probabilidad de que
el peso medio de una muestra de 81 pinas estuviese entre 38 y 41 kg?

Solucién:
N(;8)

a) NO=0,92=1—a= a=0,08= %:0,04
P(ZgZa/g):1—%:1—0,04:0,96: Zoyy = 1,755

8
E=Zyjy—= = 1,755—= = 2 = n > 49,2804 = n = 50

f Vn
b) X ~ N (40 %) N (40; 0, 8889)
- —4 41 — 4
P38 <X <4 ):P(38 Ongio):P(72,25§Z§1,12):P(Z§
0, 8889 0, 8889
1,12)—P(Z < —2,25) = P(Z < 1,12)— (1— P(Z < 2,25)) = 0, 8686 — (1—0, 9878) = 0, 8564

5.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 5.13.4 Un medicamento cura una determinada enfermedad en el 80 % de los casos.
a) Si se administra a 10 pacientes, jcudl es la probabilidad de que, a lo sumo, 9 no se curen?

b) Si se administra a 100 pacientes, ;cudl es la probabilidad de que el nimero de curados esté
entre 76 y 887

¢) ;Cuél es la probabilidad de que, en una muestra de 64 pacientes a los que se ha administrado
el medicamento, la proporcién de no curados sea menor o igual que 0,157

Solucién:
B(n;0,8)

a) Sin = 10== B(10;0,2)(no se curan)

10
PX<9)=1-P(X>9)=1-P(X=10)=1- (10>0 210.0,8% = 1 -0,9999998976 ~ 1

b) B(100;0,8), n = 100 > 10, np = 100-0,8 = 80 > 5y ng = 100-0,2 = 20 > 5 = X ~
N (np, \/npq) = N(80,4)
P(76§X§88):P(@§Z§w):P(—1,13§Z§2,13):P(Z§
2,13)—P(Z < —1,13) = P(Z < 2,13)— (1— P(Z < 1,13)) = 0,9834 — (1 —0, 8708) = 0, 8542
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¢) No curados B(64;0,2), np = 64-0,2 = 128 > 5, ng = 64-0,8 =51,2 > 5 —= X =~
N(np,/npq) = N(12,8;3,2) y 0,15-64 =9,6
10,1 —-12,8
P(X§9,6):P(Z§T>:P(Zg—0,84):1—P(Z§0,84):1—0,7995:
0,2005 ’

Problema 5.13.5 Un estudio reciente, realizado sobre 400 internautas de una regién, de edades
comprendidas entre 16 y 65 anos, indica que 344 usan redes sociales.

a) Con una confianza del 97 %, construir un intervalo de confianza para la proporcién de inter-
nautas de la regiéon que no usan redes sociales.

b) Si, para estimar la proporcién de internautas que usan redes sociales, se obtiene el intervalo
[0, 826; 0, 894]. ;Cudl es el nivel de confianza utilizado?

c¢) Si la poblacién de la region, con edades entre 16 y 65 anos, es de 400000 personas, usando
el nivel de confianza del apartado b), jentre qué limites estd el nimero de los que no usan
redes sociales?

Solucion:

400 — 344
400

NC=0,97=1—a— a=0,03 — %:0,015

a) No utilizan las redes sociales: p = =0,4—=— ¢=1-p=1-0,14=0,86

P(Zgzm):1-%:1-0,015:0,985: Ty = 2,17

b4 0,14-0,86
E=Zyp\| 2 = E=217\/2-—2 =0,0377
2V 400

IC = (p—E; p+E) = (0,14—0,0377;0,14+0,0377) = (0,1024;0, 1776) = (10, 24 %; 17,76 %)

b) Utilizan las redes sociales p = % =0,86—= ¢=1—-p=1-0,86=0,14
La longitud del intervalo | = 2E = 0,894 — 0,826 = 0,068 —= F = 0,034 — 0,034 =
Zoyor/ S0 — 7, = 1,96
P(Z <1,96)=0,9750=1—-§ = a=0,05= NC=0,95=95%

c¢) Utilizan las redes sociales: [0, 826;0,894] — [1 — 0,826;1 — 0,894] — [0,106;0,174] no
utilizan las redes sociales con un nivel de confianza del 95% luego el niimero de personas
que no utilizardn las redes sociales estardn en el intervalo [400000 - 0, 106; 400000 - 0,174] =
[42400; 69600)

Problema 5.13.6 Se toma una muestra de 400 estudiantes al azar y se les pregunta por su gasto
anual en libros y material escolar, obteniéndose una cantidad media de 132€. Se sabe, ademads, que
la desviacion tipica de este gasto en la poblacion estudiantil es de 24€.

a) Calcular un intervalo de confianza al 90 % para la media poblacional de este gasto.

b) Calcular el tamano muestral necesario para que el correspondiente intervalo de confianza del
apartado anterior fuese [128,71, 135,29].
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Solucion:
N (u;24)

a) n=400, X =132y NC=0,90=1-a = a=0,1 = %=0,05

P(Zgzm):1-%:1-0,05:0,95:> Zoyy = 1,645

24
E=2Zyy == E=1,645—— = 1,974

f T V400

IC=(X —E; X +E) = (132 — 1,974; 132 + 1,974) = (130, 026; 133, 974)
b) Zass = 1,645y | = 2E = 135,29 — 128,71 = 6,58 = E = 3,29.

E= Za/gf:>1645f—3,29:>n2144:>n:144

5.14. La Rioja

5.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.14.1 El ntimero de usuarios del transporte metropolitano sigue una distribucién
normal con desviacién tipica 108.

a) Si la media de usuarios diarios fuese 1700, ;jcudl serfa la probabilidad de que la media de
usuarios de 36 dias fuese mas de 16787

b) En los 100 primeros dfas del afio, la media diaria de usuarios ha sido 1750, determina un
intervalo de confianza del 95 % para la media de viajeros.

Solucion:
N (;108)

a) Si pu=1700 = N(1700;108) y n = 36

— 1678 — 1700
P(X > 1678) = —P(Z>-1,22)=1-P(Z<-1,22) =1— (1 —
(X > ( 108/\ﬁ) (Z = ) ( ) (
P(Z <1,22)) = P(Z < 1,22) = 0,8388

b) n=100, X =1750 y NC = 0,95 =1 —a = a = 0,05 = %:0,025
P(ZgZa/z):1—%:1—0,025:0,975:> Zoyz = 1,9

E=Zys == E=196—— 108 _ 91,168

f V100

IC = (X — E; X + E) = (1750 — 21,168; 1750 + 21, 168) = (1728,832; 1771, 168)
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5.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.14.2 La vida media de un modelo de grapadoras sigue una distribucion normal con
una desviacién tipica de 60 dias.

a) Si la media fuese de 950 dias, jcudl seria la probabilidad de que la duracién media de una
muestra de 100 grapadoras superase los 959 dias?

b) Si una muestra de 64 grapadoras tiene una vida media de 980 dfas, determina un intervalo
de confianza del 90 % para la media de la produccion.

Solucion:
N (1 60)
a) Si = 950 — N(950:60), n = 100, P(X > 959)) = P (2> 229 =90) _ pz > 5 =
1% ’ ) ) el = 60/\/@ i ]

1 - P(Z<1,5)=1-0,9332 = 0,0668
b) n=064, X =980y NC =0,90=1-a=— a=0,1 = %:0,05
P(ZgZa/2):1—%:1—0,05:0,95:> Zoys = 1,645

60
E=Zyp—— = E=1,645— = 12,3375

Vi V64

IC = (X — E; X + E) = (980 — 12, 3375; 980 + 12, 3375) = (967, 6625; 992, 3375)

5.15. Madrid

5.15.1. Modelo de 2020

Problema 5.15.1 El ntimero de kilémetros que un corredor entrena a la semana mientras prepara
una carrera popular se puede aproximar por una variable aleatoria de distribucién normal de media
1 horas y desviacién tipica o = 10 horas

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 atletas, obteniéndose una media muestral de 30
kilémetros. Determine un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) Suponga que p = 28 kilémetros. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra alea-
toria simple de 10 atletas, la media muestral, X, esté entre 28 y 30 kilémetros.

Solucion:
N (p;10)

a) n=20, X =30y NC =95% —> 2,2 = 1,96

o 10

E = Za/gﬁ = 1,96@

IC = (X - E,X + E) = (30 — 4,383; 30 + 4,383) = (25,617; 34, 383)

— 4,383

267



b) p =28y n=10:

- 28-28 . 3028
P(28<X <30)=P <X<ZT )=
10/1/10 10/v/10

P(0< Z<0,63)=P(Z<0,63) — P(Z <0)=0,7357 — 0,5 = 0, 2357

Problema 5.15.2 Las calorias consumidas por un atleta durante una carrera popular se pueden
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p calorias y desviacién
tipica o = 300 calorias.

a) Determine el tamafio minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacion de p sea menor de 100 calorias con un nivel de confianza

del 95 %.

b) Suponga que 1 = 3000 calorias. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de tamano n = 50 atletas, la media de las calorias consumidas durante la carrera por
los 50 atletas sea mayor que 2700 calorias.

Solucion:
N (13 300)

a) E =100, NC =95% = 2,5 = 1,96

300 1,96 - 300>
E=zyp—— =196~ =5=>n> <7> — 34,5744
vn NG 100
Luego n = 35.
b) p=3000y n=>50
v __ 2 —

P (X >2700) = p (X > 20003000 _

300/+/50

P(Z>-700)=1-P(Z<-707)=1-(1-P(Z<7,00)=1-(1-1)=1

5.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.15.3 La publicidad de una marca de boligrafos afirma que escriben 2 km. Para
realizar un control de calidad, se considera que la longitud de escritura de estos boligrafos puede
aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de media p km y desviacién tipica
0,5 km.

a) Obtenga el niimero minimo de boligrafos que deberfan seleccionarse en una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacién de p por la media muestral, sea
como mucho 0,05 km con un nivel de confianza del 95,44 %.

b) Si la longitud media de escritura, y, es la anunciada en la publicidad, calcule la probabilidad
de que, con una muestra de 16 boligrafos elegidos al azar, se puedan escribir mas de 30 km.

Solucion:
N(p;0,5)
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a) 242 =2y E =0,05:

5 2.0,5)\2
= > ’ =4
- 0705:>n7(0’05> 00

Luego n = 400.

. ) _ <~ _ 30 _
b) Tenemos N(2;0,5), n =16y X = 35 = 1,875

- 1,875
P(X>1,875)=P (Z > =

> 05/\/E) =P(Z>-1)=P(Z<1)=0,8413

Problema 5.15.4 Determinado modelo de lavadora tiene un programa de lavado con un consumo
de agua que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribuciéon normal cuya desviacién
tipica es de 7 litros.

a) En una muestra aleatoria simple de 10 lavadoras los consumos de agua en un lavado con este
programa fueron los siguientes:

40 45 38 44 41 40 35 50 40 37

Construya el intervalo de confianza al 90 % para estimar el consumo medio de agua de este
modelo de lavadoras con dicho programa de lavado.

b) A partir de una muestra de 64 lavadoras elegidas al azar, se obtuvo un intervalo de confianza

para la media con una longitud de 5 litros. Obtenga el nivel de confianza utilizado para
construir el intervalo.

Solucion:

a) nle,X:41yza/2:1,645

7
E= za/Q% = 1,645

= 3,64136
IC = (X - E,X + E) = (37,3644, 64)

b) n=64yL=2E=5= E =25

o 7 2,58
E = zajp—m = 2,5 = 2ajy—m= = Zajg =

= 2,8571
Vn V64
P(Z§2,86):1—%:0,9979:> a=0,0042= NC=1-a=0,9958

NC =99,58%
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5.15.3. Convocatoria Extraordinaria junio de 2020-coincidente

Problema 5.15.5 El salario medio bruto mensual en Espana en 2019 se puede aproximar por una
distribucién normal con o = 900 euros.

a) Determine el tamafio minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
méaximo cometido en la estimacién de p por la media muestral, X, sea a lo sumo de 200
euros, con un nivel de confianza del 95 %.

b) Suponga que pu = 1889 euros. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de 64 individuos, la media muestral, X, sea mayor que 1900 euros.

Solucion:
N (p;900)

a) zq2 = 1,96 y E = 200:

o 900 1,96 - 900\ ?

E = — =1,96—= =200 = n > (7) = 77,7924
a2 Jn "=\"200
Luego n = 78.

_ 1900 — 1889

b) p=1889yn =64 P(X >1900) =P|(Z>———"") =P(Z>0,1)=1-P(Z <
900//64

0,1) = 1—0,5398 = 0, 4602

Problema 5.15.6 Se estima que el coste medio anual de la cesta de la compra de una familia tipo
se puede aproximar por una distribucién normal de media p y desviacién tipica o = 500.

a) Se ha analizado el consumo de 100 familias tipo, obteniéndose un coste medio estimado de
5100 euros anuales. Calcule un intervalo de confianza al 90 % para la media p.

b) A partir de una muestra de 36 familias tipo, se ha obtenido un intervalo de confianza para
i con un error de estimacion de 160 euros. Determine el nivel de confianza utilizado para
construir el intervalo.

Solucién:
N (45500)
a) n=100, X = 5100 y 2,2 = 1,645
o 500
E=2,9——=1,645—— =82,25
12 n V100

IC = (X — E,X + E) = (5017, 75; 5182, 25)

b) n=36y E = 160:

o 500
E = Za/gﬁ — 160 = ZO{/QE

P(Z < 1,92):0,9726:173: a=0,0548 = 1 —a = 0,9452

— 240 = 1,92

NC =94,52%
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Problema 5.15.7 El peso de una patata, en gramos (g), de una remesa que llega a un mercado
se puede aproximar por una variable aleatoria X con distribucién normal de media u y desviacién
tipica o = 60 g.
a) Determine el tamafno minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacién de p sea menor que 20 g, con un nivel de confianza del

95 %.

b) Suponiendo que se selecciona una muestra aleatoria simple de tamano n = 100, calcule el
valor de la media p para que P(X < 220) = 0, 9940.

Solucién:
N (1 60)
a) 2472 =1,96y £ = 20:
o 60 (1796~60>2
E = — =1 —_— = > 2Z——— ) =34
S ,96\/5 5= n> 5 34,57

Luego n = 35.

220 — 220 — 220 —
b) P(X <220)= P (z< 2201 :P(Zg 0 “)=0,99402>M:2,51:>
60/+/100 6 6
w=204,94 ~ 205.

Problema 5.15.8 Una persona se ha propuesto salir a caminar todos los dias realizando el mismo
recorrido y cronometrando el tiempo que tarda en completarlo. El tiempo que estd caminando por
este recorrido puede aproximarse por una variable aleatoria con distribuciéon normal cuya desviacién
tipica es 10 minutos.

a) Utilizando la informacién de una muestra aleatoria simple, se ha obtenido el intervalo de
confianza (26,9;37,1), expresado en minutos, para estimar el tiempo medio que tarda en
realizar el recorrido, p, con un nivel de confianza del 98,92%. Obtenga el tamafio de la
muestra elegida y el valor de la media muestral.

b) Si el tiempo medio para completar el recorrido es p = 30 minutos, calcule la probabilidad de
que, en una muestra de 16 dias elegidos al azar, esta persona tarde entre 25 y 35 minutos de
media para completar el recorrido.

Solucion:
N (p;10)
1-2 _ 142
a) B = 301=269 . 6.9 _5,,x-3011269 ; 6.9 _ 49
NC =0,9892 =1 —a — a = 0,0108 — % = 0,0054 = P (Z < 240) = 1—% -

1—0,0054 =0,9946 = 2,/2 = 2,95

10 2.55- 102
E=zyp—==255—=51= n> <7> _ o5

vn vn 5,1
Luego n = 25.
b) £ =30y n=16:
P(25 <X <35 =P =30 _ , 35290 =P(—2<Z<2)=P(Z<2)-PZ<

10/v/16 10/V16 ) - -
—2)=P(Z<2)-(1-P(Z<2)=2P(Z<2)—1=0,9544
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5.16. Murcia
5.16.1. Modelo de 2020

Problema 5.16.1 El tiempo, en anos, de renovaciéon de un ordenador portatil se puede aproxi-
mar mediante una distribucién normal con desviacién tipica de 0,9 anos. Si tomamos al azar a 900
usuarios, se obtiene una media muestral de 3,5 anos. Hallar el intervalo de confianza al 95 % para
el tiempo medio de renovacién de un ordenador portatil.

Solucién:

N(1;0,9), n=900, NC=95% y X =3,5

NC=09=1—a— a=0,05— %:0,025

P(ZSZDC/Q):17%:170,025:0,975:> Zosy = 1,96

o 0,9
E=2,,-0 — E=1,96—— — 0,0588
12 /n V900

IC= (X —E; X +E)=(3,5-0,0588; 3,5+ 0,0588) = (3,4412; 3, 5588)

Problema 5.16.2 El tiempo en minutos de conexién a Internet de los estudiantes de un centro
de secundaria, sigue una distribuciéon normal con una desviacién tipica de 10 minutos. Para poder
estimar la media del tiempo de conexidn, se construye un intervalo de confianza con un error menor
o igual a 5 minutos, con un nivel de confianza del 95 %. Determine cuél es el tamafio minimo de la
muestra que es necesario observar.

Solucion:

N(u;10), E=5y NC=95%

NC=0,95=1—a— a=0,05— %:0,025

P(ZgZQ/Q):1—%:1—0,025:0,975: Zojs = 1,96

10
E=Zyjp— = 5=1,96— = n > 15,3664 = n = 16
n

Vi Vi

5.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.16.3 Se ha estimado que el consumo medio de gasolina de los automédviles de un
concesionario se distribuye segin una distribucién normal con una desviacién tipica de 0,5 litros.
Se han probado 10 automéviles, elegidos aleatoriamente, de este concesionario por conductores con
la misma forma de conducir y en carreteras similares, obteniendo un consumo medio de 6,5 litros
por cada 100 km.

a) Determine un intervalo de confianza, al 95 % de confianza, para la media del gasto de gasolina
de estos vehiculos.

b) Hallar el tamano minimo que debe tener la muestra para que, con un nivel de confianza del
95 %, el error cometido del consumo de gasolina sea inferior a 0,2.
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Solucion:

a) N(p;0,5), n=10, X =6,5y NC =95%
NC=0,95=1—a— a=0,05— %:0,025

P(Zgzm):1-%:1-0,025:0,975: Zosy = 1,96

o 0,5
E=7,9—=— FE=1,96—— =0,3099
12 n V10
IC = (Y— E; X + E) = (6,5-0,3099;6,5 + 0,3099) = (6,1901; 6, 8099)
b)
o 0,5
E=Z,/p—=0,2=1,96 = n>24,01 = n=25

Vn vn

Problema 5.16.4 En un laboratorio farmacéutico se analiza el PH de una solucién y se supone
que este sigue una distribucién normal con una desviacion tipica de 0,02. Con un ensayo de 6
mediciones de la misma solucién se obtuvo un PH de 7,91.

a) Determine un intervalo de confianza al 95 % para la media de todas las determinaciones de
PH de la misma solucién obtenida por el mismo método.

b) Con el mismo nivel de confianza anterior. ;cudl serd el tamano minimo de la muestra para
que el error cometido sea inferior a 0,017

Solucion:

a) N(u;0,02),n=6,X=791y NC=95%
NC=0,95=1—a— a=0,05— %:0,025

P(ZgZa/2)=1—%:1—0,025=0,975:> Zoys =1,96

o 0,02
E=2,,—=— E=1,96—"= =0,016
"V V6
IC=(X-E;X+E)=(7,91-0,016;7,91 4 0,016) = (7,894; 7,926)
b)
o 0,02
E:Za/2%:0,01:1,96\/ﬁ — n>15,3664 = n =16

5.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.16.5 El precio medio de los aspiradores de una gran superficie se distribuye segin
una distribucién normal de desviacién tipica 100€. Se toma una muestra aleatoria de 9 aspiradoras
de distintas marcas obteniendo un precio medio de 178,89€. Determine un intervalo de confianza

al 99 % para el precio medio.
Hallar el tamafio minimo que debe tener la muestra para que, con un nivel de confianza del 99 %
el error cometido de estimacién del precio no supere los 50€.

Solucién: o
N(1;100), n =9, X = 178,89 y NC = 99%
NC=0,99=1—a=— a=0,01 — %:0,005
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P(Z < Znjs) =1— = =1-0,005=0,9795 = Z, /5 = 2,575

| R

o 100
— = F =2,575— = 85,8333
Vvn V9

E= Za/2

IC = (X — E; X + E) = (178,89 — 85,8333; 178, 89 + 85, 8333) = (93, 0567; 264, 7233)

100
E=Z,p—— = 50 = 2,575 = —> n > 26,5225 — n = 27

vn vn

Problema 5.16.6 Se sabe que el peso de los tarros de cacao de un supermercado es una varia-
ble aleatoria que sigue una distribucién normal con desviacién tipica de 1,8 gramos. Se toma una
muestra aleatoria de 9 tarros y se obtiene un peso medio de 89 gramos. Obtenga un intervalo de
confianza, al 95 % para la media de esta poblacidn.

(,Cudl serd el tamano minimo que debe tener la muestra para que el error cometido de estimacién
del peso no supere 1 gramo, a un nivel de confianza del 95 %?

Solucién:

N(;1,8),n=9,X=8)y NC=95%

NC=0,95=1—a—=— a=0,05— %:0,025

P(ZgZQ/Q)z1—%:1—0,025:0,975: Zosy = 1,96

1,8
E:ZQ/Q%: E:1,96\’/§

IC=(X—E; X +E)=(89—1,176;89 + 1,176) = (87,824; 90, 176)

7 . 1-1.9628
NG

=1,176

NG

E=Z4 — n > 12,446784 = n = 13

5.17. Navarra

5.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.17.1 El tiempo que la poblacién de jévenes de una regién dedica mensualmente a
hacer deporte sigue una distribucién normal con varianza de 16 horas?. El tiempo medio obtenido
a partir de una muestra aleatoria de 64 jovenes de dicha region es de 25,8 horas.

a) Calcule un intervalo de confianza para la media poblacional, con un nivel de confianza del
97 %.

b) Con los datos de esa muestra se ha calculado el siguiente intervalo de confianza para el tiempo
medio que los jévenes de dicha regién dedican mensualmente a hacer deporte: [24,9775; 26, 6225].
Determine el nivel de confianza de este intervalo, justificando su respuesta.

(Escriba las férmulas necesarias)
Solucién:
N(p; V16) = N(p;4)

274



a) n=064, X =258y NC=0,97=1-a— a=0,03 — %:o,ow
P(ZgZa/Q):17%:170,015:0,985:> Ty = 2,17

E = Za/Zi =
n

NG
4
V64
IC=(X—E; X +F)=(25,8—1,085;25,8 + 1,085) = (24, 715; 26, 885)

b) La amplitud del intervalo es | = 2F = 26,6225 — 24,9775 = 1,645 = FE = 0,8225

E=217—— = 1,085

4
E= Zm% — 0,825 = Zapp e = Zapp = 1,645

P(Z§1,645)=0,95=1—%:>a=0,1=>NC=1—0,1:O,9:> NC =90%

5.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.17.2 El peso (en toneladas) de los contenedores que transporta una empresa de
servicios de transporte maritimo puede aproximarse a una distribucién normal con desviacién de
3 toneladas.

a) Se realizé un estudio tomando una muestra aleatoria simple de contenedores y se calculd
un intervalo de confianza al 97 % para la media poblacional, con un error maximo de 0,651.
Calcule el tamafio de la muestra que se tomé en ese estudio.

b) Se decide realizar otro estudio y se selecciona una muestra de contenedores, obteniéndose los
siguientes pesos (en toneladas): 20.25, 17.5, 21.8, 15.7, 14.6, 17.2, 23.1, 11.7, 18.3. Construya
un intervalo de confianza para el peso medio de los contenedores, con un nivel de confianza
del 93 %.

(Escriba las férmulas necesarias)
Solucidn:

N(p;3)
a) NO=0,97T=1—a = a=0,03—= %:0,015

P(Z < Zay) :1—%:1—0,015:0,985: Ty = 2,17
E=0,651,y Zojn = 2,17

3
E= ZQ/Q% — 0,651 = 2,17 = — n =100

b) n=9,X=17,7944 y NC = 0,93 =1 — a = a = 0,07 = %:0,035
P(ZSZQ/Q):1—%:1—0,035:0,965:> Ty = 1,81

3
E:ZQ/Q% — B = 18175 = 1,81

IC = (X —E; X +E) = (17,7944 — 1,81;17,7944 + 1,81) = (15,9844; 19, 6044)
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5.18. Pais Vasco

5.18.1. Modelo de 2020

Problema 5.18.1 En una poblaciéon se toma una muestra aleatoria de 500 personas y se les
pregunta si son aficionadas al deporte o no. De ellas 350 respondieron que si son aficionadas al
deporte y el resto que no. Con esta informacién se pide:

a) Estimar, con un nivel de confianza del 95 %, el porcentaje de personas de la poblacién que
son aficionadas al deporte. Calcular, ademas, el error médximo para dicho nivel de confianza.

b) Interpretar los resultados obtenidos.
Solucién:
a) n=>500,p=20=0,7y NC=0,95=1-a= a=0,05= %:0,025

P(Z < Zu)s) :1—%:1—0,025:07975: Doy = 1,96

/D4 /0,7-0,3
E:Za/Q z:1796 W:0,0402

IC = (p— E,p+ E) = (0,7 —0,0402; 0,7+ 0,0402) = (0, 6598; 0, 7402) = (65, 98 %; 74, 02 %)

b) La proporcién de poblacién que son aficionados al deporte estéd entre el 65,98 % y el 74,02 %
con una probabilidad del 95 % de que esta afirmacién sea correcta.

Problema 5.18.2 En una determinada ciudad el gasto anual en transporte publico realizado por
las familias sigue una distribuciéon normal de media p y desviacién tipica 75 euros. Se toma una
muestra aleatoria de 100 familias, de la que se obtiene un gasto medio de 250 euros.

a) Calcular entre qué valores estard el gasto medio de la poblacién con un nivel de confianza
del 99 %.

b) ;Qué tamaiio deberia tener la muestra para que el error maximo sea de 10 euros con un nivel
de confianza del 99 %?

Solucion:
a) n=100, X =250y NC=0,99=1—a= a=0,01 = %20,005

P(Z < Zppp) =1—2 =1-0,005=0,995 = Z,5 = 2,58

[\ o)

E=Zyp— — B— 2580

=19,35
vn V100

IC = (X — E; X + E) = (250 — 19, 35; 250 + 19, 35) = (230, 65; 269, 35)

O 0= 2,58 s n > 374,4225 —> 1 — 375
Jn
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5.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.18.3 La altura en centimetros de las mujeres de un determinado pais sigue una
distribucién normal de media 163 cm y desviacién tipica 7 cm.

a) Si se toma una mujer al azar, jcuél es la probabilidad de que su altura sea superior a 171
cm? ;Y de que su altura esté comprendida entre 155 y 171 cm?

b) Una empresa que fabrica disfraces quiere elaborar cuatro tallas en funcién de la altura, de
tal modo que cada una de ellas sea adecuada para el 25 % de las mujeres. §Cudles serdn las
alturas que marcaran el cambio de una talla a otra?

Solucion:
N(163;7)

171 — 163

a) P(le?l):P(Zz -

0,1271
155 — 1 171 -1
PW%SXgND:P(E%JggZSJfTQ):PFLMSZSI&Q:HZ<

1,14) — P(Z < —1,14) = P(Z < 1,14) — (1 — P(Z < 1,14)) = 2P(Z < 1,14) — 1 =
20,8728 — 1 = 0, 7456

) =P(Z>1,14) =1-P(Z <1,14) =1 - 10,8729 =

b) Tendremos:

9 1
@}%nga):0ﬂ5=$»P(Z§—ﬂ ;m)::1—035=(xm:=:-fl763=
0,675 = a = 158,275 cm
1 — 16
@me§@=050=¢P(Zga %>=Q5=:a 30— a=163 em
~ 163 ~ 163
@P(Xga):0,75=>P(Z§a7 ):0,75:>“ = 0,675 = a =

167,725 cm

Problema 5.18.4 El peso de las truchas de una piscifactoria sigue una distribucién normal de
media 250 gramos y desviacién tipica 50 gramos. Unicamente son aptas para las ventas aquellas
que superan un determinado peso.

a) ¢ Cudl deberfa ser ese peso si se quiere que el 40 % de las truchas de la piscifactorfa sean aptas
para la venta?

b) Si dicho peso se establece en 280 gramos y en la piscifactoria hay un total de 6000 truchas,
jcuantas de ellas se podran poner a la venta?

Solucién:
N (250;50)
-2 -2
a)P(XZa):0,40:>P<Z§a 50)z1—0,4z(),6=>a 50:07255:61:
262,75
El peso de la trucha debe ser mayor a 262,75 gramos.

b) P(X > 280) = P(Z > =P(Z>0,6)=1-P(Z<0,6)=1-0,7257=10,2743
N® de truchas para la venta = 6000 - 0,2743 = 1645, 8 ~ 1646 truchas.

280 — 250 )
50

277
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Problema 5.18.5 Las notas obtenidas por los estudiantes de un determinado grupo en una asig-
natura siguen una distribucién normal de media 6,2 puntos y desviacion tipica 2 puntos.
Se elige un estudiante al azar. Calcula:

a) La probabilidad de que su nota sea superior a 7.
b) La probabilidad de que haya obtenido una nota comprendida entre 5 y 8 puntos.

¢) Siel 25% del alumnado con mejor nota, consiguié la calificacién de ”sobresaliente”, ;cudl es
la nota minima para obtener dicha calificacién?

Solucion:
N(6,2;2)

~6,2
a) P(Xz?):P(Zz7 6 ):P(Z20,4):1—P(Z§0,4):1—0,655420,3446

2
—6,2 ~6,2
b) PG<X<8) =P(° 26’ <z<8 26’ ):P(70,6§Z§0,9):P(Z§0,9)7P(Z§
~0,6) = P(Z < 0,9) — (1 — P(Z <0,6)) = 0,8159 — (1 — 0,7257) = 0,5416
—6,2 — 6,2
¢) P(X > a) = 0,25 = P(Zz“ 6 ) = 0,25 = P(Zg“ 26’ ) =1-10,2 =

a—06,2

0,75 = = 0,675 = a = 7,55 es la minima nota para tener sobresaliente.
Problema 5.18.6 El tiempo que necesitan los alumnos de un grupo para finalizar el examen
de una determinada asignatura se distribuye normalmente, con una media de 60 minutos y una
desviacion tipica de 10 minutos.

a) Sise dan 75 minutos para realizar el examen, ;qué proporcién de alumnos conseguird finali-
zarlo?

b) Si se dan 80 minutos para realizar el examen, jqué proporcién de alumnos no conseguird
finalizarlo?

c¢) {Qué tiempo hay que dar para la realizacién de dicho examen si se quiere que el 96 % de los
alumnos consiga terminarlo?

Solucion:
N(60;10)

a) P(X§75):P(Z§ = P(Z <1,5)=0,9332 = 93,32%

b) P(X > 80) :P(Zz ) =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228 =
2,28 %

a — 60

¢) P(X<a)=P <Z <2 60) =0,96 = = 1,755 => a = 77,55 minutos.
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