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Capitulo 1

Algebra

1.1. Resumenes tedricos

Matrices
matriz A dimension Transpuesta AT dimensién
aix -+ QGin aix -0 Aim
mXn o : nxXm

Am1 e Amn an1 e Anm

matriz cuadrada orden identidad matriz triangular
all DY aln 1 DRI 0 all ... aln

n
aTLl DY aTLn 0 DY 1 O ... a”fl,"L

= Suma: Tienen que tener la misma dimensién y se suman término a término.

= Producto de una matriz por un niimero real: Se multiplican todos los términos de la
matriz por ese nimero.

s Producto de dos matrices: Se desarrolla multiplicando matriz fila por matriz columna de
la siguiente manera:

b1
( ail ai2-cc Qip ) : : = a11b11 + ai12ba1 + - + a1nbp1
bnl
El nimero de columnas de la primera matriz tiene que ser igual al nimero de filas de la
segunda.
Determinante de una matriz

= La matriz tiene que ser cuadrada

aip  ai2

a) De orden dos:
az;  G22

= 11G22 — G120G21
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b) De orden tres: (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
a1 @22 G23 | = (11022033 + A21032013 + A31G12023—
asy a2 as3

—(a13a22a31 + a23a32a11 + A33012021)

= Propiedades:

a+m b+n c+p a b c m n p
a) d e f =|d e f|+| d e f
g h i g h 1 g h i

b) [AT] =A]

o,

)

¢) |[A-B[=|A[-|B|
) Si cambiamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo.
)

Si una fila o una columna tiene todos sus elementos igual a cero el determinante vale
cero.

e

f) Si dos filas o dos columnas son iguales el determinante vale cero.
g) Si dos filas o dos columnas son proporcionales el determinante vale cero.

h) Si una fila o columna es combinacién lineal de las otras el determinante vale cero.

a b ¢ a b ¢ a b c a b c
i)|d e fl=|d e fl|+]|d e f|= d e f |, es decir, si a una
g h i g h i a b c g+a h+bdb i+c
fila (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra columna) el determinante no varfa.
a b c a b c a b ¢ a b c
Hld e fl=|d e fl+]| d e f|= d e f , es decir,
g h 1 g h i ra xb xC g+xa h+xb i1+ zc

si a una fila multiplicada por un nimero (o a una columna) le sumamos otra fila (u otra
columna) el determinante no varfa.

Matriz Adjunta:

= Adjunto del elemento a;; de una matriz es el valor del determinante resultante de eliminar
la fila ¢ y la columna j multiplicado por (—1)"*7 y se le denomina A;;.

= Matriz adjunta. Adj(A) = (4i;)

Calculo del determinate de una matriz por adjuntos:
Se elige una fila 0 una columna (cualquiera es vdlida, siempre serd mejor aquella que tenga mds
ceros), escojo la primera fila para el ejemplo:

|A| = a11 411 + a12412 + - - + a1nA1n
Inversa de una matriz: ‘ -
(Adj(A))
Al
Una matriz tiene inversa si, y sélo si, |A| # 0.

A las matrices que tienen inversa se la llama Regulares y a las que no la tienen se las llama
Singulares.

AT =
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Rango de una matriz

Es el numero de filas linealmente independientes.

De forma practica se calcula por determinantes. Si tenemos una matriz de dimensién 3 X 4 cogemos
matrices cuadradas que tengan el mayor orden posible, tendremos cuatro de orden 3, si el determi-
nate de alguna de ellas es distinto de cero el rango es 3 y habremos terminado, si por el contrario
todas son cero el rango ya no puede ser 3 y buscaremos menores de orden 2. Si alguno de estos
menores es distinto de cero ya habremos terminado, y el rango sera 2, si por el contrario todos son
cero tendremos que buscar menores de orden 1, y en el momento que encontremos alguno distinto
de cero el rango serd 1.

Sistema de Ecuaciones lineales

anrit+ - FamTp = by
am1T1+ - +amnTy = bm
ail N A1n
Matriz del sistema: A =
Am1 Amn
ail N A1n bl
Matriz ampliada: A =
Gmi  ***  Gmn | bm
1
Matriz de variables: X = : ,
Tm
by

Matriz de términos independientes: B = :
bm,
Se trata de una ecuacién matricial: AX = B.
Si |A| # 0= 3A~! y en este caso el sistema se podra resolver de la siguiente manera X = A~1B

Antes de resolver un sistema estudiar si hay ecuaciones nulas, iguales o proporcionales, para el
estudio del rango.

Teorema de Rouché

» Si Rango(A) =Rango(A4) = n° de incdgnitas se trata de un Sistema Compatible Determinado
(SCD). Y tiene solucién unica.

» Si Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas se trata de un Sistema Compatible Indetermi-
nado (SCI). Y tiene infinitas soluciones.

= Si Rango(A) #Rango(A) se trata de un Sistema Incompatible. Y no tiene solucién.

Sistema homogéneos Son aquellos en los que b; = 0, estos siempre tienen solucién z; = zo =
- = &, = 0 solucién trivial, pero en el caso de que de que Rango(4) < m (n° de incdégnitas)
estarfamos ante infinitas soluciones, es decir:

13



= Si Rango(A) = m (n° de incdgnitas) = SCD = 1 = x93 = - - = x,,, = 0 solucién trivial.
» Si Rango(4) < m (n° de incégnitas) = SCI = infinitas soluciones.

Regla de Cramer
Sea A = (C1,C4,Cs,---,C,,, B), entoces sustituimos la columna B en la matriz A por cada una
de las columnas y tendremos:

o IBC Gy Gl [CLB G Gl |GG B
A 7

14



1.2. Andalucia
1.2.1. Modelo de 2020

3 ) tales que a + d = 1, tienen determi-

Problema 1.2.1 Calcula todas las matrices X =
0
1

(¢
)

nante 1 y cumplen AX = XA, siendo A = (

Solucion: 0 . ) ) 0 .
_ a a _
AX_XAj"(l 0)<cd>_<cd)(1 0):>
—c=b
(—c —d)_(b —a) —d=—a {a:d
a b)=\d —) a=d = b= —c
b=—c
a=d —g=1 a=d=1 a=d=1
b= —c a=d=; V3 2 N
atd—1 — Ii:—c E b=% 0 b:fj
ad—cb=1 gtb=2=1 CZ_? c:§
1 V3 1 V3
(34
2 2 2 2
2—-m 1 2m-1 T
Problema 1.2.2 Dadas las matrices A = 1 m 1 , X = i y
m 1 1 z
2m? — 1
B = m

1

considera el sistema de ecuaciones lineales dado por X*A = B?, donde X*, B* denotan las tras-
puestas. Discitelo segun los distintos valores de m.

Solucién:
2-m 1 2m-1
X'A=B'"= (v y 2) 1 m 1 =@2m*—-1m 1) =
m 1 1
(2—m)z+y+mz=2m?—1 B 2—-m 1 m|2m?-1
T+my+z=m — A= 1 m 1 m ==
2m—-1Dz+y+z2z=1 2m—-1 1 1 1

Al = —2(m3—3m+2)=0= m=-2m=1

» Sim#1ym# 2= |A| # 0 =>Rango(A) = 3 =Rango(4) = n° de incégnitas =
Sistema compatible determinado.

s Sim=-2:
4 1 =217 F=F 1 -2 1 |-=-2
A= 1 -2 1 |-=2 = Fr=F = 4 1 =217 =
-5 1 1 1 2F; — Iy -5 1 1 1

15



-2 P 1 -2 1 | =2
- 4F1 15 = { Fy = 0 9 —-6]15 ==
F3 +5F -9 s+ 0 0 0] 6
Sistema 1ncompat1ble
1 1 11
» Sim=1:A=| 1 1 1|1 | Tenemos F; = F, = F3 = Rango(A4) =Rango(4) =
1 1 1)1

n? de incégnitas = Sistema compatible indeterminado.

1.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

1 -1 m+2
Problema 1.2.3 Considera la matriz A = 0 1 m+1
m 0 5

a) Estudia el rango de A segun los valores de m.
b) Para m = 2, calcula la inversa de 2020A.

Solucion:

5

» SimeR-— {1,—;} = |A| # 0 = Rango(4) = 3.

1 -1 3
s Sim=1= A= 0 1 2 :>A|—Oy’1 _1’—17£O:>Rango(A)—
1 0 5 0 1
2.
5 1 -1 -1/2 1 -1
-Sim:—izA: 0 1 -=-3/2 :>|A|:Oy‘0 1’:17&02
-5/2 0 5
Rango(A4) = 2.
1 -1 4 5 5 =7
b) Sim=2= A= 0 1 3 |= A1t=- 6 -3 -3
2 0 5 -2 -2 1
, - 1 5 5 =7 1 5 5 =7
Luego (20204)~" = — 6 -3 -3 =—— 6 -3 -3
2020-9 o _9 1 18180 9 _9 1
1 1 1 a T
Problema 1.2.4 Considera A = 1 01 ),B= 2a y X = Y
4 1 4 3a z

a) Discute el sistema dado por AX = B, segin los valores de a.

b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula, si es posible, una solucién en la
que y+ z=4.

Solucion:

16



a

1 1 1
a) A= 1 0 1|2a ,con|A:Oy’1 1‘:—1#0:>Rang0(14):2.
1 0
4 1 4| 3a
1 1 a
[A2]=|1 0 20 |=4a=0= a=0=
4 1 3a
. 11 —
= Sia =0 como 10 = —1 # 0 = Rango(A) = 2 y en este caso Rango(4) =

2 =Rango(A) <n? de incégnitas = Sistema compatible indeterminado.

= Sia # 0= |Az] # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) #Rango(A) = Sistema
incompatible.

b) Para que el sistema tenga solucién tiene que ser a = 0:

r+y+2=0 T=—A
r+2=0 == y=0
dr+y+42=0 z=A

r=—4

y+z2=4=—= 0+ 1=4—= y=0

z=4

1.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.2.5 Considera el sistema de ecuaciones dado por AX = B siendo

1 —2 1 T 2
A= m 4 =2 |, X=| y |yB={( 2m
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segin los valores de m.

b) Para m = —2, jexiste alguna solucién con z = 07 En caso afirmativo, calctlala. En caso
negativo, justifica la respuesta.

Solucion:

1 -2 1 2
a) A= m 4 =2(2m |,|Al=m?-2m-8=0= m=-2ym=4.
0 m+2 -3 1

» Sim# -2y m#4= |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y
el sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sim=4:
1 -2 112 Fy 1 -2 112
A= 4 4 2|8 |=| FK-4Fy |=[ 0 12 -6|0 |=
0 6 —-3|1 F3 0 6 311
Fy 11 2] 0
Fy = 0 3 3|—-4 —> Sistema Incompatible
2F; — Fy 0 0 0] 2



1 -2 1 2 I 1 -2 112
» Sim=-2 A= -2 4 2|4 |=| h+2F | = 0 0 0|0
0 0 -3 1 F3 0 0 =31
— Sistema compatible indeterminado
b) Sim = —2:
x—2y+z=2 T=T/3+2A
—3z=1 — y=A
z=-1/3
Luego no existe ninguna solucién con z =0
1 2 3 x
Problema 1.2.6 Considera A = 0 0 2 y X = y |,
011 z

a) Halla los valores de A tales que |[A — AI| = 0, donde I es la matriz identidad de orden 3.

b) Para A = 1, resuelve el sistema dado por (A — AI)X = 0. Existe alguna solucién tal que
z = 17 En caso afirmativo, calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Solucién:
1 2 3 A0 O 1-X 2 3
a) |[A— M| = 0 0 2 — 0 X O = 0 —A 2 =
0 1 1 0 0 A 0 1 1-2AX
(I-=NAN=A=2)=0= A=2y A=+l
0 2 3 x 0
b) SiA=1= (A-DX = 0 -1 2 y = 0 =
0 1 0 z 0
2y+32=0 x=t
—-y+2z2=0 = y =0 Luego no hay ninguna solucién con z = 1
y=20 z=0

1.3. Aragén
1.3.1. Modelo de 2020

Problema 1.3.1 Considere las matrices:

2 2 1 10 -1
A=l 02 1 )| yB=[ 01 o0
2 1 1 1 2 -1

Encuentre la matriz X que resuelve la siguiente ecuaciéon matricial:

AX-X =B
Solucion:
AX - X=B= (A-)X=B= X=(A-I1)"'B=
2 2 1 10 0 /10 -1 0 3 0
021 |=({o010 01 0 |= 1 -4 —
2 1 1 00 1 1 2 -1 1 5 1



Problema 1.3.2 Considere las matrices:

2 21 1 0 -1
A= 0 2 1 y B={| 01 0
2 1 1 1 2 -1
a) Estudie si existe la matriz inversa de B.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones:
x 0
B y = 0
z 0
Solucién:
a) |B|=0= AB L
1 0 -1 T 0 z—2=0 T=A
b) 0 1 0 Y = 0 = y=20 —_ y=0
1 2 -1 z 0 r+2y—z=0 z=A

Problema 1.3.3 Sea k un pardmetro real y considere el siguiente sistema de ecuaciones:

r+y—z=1
20 +3y+kz=3
r+ky+3z2=2

Determine los valores del parametro real k, para lo que ese sistema es compatible determinado,
compatible indeterminado o incompatible.

Solucion:

B 1 1 —-1]1

A= 2 3 k{3 |,|Al=—(k*+k—-6)=0= k=-3yk=2.
1 k 312

» Sik#-3yk#2= |Al # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s Sik=-3:
1 1 —-1(1 P 1 1 111
A= 2 3 3|3 |=|FR-2F |=[0 1 —-1]1 |=
1 -3 312 F3; — Fy 0 -4 4|1
P 11 —-1]1
F, = 01 —-111 — Sistema Incompatible
53 +4F, 0 0 0[5
= Sik=2:
1 1 —-1]1 2 T 1 1 —-1]1 P
A= 2 3 2|3 |=|FKR-2F |=( 01 4|1 |= 2 =
1 2 3|2 Fy—F | 01 4|1 F—F
1 1 —-1|1
0 1 411 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0|0
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1.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.3.4 Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

r+y+(m+1)z=2
x4+ (m—-1Dy+22=1
20 +my +z=—1

Discuta el sistema segun los valores de m € R.

Solucién:

- 1 1 m+1 2

A= 1 m-1 2 1 |,|Al=4-m?=0= m==+2.
2 m 1] -1

» Sim e R—{0,£2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

1 1 -1 2 Fy 1 1 -1 2
= Sim= -2 4= 1 -3 2 1 = F—-F 0 -4 3|-1 =
2 -2 1] -1 F3 —2F, 0 -4 3|-5
Fy 1 1 -1 2
Fy = 0 —4 3] -1 — Sistema incompatible
Fs5 — Fy 0 0 0|4
1 1 3 2 Fy 1 1 -1 2
s Sim=2: A= 1 1 2 1 =| Fbh—-F |= 0 0 —1|-1 =
2 2 1|-1 F5 —2F; 0 0 —5|-5
P 11 -1 2
F = 00 —-1]-1 = Sistema compatible indeterminado
F3; —5F, 00 0] O

. _ 10 3 (0 2 1 (-1 1
Problema 1.3.5 DadaslasmatrlcesA—<_1 0 1),3—(1 0 1)yC’—(_l O)

a) Calcule, si es posible, (4 - BY) ™"

b) Compruebe que, C® = I, donde es la matriz identidad, y calcule C16.

Solucién:
0 1
1 0 3 3 4 -1 0 1
. Bt = . — . Rt _
a) A-B (—101) f(l) (1 0> > (4- B <1/4 —3/4)

e =( 7o) (o) (T e)=(Y ) e)-(o V)
016=(03))5-C=I5-czcz<j é)

Problema 1.3.6 Resuelva el sistema matricial

X—2Y:(O 3 3)



Solucion:

X—2Y:(

2X+3Y:(

0 -6 —6 7T 6 —1
7Y_(0 4 0)+(143 T)

o O
I
N W
o w
SN—
v,—/%
|
=
+
=~
~
Il
/N
o O
B~ o
|
(e RN
N—

0 3 3 10 -1 0 3 3 2 3 1
X*2Y+(0—2 0>*(21 1)*(0—2 0)*(402>

1.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2019

a—3 0 4 2
Problema 1.3.7 Dadas las matrices A = 1 0 -2 y B = —1 ], siendo a un
-1 a 2 a

numero real cualquiera.
a) Discuta el sistema AX = B segun los valores del parametro a.
b) Resuelva el sistema cuando a = 1.

Solucion:

a) A= 1 0 —2|-1 ),|Al=2a(a—1)=0=a=0ya=1.

= Sia#0ya#1= |A] # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

m Sia=0:
-3 0 4 2 F = F 1 0 —-2|-1
A= 1 0 —-2|-1 =| Fo=F | = -3 0 41 2 =
-1 0 2 0 F;— Fy -1 0 210
) 10 —2|-1
Fy+3F | = 0 0 —2|-1 — Sistema Incompatible
Fs+ F 0 0 0] -1
m Sia=1:
B -2 0 4 2 3 -2 0 412
A= 1 0 —-2|-1 = | 2k +F | = 0 0 0|0 =
-1 1 2 1 2F; — Fy 0 2 0|0

Sistema compatible indeterminado
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—2x+4z=2 r=—14+2\
r—2z=-—1 — Yy =
—r+y+2z=1 z=A

Problema 1.3.8 Una farmacia vende 3 tipos de mascarillas: quirirgicas desechables, higiénicas
y quirdrgicas reutilizables. El precio medio de las 3 mascarillas es de 0,90 €. Un cliente compra
30 unidades de mascarillas quirirgicas desechables, 20 mascarillas higiénicas y 10 quirdrgicas re-
utilizables, debiendo abonar por todas ellas 56 €. Otro cliente compra 20 unidades de mascarillas
quirdrgicas desechables y 25 unidades de mascarillas reutilizables y paga 31 €. Calcule el precio

de cada tipo de mascarilla.
Solucién:

Sean z el n° de mascarillas quirtrgicas desechables, i al n°® de mascarillas higiénicas y z el n° de

mascarillas quirdrgicas reutilizables.

zHyts — 0,9 r+y+z=27 r=0,8€
30z +20y + 102 =56 = { 150 +10y+52=28 = { y=1,3€
20z 4 25z = 31 20z + 25z = 31 2=0,6€
1
Problema 1.3.9 Resuelva la ecuacion matricial XA + X A* = B, siendo A = 0
—1
01 -1
ny(?) 0 —1)'
Solucion:
XA+ XA'=B= X(A+A)=B= X =B(A+A") ' =
—1
1 -1 0 10 -1
(géj) 0 12 |+ -1 1 -1 =
-1 -1 0 02 0
-1
01 -1 N ? 01 -1)\1 -l 1
3 0 -1 1N, ! “\3 0 -1/2 L= 0,
-1 1 0 -1 1 -1

1.4. Asturias

1.4.1. Modelo de 2020
Problema 1.4.1 Discutir el sistema y resolver en los casos compatibles

2e+y+z=a
20 +y+22=2a
2r+y+32=3

Solucién:
2 1 1| a 11
A= 2 1 2|2 |,|A=0y =1+# 0= Rango(4) = 2.
1 2
2 1 3| 3
1 1 a
[A4)=|1 2 20 |=3-3a=0=a=1
1 3 3

22
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" Sia# 1= |A4] # 0= Rango(A4) = 3 # Rango(A4) = 2 = el sistema es incompatible.

= Sia=1:
2 1 1|1 Fy 2 1 1|1
A= 2 1 2|2 = | F,—-2F | = 00 1|1 =
2 1 3|3 Fs— F 0 0 2|2
Fi 2 1 1|1
Fy = 0 0 1|1 — Sistema compatible indeterminado
F5 —2F, 0 0 0|0
2c+y+z2=1 =\
24+ y+2z2=2 = (¢ y=-2\
2r+y+32=3 z=1
1 0 0 1
Problema 1.4.2 Dada la matriz A = 2 3 1 4 |, calcula:
1 6 2 4

a) Su rango.

b) Si existe, una columna combinacién lineal de las restantes.

¢) Si existe, una fila combinacién lineal de las restantes.

Solucion:
1 0 O 1 0 1
a) [A1l=1]2 3 1|=0,]42/=|2 3 4 |=-3%#0=—Rango(A4)=3.
1 6 2 1 6 4

b) Por ser el rango 3 y tener cuatro columnas una de ellas debe de ser combinacién de las otras.
Por ejemplo: Cy = 0C; 4+ 3C3 + 0Cy = 3C5.

¢) Como el rango es 3 las tres filas son linealmente independientes. No se puede obtener una

fila por combinacion lineal de las otras.

1.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.4.3 Dado Un estudiante ha gastado 57 euros en una papeleria en la compra de
un libro, una calculadora y un estuche. Sabemos que el libro cuesta el doble que el total de la

calculadora y el estuche juntos.

a) ;Es posible determinar de forma tnica el precio del libro? ;Y el de la calculadora?

b) Ademds, si los precios del libro, la calculadora y el estuche hubieran sido, respectivamente un
50 %, un 80 % y un 75 % de los precios iniciales de cada articulo, el estudiante habria pagado

un total de 34 euros. Calcula el precio inicial de cada articulo.

Solucién:
Sea z el precio del libro, y el precio de la calculadora y z el precio del estuche.
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r=38€
{x+y+2—57 :>{x+y+2—57 — ) —19-ae
x=2(y+z) x—2y—22=0 €

El valor del libro es 38 € pero no podemos saber el valor de la calculadora.

T+y+z=0>57 T+y+z=>57 xr=38€
r—2y—22=0 == r—2y—22=0 == y=15€
0,524+ 0,8y + 0,752 = 34 10z + 16y + 15z = 680 z=4€

Problema 1.4.4 Dadas las matrices A = , B=

— S
33~
W N W
— = N
N O N

a) Discute el rango de A segin los valores de m € R.

b) ;Qué dimensiones ha de tener la matriz X para que sea posible la ecuacién A - X = B?
c¢) Calcula la matriz X del apartado anterior para m = 0.
Solucién:
a) |[Al=m?—-1=0= m=+1
» Sim#+1 = |A| # 0 =Rango(4) = 3.

s Sim=1= A|:0y' } 3 ‘z—l#OﬁRamgo(A):Z.

“ Sim=-1— |A:Oy‘ 0 3’257&O:>Rango(A):2.

b) Dim(A) = 3 x 3 y Dim(B) = 3 x 2 luego la dimensién de X debe ser Dim(X) = 3 x 2.

c) Param=0= |A4] =-1= JA~L.
01 3\ ' 2 2
A-X=B=— X=A"'B=( 1 0 2 1 0 |=
10 3 -1 2
0 3 -2 2 9 5 —4
1 3 -3 10 |= 8 —4
0 -1 1 -1 2 2 2

1.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

r+y=a
Problema 1.4.5 Dado el sistema ¢ (2—a)x +2y =1

ar =a

a€R

a) Estudia su compatibilidad segin los valores de a.

b) Resuélvelo cuando sea posible.
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Solucion:

1 1]a
a) A= 2-a 2|1 |,|Al=a(l-a)=0= a=0ya=1.
a 0|a

= Sia#0ya#1= |Al # 0 = Rango(4) = 3 # Rango(A) = el sistema es

incompatible.
= Sia=0:
B 1 11]0 Fy 1 10
A= 2 2|1 = | Fr,—-2F | = 0 0 1 = Sistema incompatible
0 0]0 F; 0 0O
= Sia=1:
111 P 1 11 P
A= 1 2 1||=|R-F |=l 0 1 0|]= F =
1 0 1 Fs—F 0 -1 0 5+ Fy
1 1)1
0 110 — Sistema compatible determinado
0 0]0
b) a=1
r+y=1 o
z+2y=1 =>{I71
0
r=1
z+1 z+1 x—2
Problema 1.4.6 Dada la matriz A = x x 2—z |,zeR

T z—1 T
a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuédndo es invertible la matriz.

b) Para x = 1, calcula su inversa.

Solucién:
z+1 z+1 -2 ChL— Oy 0 z4+1 -2 i1 _ 9
a) x x 2—-z |= Co =10 =z 2-z|= Iw ;—x =
T r—1 T Cs 1 z-1 T
F1+F2}7 2z +1 0 B N 9.2
{ P = - 9_ » =2r+1)2—2)=—-22"+3x+2

1 1
—20>+3r+2=0=— xz—gy:v:2:> AL VxeR—{—g,Z}.

2 2 -1 /3 —2/3 1
b) Siz=1= A= 11 1 |= Al= 0 1 -1
10 1 ~1/3 2/3 0
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1.5. Cantabria

1.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.5.1 Considera la ecuacién AX A! = B en donde A = ( _? (1) ), B= < _0 2 ),y
At denota traspuesta de A.

a) Despeja la matriz X en la igualdad dada.

b) Comprueba que A es invertible y calcula su inversa.

c¢) Comprueba que (A_l)t = (4"

d) Calcula X.
Solucién:

a) Como |A] = |A!| = —2= JA ' y3(A) ' = AXA'=B=— X = A" 'B(A)"

b) JA] = —2 £ 0 — 3A‘1:< *%3 ?)

0 )= (Mo (Y ()

(a7 = ()

o x-wmert=(4 9132 )

Problema 1.5.2 En un juego de mesa se pueden comprar tanques, submarinos y aviones por 1,
3 y 5 diamantes, respectivamente. El rival ha gastado 41 diamantes. Sabemos que tiene el doble
de submarinos que de tanques, y que el nimero de submarinos més el de aviones es 10.

a) Con la informacién dada, plantea un sistema de ecuaciones para hallar el nimero de tanques,
submarinos y aviones que tiene el rival.

b) Clasifica el sistema.

c¢) Resuelve el sistema.

Solucién:
Sean z el n® de tanques, y el n°® de submarinos y z el n°® de aviones.
a)
T +3y+5z=41 T +3y+5z=41 B 1 3 541
y =2 = 2r—y=0 = A= 2 -1 0| 0 |=
y+2z=10 y+2=10 0 1 110
F 1 3 5| 41 " 1 3 5| 41
F,-2F | = 0 -7 —10| —82 = Fy = 0 -5 —5|—41 -
Fs 0 1 1] 10 TF; + Fy 0 0 —3| 12
Sistema compatible determinado.
b)
T+ 3y + 5z =41 =3
20—y =0 - Y=
y+2=10 z=4
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1.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

z+(1-ty=t

(14 1) — 3y = —t dependiente del parame-

Problema 1.5.3 Considera el sistema de ecuaciones: {

tro t.

a) Determina para qué valores de t el sistema tiene solucién tnica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucién en funcién del parametro ¢ si es necesario.

b) Determina para qué valores de ¢ el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso.

¢) Determina para qué valores de ¢ el sistema no tiene solucién.

Solucion:

- 1 1-1¢ t 9 . .
) A_( PR B >,|A|_t —4=0= t =42

Sim # +£3 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n® de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién dnica). Resolvemos por Cramer:

t 11—t
|t =3 =22t
T |A] 24 t-2
1t
1+t ] 220t
v= |A] 24 t-2
b) Sit=-2:
Z—( 1 3—2)_[ P }_(13—2):
-1 =3, 2/ | EBR+R ] N0 0| 0

T =-—2-—3\

Sistema compatible indeterminado — = + 3y = -2 — { =2\

c) Sit=2:

= ( 1 =2 2 ) = { B } = ( b=l 2 ) — Sistema incompatible

|

3 =3 =2 Fy,—3F 0 0 -8

Problema 1.5.4 Considera la ecuacién matricial AX — X = B, siendo A = ( ? _clz ), B =

( _2 g )7 en donde a es un parametro real.

a) Despeja la matriz X de la ecuacién anterior.
b) Halla los valores de a para los que no es posible calcular X.
¢) Calcula X para a = 1.

Solucion:
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a) AX—=X=B=> (A—-I)X =B = (A—I)"'B.

-1

b) |[A—1I|= 1 =a=0= sia=0 A(A—I)"! = la ecuacién no tiene solucién.
1 a-1

2
1

(1) ()= (a3

1.6. Castilla La Mancha

c) Siazlz/l:( _})ytenemosz

1.6.1. Modelo de 2020
Problema 1.6.1 Se pide:
a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R
ax + 2y = a?

—xr+y+z=5
r—ay—z=—(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 1.

Solucion:

- a 2 0 a?
a) A= -1 1 1 5 JJAl=ala—1)=0= a=0.ya=1
1 —a —-1|-(4+a)

» Sia#0ya#1= |A] # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sia=1:
B 1 2 0 1 P 1 2 0] 1
A= -1 1 1 5 =| Fo+F | = 0 3 1] 6 =
1 -1 —-1|-5 ;- 0 -3 —-1]-6
I 1 2 011
Fy = 0 3 1|6 — Sistema compatible indeterminado
F;—F, 0 0 0|0
s Sia=0:
B 0 2 0 0 Fy — F3
A= -1 1 1| 5 |= j28 -
1 0 —-1|—-4 Fs —
1 0 —-1|—4 I 1 0 —1|—-4
-1 1 1 5 =| Fb+F | = 0 1 0 1 =
0 2 0 0 F3 0 2 0 0
P 1 0 —-1|—-4
F = 0 1 0 1 — Sistema incompatible
F; —2F, 0 0 0| -2
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r+2y=1 x=1-2\
—zr+y+z=5 = y=A
rT—y—2z2=-5 z=06—3\

Problema 1.6.2 Dadas las matrices:

~1 -1 -1 1 2 2 01 1
A= -1 1 o), B=l0 11 |yc=[110
2 -1 0 1 -1 2 01 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que AX — 2B = C.

Solucion:
-1 -1 -1 0 1 1
a) A= -1 1 0 = A l= 0 2 1
2 -1 0 -1 -3 =2

b) AX -2B=C= X=A"YC+2B) =

0 1 1 011 1 2 2

0 2 1 110 +21 O 1 1 =
-1 -3 -2 01 2 1 -1 2

0 1 1 2 5 5 3 2 8

0 2 1 1 3 2 = 4 5 10
-1 -3 -2 0 -1 6 -9 -12 -23

1.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 1.6.3 Se pide:

a) Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene inversa.

1 a+1 2 1
0 2 1 a
A= a 0 1 0
a 0 2 0

b) Calcula razonadamente todos los posibles valores z, y, z para que el producto de las matrices

x 1 3 1
C_<y z)yD_(l 71)conmute.

Solucion:
1 a+1 2 1 Fi 1 a+1 2 1
a)|A|—0 2 1 al| F, _10 2 1a—_(1)aJ2rlc1z—
T la 0 1 0] F3 C|a 0 Loy a 0 0 -
a 0 2 0 Fy—Fy 0 0 Lo
_ Q;I 31 =—alala+1)-2]=—-a(e*+a-2)=0=—= a=0,a=-2ya=1

Luego AA~!Va € {-2,0,1}
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wev=pe— (3 2)(V 1)=(7 2)(5 2 )=

3z+1=3x+y

3z+1 -1 3z+y 2z+3 r—1=2+3 y=1
(3y+z y—z)_( T—y 1—z>:> y+z=x—y :>{x—z:4 =
y—z=1—2
r=44+ A
y=1 con VA e R
z=A

Problema 1.6.4 Se pide:

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R.
ar—ay—z=a

ar—ay=a
ar+2y—z=1

b) Resuelve razonadamente es sistema anterior para a a = 2, si es posible.

Solucion:

a) A= a —a 0|a |,|Al=-ala+2)=0= a=-2ya=0.

» Sia# —2ya#0= |A| # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sia=0:
/00 —1]0
A= 0 0 00 = Sistema compatible indeterminado
0 2 —-111
s Sia=-2:
N\ -2 2 —-1]-2 B -2 2 —-1|-2
A= 22 o|l2 |=|RBR-RF|= 00 1| 0 |==—
-2 2 -1 1 Fs—F 0 0 0 3
Sistema incompatible
b) k=2
20 —2y—2z=2 x=3/4
20 -2y =2 = < y=-1/4
20 4+2y—z=1 z=0
1.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
Problema 1.6.5 Dadas las matrices
0 1 1 1 2
A= 1 0o =2 ), B=( 0 -1 yC:(; (1) _;)
0 -1 0 1 -1



a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + I3 = BC' ; donde I3 es la
matriz identidad.

Solucion:
0 1 1 2 1 2
a) A= 1 0 -2 = Al = 0 0 -1
0 -1 0 1 0 1
b) AX +I3=BC= X=A"Y(BC-1L) =
2 2 1 2 11 1 1 0 0 4 3 0
0 0 -1 0 -1 (20_2)— 01 0 = 1 -1 =2
1 0 1 1 -1 0 0 1 3 2 -1

Problema 1.6.6 Se pide:
a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R

r+2y+az=a
rt+ay+2z=a
—r+y+z=1

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Solucién:
- 1 2 aja
a) A= 1 a 2la |,|Al=a®>+2a—8=0=a=-4ya=2.
-1 1 1]1

» Sia# —4ya#2= |Al # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

= Siag=—4
1 2 —4|—4 P 1 2 —4|—4
A= 1 -4 2| -4 =| Fh—F | = 0 -6 6|0 =
-1 1 1 1 s+ Fy 0 3 -3|-3
I 1 2 —4]—-4
F = 0 —6 6 0 — Sistema incompatible
2F; + Fy 0 0 O0]|-6
s Sig=2:
1 2 212 Fy 1 2 22
A= 1 2 2|2 |=|FKR-F|=(000[0]=
-1 1 1]1 Fs 4+ Fy 0 3 3|3
Sistema compatible indeterminado
b) a=2
r+2y+22z=2 =0
r4+2y+22=2 = y=1-—2AX
—r+y+z=1 z=A
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1.7. Castilla Ledn

1.7.1. Modelo de 2020
Problema 1.7.1 Se pide:

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segin los valores del pardmetro A.

Ax+z=1
r+y+iz=1
r—y+z=1
b) Resolverlo para A =1
Solucién:
/A0 11
a) A= 1 I A1 |4 =X 4+A-2=0= A=-2yA=1
1 -1 171

» Sid# -2y A#1= |A| #0= Rango(A) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s SiA=-2:
-2 0 1)1 F -2 0 111
A= 1 1 =211 =| 2F+F | = 0 2 -3|3 =
1 -1 1)1 2F5 + Fy 0 -2 313
" -2 0 1)1
F = 0 2 =33 — Sistema incompatible
s+ 0 0 0|6
s SiA=1:
1 0 111 I 1 0 1)1 P
A= 1 1 1)1 =| FKhL-—F | = 0 1 00 = Fy =
1 -1 11 Fs—F 0 -1 010 B+ 5
1 0 11
01 00 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0|0
b) A=1
r+z=1 r=1-t
r+yt+z=1 = y=20
r—y+z=1 z=t

Problema 1.7.2 Dadas las matrices A = < é § )7 B= ( 1 (1) > yM = ( clz 2 ), calcilense

a y b para que se verifiquen |MA| =2y |[M + B| = 3, donde se esta usando la notacién habitual
(con barras verticales) para denotar al determinante de una matriz.
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Solucion:

11\ (1 2 3 7
|MA|_Ka b)(Z 5)‘_ a+2b 2a+5b‘_b_a_2
11 10 2 1
|M+B'(a b>+<1 1)‘ 0t 1 b+1‘a+2b+13:>a+2b2

{ —a+b=2 N { a= -2
—a+2b=2 b=0
1.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
r—y+az=0
Problema 1.7.3 Se considera el sistema de ecuaciones lineales: r—2=0

2z +ay —2z=0
a) Estudie la existencia y nimero de soluciones segin los valores del parametro real a.
b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del pardmetro a = —1.

Solucion:

Se trata de un sistema homogéneo.

1 -1 a
a) A= 1 0 -1 |,|Al=a®*-a=0=a=0ya=-1.
2 a -2

= Sia#0ya# —1= |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =n? de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién trivial z =y = z = 0)

= Sia=-1:
1 -1 -1 Y
A = 1 0 -1 |4l =0 =1 # 0 = Rango(4) = 2 < n° de
1 0
2 -1 -2
incognitas y el sistema es compatible indeterminado.
= Sia=1:
1 -1 0 1 1
A= 1 0 -1 A|O‘ ‘17&0:>Rango(A)2<n0de
1 0
2 0 -2
incognitas y el sistema es compatible indeterminado.
b) a=-1:
r—y—2=0 T=A
r—2=0 = y=0
20 —y—22=0 z=2A

Problema 1.7.4 Sea la matriz A = ( atl 1 )
a—3 a—3

a) Indique para que valores de a existe la matriz inversa A~!.

b) Sia=4,B = < ? (1) ),C': ( (1) ; ),encuentrelamatrizXqueveriﬁcaque B+XA=C.

Solucion:

33



a) [A|l=a*>-3a=0= a=0ya=3= JA 1 Vac R - {0,3}.

sacian (3 )= )

oxa e mxmiemmmt = (3 1) (201 9 -
(4 32)

1.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.7.5 Se pide:

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segtn los valores del pardmetro A.

A+y=1
THAYy+2=2
T+y+z=2
b) Resolverlo para A =1
Solucién:
A1 01
a) A= I X 12 LA =X-1=0= A=1yA=0.
1 1 12

» SiA#1y\#0= |A|l #0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s SiA=1:
1 1 011 F 1 1 01
A= 1 1 12 =| lKhL—-F | = 00 1|1 =
1 1 12 Fs—-F 00 1|1
R 1 1 011
F = 0 0 1|1 — Sistema compatible indeterminado
F;—F, 0 0 0|0
= SiA=0
A= 1 0 12 =| FK—FR | = 0 1 0]1 = F =
1 1 12 F3 11 12 Fs—F
1 0 12 F 1 0 1 2
01 0|1 = Fy = 01 0 1 — Sistema incompatible
0 1 0|0 F5 — F; 0 0 0]-1
b) A=1
r+y=1 r=1-1¢
T+y+z=2 = y=t
r+y+z2=2 z=1

34



Problema 1.7.6 Sea la matriz A = ( Lo )

m n

a) Encontrar los valores de m y n para que se verifique:
A% = A" (A" =la traspuesta deA)

b) jPara qué valores de m y n la matriz A no es invertible?

Solucién:
2
1 0 1 m 1 0 1 m
2 _ gt _ _
a)A_A:(m n) _(O n):><m(n—|—1) n2)_(0 n):>
1=1
0=m :{m—n—o
m(n+1)=0 m=0, n=
n?=n
1 O -1
b) |A] = m o =n=— JA ' VmeRyVneR-{0}

1.8. Cataluna

1.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.8.1 Considera el sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real k:

or +y+4z=19
kx + 2y + 8z = 28
Sr+y—kz=23+k

a) Discutir el sistema para los diferentes valores del pardmetro k.

b) Resolver, si es posible, el sistema para el caso k = 0.

Solucién:
a)
B 5 1 4| 19
A= k 2 8| 28 ;A =k —6k—40=0= k=4, k=10
5 1 —k|[23+k

» Sik#—4yk#10= |A| # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y
el sistema es compatible determinado. (Solucién dnica)

n Sik=—4
5 1 4119 Fy 5 1 41 19
A= —4 2 8|28 = | 5Fy +4F; = 0 14 56 | 216
5 1 4119 I 0 0 0] 0

= Sistema compatible indeterminado
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» Sik=10:

5 1 4119 Fy 5 1 41 19
A= 10 2 8|28 =\ Fh—-2F | = 0 0 0| -10
5 1 —10|33 3 — Fy 0 0 —14| 14
— Sistema incompatible
b) Si k=0:
Sr+y+4z=19 r=1
2y +8z =28 =< y=18
5 +y = 23 z=-1

Problema 1.8.2 Sea la matriz A = ( _il)) _i )

a) Obtener la matriz X que satisfaga la ecuacién AX = I —3X, donde I es la matriz identidad
de orden 2.

b) Comprobar que X es invertible y calcular su inversa.

Solucion:

a) AX=1-3X = AX+3X=I= (A+3N)X=1= X = (A+3I)"!

x=<A+3I>*1=K ., _i)+(3 gﬂ_l:(—é —411)

b) [X|=—1#0=3x1=( & 1)

1.8.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

a -3 0
Problema 1.8.3 Sea la matriz A = 4 a-7 1 |, donde a es un parametro real.
1 -1 -1

a) Estudiar el rango de A para los diferentes valores del pardmetro real a.

b) Comprobar que para a = 4 la matriz A es invertible y se verifica A~ = A2

Solucion:
a) [A|=—-a*>+8a—-15=0= a=5ya=3.

» Sia#5ya#3= |A| #0=Rango(A4) =3.

3 -3 0 s 0
2 Sia=3= A= 4 -4 1 =>|A|:0y‘ ‘:—3;&0z
1 -1
1 -1 -1
Rango(A4) = 2.
5 =3 0 5 _3
s Sia=5= A= 4 -2 1 :>|A|:Oy‘ ‘:Q#Oﬁ
4 -2
1 -1 -1
Rango(A4) = 2.

36



4 -3 0 4 -3 -3
b) Sta=d=— A= 4 -3 1 |= A"1= 5 —4 —4
1 -1 -1 1 1 0
4 -3 0\’ 4 -3 0 4 -3 0 4 -3 -3
A= 4 -3 1) =4 -3 1 4 -3 1 |= 5 —4 —4
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 0

Luego A~! = A2

1.9. Comunidad Valenciana

1.9.1. Modelo de 2020
2r+ 3z = «

Problema 1.9.1 Se da el sistema de ecuaciones r—2y+2z2=5 , donde « es un parame-
Jr—y+o5z2=a+1

tro real.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de « para los que el sistema es compatible y determinado.
b) La solucién del sistema cuando a = —1.
c¢) El valor de a para que el sistema tenga una solucién (z,y, z) que verifique z +y + z = 0.

Solucion:

2 0 3 o
a) A= 1 -2 2 5 , JAl = =1 # 0 Va € R = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n?

3 -1 5|a+1
de incégnitas y el sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

20 +3z=—1 r="T7
b) Sia=-1= < z—-2y+22=5 = { y=—-4
3r—y+5z=0 z=-5
2 0 3 Q@ bt 2 0 3 @
c) A= 1 -2 2 5 =| 2F—F = 0 -4 1|10—« =
3 -1 5|a+1 2F3 — 31 0 -2 1|—-a+2
Fy 2 0 3 « =94 2«
Fy = 0 -4 1| 10—« - y=-—4
2F3 — Iy 0 0 1|—-a—6 z=-06—«
r=11
Comoz+y+2z=0= (94+2a)+ (-4 +(-6-—a)=0= a=1= (¢ y=—4
z =7

Problema 1.9.2 Se dan las matrices A = ( _} g ) y X = < z >

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de « para los que la ecuacién matricial AX = aX sélo admite una solucién.

b) Todas las soluciones de la ecuacién matricial AX = 5X.
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1 ) es una solucion de la ecuacién matricial AX = 2X y, sin calcular

c¢) Comprobar que X = (

la matriz A'%°, obtener el valor 3 tal que A'®° ( le ) =0 < 411 >

Solucién:
B 1 4 z\ [ ox T +4y = ax
gax=ax=(_; ¢ )(V)=()={ ttye =

{ l-—a)z+4y=0
—x+(6—-—a)y=0

Se trata de un sistema homogéneo.
1—« 4

’ -1 6—-«

El sistema tiene solucién unica para cualquier valor real a distinto de a = 2 y a = 5.

(Va € R —{2,5}).

=a?~Ta+10=0= a=2ya=>5.

b) Sia=5:
{—4z+4y:O :{z:t
—r+y=0 y=t

(06)(1)=(3)
9\ 1 6 1)\ 2
2(1)=(8) = ax=ax
Ahora tenemos
AX = 2X,
A%2X = AAX =24X = 22X,
A3X = AA%X = A22X = 23X,
AAX = AMBX = A2PX = 24X, vonn e JAW0X = 2100 X — g — 9100,

1.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

r+y+az=1

Problema 1.9.3 Dado el sistema de ecuaciones { = +ay+ 2z =1 |, siendo a un parametro real,
ar+y+z= -2

obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El estudio del sistema en funcién del pardmetro a.
b) Las soluciones del sistema cuando a = —2.
c¢) La solucién del sistema cuando a = 0.

Solucion:

1

1 LAl =-a*+3a-2=0= a=-2ya=1.
-2

a) A=

Q = =
—Q =
— = Q

» Sia# —2ya#1= |A] # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
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m Sig= -2

1 1 -2 1 P 1 1 =211
A= 1 =2 1 1 =| Fr—F = 0 -3 310 —
-2 1 1] -2 F3 +2F, 0 3 =310
P 1 1 —2]1
Fy = 0 -3 3|0
3+ Fy 0o 0 010
Luego el sistema es compatible indeterminado.
m Siga=1:
1 1 1 1 Fi 1 1 1 1
A= 1 1 1 1 =| Fb—F | = 0 0 0| O =
1 1 1|-2 F3;— Fy 0 0 0|-3
Luego el sistema es incompatible.
b) a= -2
r4+y—2z=1 r=14+ A\
r—2y+z=1 — y=2A
—2r+y+z=-2 z=A
c)a=0
r+y=1 z=2
r+z=1 - y=-—1
y+z=-2 z=-1
12 -1 0 2
Problema 1.9.4 Se dan las matrices A = b 0 |,yB= < 1 b -1 ), que dependen
-1 2

del pardmetro real b.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa.

b) Los valores de b para que la matriz AT A tenga inversa, siendo A7 la matriz traspuesta de A.

¢) La inversa de AT A, cuando dicha inversa exista.

Solucion:
1 2 10 -3 2b 0
a) |AB| = b 0 ( b =| -b 0 2b|=0= AAB)"! VbeR.
1 2 -1 2b —4
1 2
|BA|:<_1 . 2 boo |[=| 2 |- _2p-6)=0—
-1 b —1 1 9 b* —4

b=+V6= 3(AB)"! W eR - {+V6}.

=

1 2
10 71 b2 +2
b) |ATA|:(2 0 2 b O>|:‘ 0+ g'=8(b2+2)7é0:>
-1 2

J(ATA)! WheR.
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1

2 b2+2
) ATA:<b A g>:> (ATA)! =

ool —

1.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

r+ay+2z=3

Problema 1.9.5 Dado el sistema de ecuaciones { = — 3y + az = —2 , donde a es un parametro
r+y+2z=a

real.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible.
b) La solucién del sistema cuando a = 0.

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.

Solucién:
B 1 a 2| 3
a) A= 1 -3 a|-2 |,|Al=a>-3a+2=0=a=1ya=2.
1 1 2| a

» Sia#1ya#2= |A] # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s Sia=2:
B 1 2 2| 3 Fy 1 2 2 3
A= 1 -3 2|-2 =| Kh—F | = 0 -5 0]-5 =
1 1 2 2 F3— Fy 0 -1 0|-1
P 1 2 2 3
F = 0 -5 0] -5 — Sistema compatible indeterminado
5F5 — Iy 0 0 0| O
= Sia=1:
1 1 2 3 Fy 1 1 2 3
A= 1 -3 1|-2 =| Fb—F | = 0 -4 —-1|-5 =
1 1 2 1 F3— Fy 0 0 0]-2
= Sistema incompatible
b) a=0
r+22=23 r=—11
T —3y=-2 == y=-3
r+y+22=0 z=1T
c) a=2
T+2y+22=3 r=1-2\
T—3y+2z2=-2 = ¢ y=1
r+y+2z2=2 z=A
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1 20
Problema 1.9.6 Sea A = 0 1 0
0 2 1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacién de que A tiene inversa y el célculo de dicha matriz inversa.

b) Dos constantes a, b de modo que A~! = A% + aA + bl. Se puede usar (sin comprobarlo) que
A verifica la ecuacién A3 — 342 +3A — I = 0 siendo I la matriz identidad.

x 0
c¢) El valor de X\ para que el sistema de ecuaciones (A —AI) | y | = 0 tenga infinitas
z 0

soluciones. Para dicho valor de A hallar todas las soluciones del sistema.

Solucion:
1 -2 0
a) |[Al=1#0=34"t'= 0 1 0
0 -2 1

b) A3 342434 -T=0=— A(A2 - 3A430) =T — A= A2 3443 — a= -3y
b = 3. Bastaria comprobar que A~! = A% — 3A + 31

1 2 0 1 20 1 2 0 1 00
A2 -3A+3I=| 0 1 0 01 0 |-31 010 )J+3( 010 |=
0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 0 1
1 40 3 6 0 3 00 1 -2 0
010 J-{030]+{030]=(0 10]=4a"
0 4 1 0 6 3 0 0 3 0 -2 1
x 1-x 2 0 x 1-XNz+2y 0
c) (A=) | vy | = 0 1-X 0 y | = (1-=XNy =1 0
z 0 2 1—A z 2+ (1 - XNz 0
Se trata de un sistema homogéneo
1—A 2 0
(A=) = 0 1-x 0 = [A-XN|=1-23}=0= 1=1

0 2 1-A

s SiA#1= |A— | +# 0= Rango(A— \I) = 3 = sistema compatible determinado
cuya solucién tnica es la trivial t =y = z = 0.

0 20
s Sid=1= A= 0 0 O —> vy el sistema es compatible indeterminado.
0 20
(Infinitas soluciones)
2y =10 =1
0=0 =< y=0
2y =0 z=1
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1.10. Extremadura

1.10.1. Modelo de 2020
Problema 1.10.1 Se pide:
a) Estudie el siguiente sistema en funcién del pardmetro a € R:

r+y—z=4
r4+ad’y—z2=3-a
r—y+az=1

b) Resuelva es sistema, si es posible, para el valor a = 2.

Solucion:
B 1 1 -1 4
a) A= 1 a® -1|3-a |,|Al=a*+a®>-a—-1=0= a=+1.
1 -1 a 1

Sia# +1 = |A| # 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién vinica)

s Sia=-1:
1 1 —-1|4 Fy 1 1 -1 4
A= 1 1 —-1|4 = | F,—F = 0 0 0 0 =
1 -1 —1|1 F— F 0 -2 0]-3
Sistema compatible indeterminado
= Sia=1:
1 1 —1]4 3 1 1 —1] 4
A= 1 1 -1|2 |=|FK”R-FR|{=(0 0 0]|-2 |=
1 -1 1|1 F; — F 0 -2 21 -3
Sistema incompatible
b) a=2
r+y—z=4 x=10/3
r+dy—z2=1 = y=—1
r—y+2z=1 z=-5/3
Problema 1.10.2 Resuelva la ecuacién matricial AX — A = I — AX siendo I la matriz identidad
1 1 0
de orden 3 y la matriz A = 0 1 2
1 0 1
Solucion:
AX —A=T-AX = 2AX =+ A= X = (24)" (I + A) =
2 2 0\ ' 100 110
0 2 4 01 0 + 0 1 2 =
2 0 2 0 0 1 1 0 1
1 1 — 2 2 1 0 1 4 -1 2
5 2 —2 0 2 2 :6 2 4 =2
-1 1 1 1 0 2 —1 1 4
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1.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

1 -1 k
Problema 1.10.3 Dada la matriz A = 2 —k 1
1 -1 -1

a) Estudie los valores de k € R para los que la matriz tiene inversa.
b) Calcule la inversa para k = 1.

Solucion:

a) A =k*—k—2=0= k=-1yk=2=> 341 VkeR—{-1,2}.

1 -1 1 -1 1 0
b) Sik=1= A=| 2 -1 1 |= A1=[ -3/2 1 —1/2
1 -1 -1 1/2 0 —1/2

Problema 1.10.4 Discuta en funcién del pardmetro A € R el siguiente sistema de ecuaciones.

r+Ay—z=1
“Ar+y=2A
A+3)y—22=4
Solucién:
1 A -1|1
A= -\ 1 0|A |,JAl==-X+31-2=0= A=1yAr=2.

0 (A+3) —-2|4

» SiA#1yA#2= |A] #0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién vinica)

s SiA=1:
B 1 1 —-1]1 R 1 3 2|-1
A= -1 1 011 =| Fh+ F; = 0 2 -1 2 =
0 4 —-2|4 F3 0 4 -2 4
i 1 3 2|-1
Ey = 0 2 -1 2 — Sistema compatible indeterminado
F3 — 2F, 0 0 0] O
= SiA=2
B 1 2 —1]1 I3 1 3 2| -1
A= -2 1 0|2 =| Fo+2F | = 05 —2| 4 =
05 —214 F3 05 —-2| 4
I3 1 3 2|-1
Fy = 0 5 =2 4 — Sistema compatible indeterminado
F;—F 0 0 0] O



1.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.10.5 Sean las matrices A = < ; _1 ) y B = ( i _i )

a) Calcule los productos de matrices AB y BA. {Se cumple que AB = BA?
b) Compruebe si es cierta la igualdad (A + B)? = A% + B2

Solucion:

was=(y )1 a2)=(% 1)
po(3 (D) -(2 2) = wmena

b) (A+ B)?> = (A+ B)(A+ B) = A% + AB + BA + B2 Para que se cumpla la igualdad
del enunciado es necesario que AB = —BA, por el apartado anterior no es cierto, luego la
igualdad en cuestién no se cumple.

Problema 1.10.6 Se pide:

a) Estudie en funcién del pardmetro A el siguiente sistema de ecuaciones.

T+Az=1
r+y+iz=1
A—y+z=1

b) Resuelve el sistema (si es posible) para A = 1.

Solucién:
1 0 A1l

a) A= 1 1 A1 |=|Al=1-X=0= \==1.
A -1 11

s Si\#+1 = |A| # 0= Rango(4) = 3 = Rango(4) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tunica). Los tres planos se cortan en un punto.

s Sid=-1:
1 0 —111 Fy 1 0 —1]1
A= 1 1 -1|1 |=|FR”R-F|=|0 1 0]0 |=
-1 -1 1)1 s+ Iy 0 -1 0|2
3 10 —1]1
Fy = 0 1 0|0 — Sistema incompatible
F5+ Fy 00 012
s SiA=1:
1 0 111 F 1 0 11
A= 1 1 1)1 =| IhZh—F | = 0 1 010 =
1 -1 1]1 F;—F 0 -1 010
I 1 0 11
Fy = 01 0|0 — Sistema compatible indeterminado
F3+ F 0 0 0|0



b) SiA=1:
r+z=1 r=1-t
z+y+z=1 = y=0

r—y+z=1 z=t

1.11. Galicia

1.11.1. Modelo de 2020
Problema 1.11.1 Se pide:

a) Suponiendo que A e X son matrices cuadradas y que A + I es invertible, despeje X en la
ecuacion A — X = AX.

0 -1

1 3>,calculeXtalqueA—X:AX.

b) SiA:<

Solucion:

a) A— X =AX — AX+X =A== A+ DX =A== X =(A+1)tA
-1 -1
0 -1 1 0 0 -1 1 -1 0 -1
_ —14 _ _
b) X = (A+1I) A—Kl 3)+(o 1)} (1 3)_(1 4) (1 3)_
( 4/5 1/5)(0 —1)_(1/5 —1/5)
-1/5 1/5 1 3/ \1/5 4/5
Problema 1.11.2 Discuta, segtn los valores del parametro m, el siguiente sistema:

2c —y+32=0
my+ (3—m)z = —6
2r —y+mz =26

Solucién:
- 2 -1 3 0
A= 0 m 3-m|—6 |, |Al=2m(m—-3)=0= m=0y m=3.

2 -1 m 6

= Sim#0ym#3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

s Sim=0:
B 2 -1 3 0 I3 2 —1 3 0 I3
A= 0 0 3|-6 = Fy = 0 0 3|6 = Fy =
2 -1 0 6 F3 — Fy 0 0 -3 6 F3 — F,
2 -1 3 0
0 0 3| -6 — Sistema compatible indeterminado
0 0 0 0
= Sim=3
2 -1 3 0 I 2 -1 3 0
A= 0 3 0|—6 = Fy = 0 3 0] —6 — Sistema incompatible
2 -1 3 6 F;—F 0 0 0 6
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1.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 1.11.3 Sean A y B las dos matrices que cumplen A + B = ( (2) E)l > vyvA—B =

0 —4 .
<4 9 >.Sep1de.

a) Calcular A2 — B% . (Advertencia: en este caso, A2 — B? # (A — B)(A+ B))

b) Calcular la matriz X que cumple la igualdad X A+ (A + B)T = 2I + X B, siendo I la matriz
identidad de orden 2 y (A + B)T la traspuesta de (A + B).

Solucion: )

. 1 0\ 1 4\ (8 -8
o4 -p=( —1> _(—2 1) :<4 8>
b) XA+(A+B)T =2I+XB=— XA-XB =2I—-(A+B)T = X(A-B)=2I-(A+B)T —=
X=[2I-(A+B)T](A-B)"!

=[G D= OG- )
(0 9)-G3a)]e ) -
(5 )= ICaa )= (ar -0 )

Problema 1.11.4 Discuta, segtin los valores del parametro m, el siguiente sistema:

mx +y =2m
r+2=0
z+my=20
Resolver en los casos de indeterminacion, suponiendo que existan.
Solucién:
m 1 0]2m
A= 1 0 1|0 |,/4=1-m*=0= m==+1.
1 m 0] 0

s Sim # +1 = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

s Sim=—1:
-1 1 0] -2 Fy -1 1 0| -2
A= 1 0 1 0 = | Fh+ F; = 0 1 1|-2 =
1 -1 0 0 5+ F 0 0 0|-2

Sistema incompatible
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s Sim=1:

- 1 1 02 n 1 1 0 2
A= 1 0 10 =| Fh—-F | = 0 -1 1|-2 ==
1 1 010 F; - Fy 0 0 0] -2

Sistema incompatible

1.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.11.5 Para la ecuacion matricial 42X + AB = B, se pide:

a) Despejar X suponiendo que A (y por tanto A2) es invertible, y decir cudles serfan las dimen-
siones de X y de B si A tuviera dimensién 4 x 4 y B tuviera 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolverla en el caso en que A = 0 1 0 yB=1| 0 -1 0
-1 0 3 1 0 -3

Solucion:

a) A2X + AB=B —> A2X = B—- AB = X = (A?)"' (B - AB)
Tendriamos dim(A4) =4 x 4 =-dim(B) =4 x 3 =dim(B — AB) =4 x 3.
Por otro lado dim(A) = 4 x 4 => dim(A?) =4 x 4 =>dim((4?) ) =4 x4
Luego dim(X) =4 x 3

00 -1\’ 0 0 1 00 -1 0 0 1
b) X = 0 1 0 0 -1 0 |- 0 1 0 0 —1 0
-1 0 3 1 0 -3 -1 0 3 1 0 -3
10 -3\ '[/0 o 1 -1 0 3
= 0 1 0 0 —1 0 |- 0 -1 0 =
-3 0 10 1 0 -3 3 0 -10
10 0 3 1 0 =2 4 0 1
01 0 00 O = 0 0 0
3 0 1 -2 0 7 1 0 1
Lo hacemos de otra manera més simple. Observamos que B = —A y sustituimos este dato

en la ecuacién y nos queda:
X = (42) N (B=AB) = (A2) ' (mA+ A2) = — (42) TN A4 (42) T A2 = —(AA) A4 T =
—ATMATIA+ T =AY+ T

-3 0 -1 1 00 4 0 1
X=-A147T=- 01 0|+ 010 |=|l000
-1 0 0 0 0 1 1 0 1

Problema 1.11.6 Discuta, segin los valores del parametro m, el siguiente sistema:

{ (m+ 3)x —m?y = 3m
(m+3)z+my=3m+6

Solucion:
([ m+3 —-m? 3m

m+3  m 3m+6),\A|:m(m+1)(m+3):0:>m:O,m:—lym:f&
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» SimeR~-{0,-1,-3} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sim=0:
Z—(OOO):S't i tibl
=L o ols istema incompatible
s Sim=-1
- (2 —-1|-3)\ _ Fy }_(2—1 —3) . . .
A7< 9 _1 3 ) = { mn-rm)=\o 0 6 = Sistema incompatible
= Sim=-3

Z_(0—9 —9)_{ P }_(0—9
“\0 -3|-3/) |3 —-F ] \O0 0

Sistema compatible indeterminado

_9):>
0

1.12. Islas Baleares

1.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2019

Problema 1.12.1 Dado el sistema de ecuaciones lineales

z+y=1
ar+ 2z =0
x4+ (l—a)ytaz=a+1

Determina el pardmetro real a, siempre que sea posible, de manera que el sitemas:
a) Tenga solucién unica.
b) Tenga infinitas soluciones.
¢) No tenga solucién.
Solucién:

1 1 0 1
0 1 0 Al =-a’+a=0= a=0ya=1.
1 1—a al|a+1

|
|

a) Sia#0ya#1= |A|# 0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incdgnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

b) Sia=0:

1 )2
0 | = Fy
1 F—F

I
—_ O
_ o
o = O
O O =
O O =
o = O
o O =

l

Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
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c) Sia=1:

1 1 011 P 1 1 0 1
A= 1 0 110 =| IhL—F | = 0 -1 1/|-1 =
1 0 112 F;—F 0 -1 1 1
Fy 1 1 0 1
= F = 0 -1 1]-1 — Sistema incompatible
F;— F, 0 0 0 2

En este caso el sistema no tiene solucion.

Problema 1.12.2 Una empresa tiene tres minas: A, B y C, y en cada una, el mineral extraido
contiene los elementos quimicos: niquel (N4), cobre (Cu) y hierro (Fe), en diferente concentracion.
Las concentraciones son:

= Mina A: Ni (1%), Cu (2%), Fe (3%),
» Mina B: Ni (2%), Cu (5%), Fe (T%),
= Mina C: Ni (1%), Cu (3%), Fe (1%).

Para obtener 7 toneladas de niquel, 18 de cobre y 16 de hierro en total, jcuantas toneladas de
mineral se han de extraer de cada mina?

a) Plantea un sistema de ecuaciones que interprete el enunciado.
b) Clasifica el sistema.
c¢) Resuelve el sistema.

Solucién:
Sea z el n® de toneladas extraidas en la mina A, y el n® de toneladas extraidas en la mina B y z
el n? de toneladas extraidas en la mina C.

2)

Ni Cu Fe
A 0,01z | 0,02z | 0,03z 0,01z + 0,02y + 0,01z = 7
B 0,02y | 0,05y | 0,07y | = 0,02z + 0,05y + 0,03z =18 —
C 10,01z | 0,032 | 0,012 0,03z + 0,07y + 0,01z = 16
7 18 16
x4+ 2y + 2z =700
2z + 5y + 3z = 1800
3z 4 7y + z = 1600
1 2 1
b) [Al=|2 5 3 |=-3= Rango(A) =3 = Rango(A) = n? de incdgnitas y el sistema es
3 71
compatible determinado. (Solucién dnica)

c)

T+ 2y+ 2 =700 x =200
20+ 5y + 32 =1800 = y =100
3x + Ty + z = 1600 z = 300
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1.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2019
Problema 1.12.3 Dada la ecuacién matricial M X + N = P, donde X es la matriz incégnita y
w=(5 0 )v=(5 0 )vr=(5 1)

a) ;Para qué valores del pardmetro real a existe la inversa de M?

b) Calcula la matriz inversa de M.

c) Para a = 2 resuelve la ecuacién matricial, si es posible.

d) Con los valores de a, para los que existe la matriz inversa de M, resolver la ecuacién matricial.

Solucién:

a) [IM|=-a*~-a=0=a=0ya=-1= IM~! Vae R - {-1,0}.

o= ()= ort gy (0 1)

¢) MX+N=P=s MX=P—-N= X =M"YP—N)

w=s (5 DIG -0 D=505 I
e a G 90 )~ (0 (6 5)-

3
2 -1 —1)
e R—{-1
a+1( 1 1 Va € {-1,0}

O N
SN
~
|
[SCI )
/N
— |
—
— |
—
~

Problema 1.12.4 Sean las matrices Ay B

2 3 2 12
A= 46 8 |, B={ 0 1
6 9 12 10

a) Calcula ABy (AB)', donde la ”t” indica traspuesta.
b) ;Es posible calcular B2? Si lo es calcilala.

c¢) Calcula el rango de A para los diferentes valores del pardmetro x.

Solucion:
2 3 =x 1 2 r+2 7
a) AB = 4 6 8 0 1 = 12 14
6 9 12 1 0 18 21
. [ x+2 12 18 )
(AB)" = ( 7 14 21
1 2 1 2
b) B-B = 0 1 0 1 no se pueden multiplicar, el niimero de columnas de la
1 0 1 0

primera matriz no coincide con el nimero de filas de la segunda.
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¢) |A] = 0= Rango(A4) < 3.
=24 —-6x=0=—= z=4.

o 8

Cogemos el menor de orden dos 2

. 3
-Slm#4:>‘6 3

# 0 = Rango(4) = 2.

m Siz=4— A=

D =N

3 4
6 8 donde F» = 2F; y F3 = 3F; = Rango(A) = 1.
9 12

1.13. Islas Canarias

1.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

k 0 1
Problema 1.13.1 Dada la matriz A = 0 k-1 k-1
k 1 k—3

a) Halle los valores del pardmetro k para los que la matriz A tiene inversa.

b) Tomando el valor k = —1 en la matriz A, calcule la matriz X que verifica que: AX = 24I5 ,
siendo I3 la matriz identidad de orden 3.

Solucion:

a) |[A|=k3—6k>+5k=0= k=0,k=1yk=5= JA7! Vke R-{0,1,5}.

1 0 1 L/ 1001 2
b) Sik=-1= A= 0 -2 -2 :>A*1:—E 2 5 -2
11 -4 2 1 2

o [ 101 2 20 -2 —4

AX =4I — X = A 124, =244 == 2 5 —2 | = —4 —10 4

120 5 1 o2 4 -2 —4

Problema 1.13.2 Una pequena bomboneria tiene en su almacén 24 kg de chocolate y 60 litros
de leche, con los que elabora tres productos distintos: cajas de bombones, tabletas de chocolate y
paquetes de chocolate en polvo. Del resto de los ingredientes se tienen reservas suficientes. Se sabe
que las cajas de bombones requieren 2 kg de chocolate y 6 litros de leche, las tabletas de chocolate
requieren 4 kg de chocolate y 4 litros de leche, y cada paquete de chocolate en polvo requiere 1 kg
de chocolate y 4 litros de leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se consume
todo el chocolate y toda la leche almacenados. ;Cudntas unidades deben fabricarse de cada tipo
de producto?

Solucién:

Sea x el nimero de cajas de bombones, y el nimero de tabletas de chocolate y z el nimero de
paquetes de chocolate en polvo.

Chocolate | leche
bombones 2 6
tabletas 4 4
chocolate 1 4
existencias 24 60
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r4+y+z=12 z =06
2r+4y+z2=24 = y=2
6x + 4y + 4z = 60 z=4

1.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

1 21 2 20
Problema 1.13.3 Dadas la matrices A = 1 2 9 |,B= 1 39 y
10 -3 5 10 -3 4
-1 0
C= -3 -1
6 0

Se plantea la siguiente ecuacion matricial: XA — C* = X B
a) Justifique razonadamente cudl es la dimensién de la matriz X.
b) Halle la matriz X que cumple la ecuacién.

Solucion:

a) XA-C'=XB= XA-XB=C'=— X(A-B)=C'=— X =CYA-B)~L.
Tenemos que dim(C*) =2 x 3 y dim(A — B) ™! =3 x 3 = dim(X) =2 x 3.
Se pueden multiplicar porque el niimero de columnas de C? es igual al ntimero de filas de
(A— B)~!, que es 3, y se obtiene una matriz X con el nimero de filas de la matriz C*, que
es 2, y nimero de columnas de la matriz (A — B)™!, que es 3. Es decir, dim(X) =2 x 3

-1

1 -3 6 1 2 1 2 2 0
b)X:C’t(AfB)*lz( 0 1 0) 1 2 9 |- 1 3 9 =
10 -3 5 10 -3 4
-1 -3 6 V- -1 -3 6 -0l 1 35
0 -1 0 0 ¢ “L 0 -1 0 0 =10 1={g1 0
0 01 0 01
Problema 1.13.4 Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
kx+2y+6z2=0
A= 20+ ky +4z =2
20+ ky+62=%F—2
; se pide:
a) Discuta el sistema segiin los valores del pardmetro k.
b) Resuelva el sistema para k = 0.
Solucién:
B k 2 6 0
a) A= 2 k 4| 2 = |A| =2(k? —4) = 0 = k = +2. Luego
2 k 6|k—2

» Si k # 42 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =RangoA =n° de incégnitas= sistema
compatible determinado.
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= Sik

2 2 610 P 2 2 6|0
A= 2 2 4|2 Fy, — F} = 0 0 —21|2 = Luego se trata de
2 2 610 F;—F 0 0 00
un sistema compatible indeterminado.
-2 2 6 0 b -2 2 6 0
n Sik=-2: A= 2 -2 4 2 =| b+ F | = 0 0 10 2 =
2 -2 6|4 s+ R 0 0 12| -4
Luego se trata de un sistema incompatible.
2y+62=0 r=2>5
b) Sik=0: 2r+42=2 =< y=6
2 + 6z = —2 z=-2

1.14. La Rioja

1.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

2 00
Problema 1.14.1 Sea la matriz A = 0 2 0 |, meR-{0}.

m 0 2

a) Hallar o y 3 de tal forma que A%2 = oA + I , siendo I la matriz identidad.

b) Calcular A% utilizando la anterior igualdad.

Solucion:
2.0 0 2.0 0 4 00
a) A2=( 0 2 0 020 )= 0 40 |=24
m 0 2 m 0 2 dm 0 4
2.0 0 100 4 00
A2=aA+B8I=al 0 2 0 |+8[ 0 1 0 0 4 0
m 0 2 00 1 dm 0 4
2a+b 0 0 4 0 0
gl 0 2a+b o )= 0o 4 0 :{Q“tb:‘l :{af‘l —
am 0 2a+b 4m 0 4 am = 4m b=—4
A2 = 4A — 4]

b) A% = AA%A% = A(4A —4AI)(4A —4I) = A(16A% — 164 — 16 A + 161) = 16 A(A? —2A+ 1) =
16A[(4A—4I)—2A+1] = 16 A(2A—31) = 16(24% —3A) = 16[2(4A—41)—3A] = 16(5bA—8I)

2 0 0 1 0 0 32 0 0
A% =16 |5 0 2 0 -81 0 1 0 = 0 32 0
m 0 2 0 0 1 80m 0 32
ay+(a+1)z=a
Problema 1.14.2 Dado el sistema de ecuaciones lineales: ar+z=a
r+az=—a

a) Discutir y resolver segin el valor del pardmetro real a.

b) Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para a a = 2.
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Solucion:

2)

- 0 a a+1 a
A= a O 1 a |; |Al=a—a*=0, a=0, a=+1
10 a —a

» Sia€R—{0,£1} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n® de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
Resolvemos por Cramer:

a a a-+1
a 0 1
—a 0 a a
T = =
a—a? a—1
0 a a+1
a a 1
B 1 —-a a | 2a
vy= a—a3 Ta-—1
0 a a
a 0 a
1 0 —-a a
= a—ad a—1
» Sia=-1
0 -1 0] —1 F 0 -1 0] -1
-1 0 1]-1 = F = -1 0 1|-1 —
1 0 -1 1 F5+ Fy 0 0 0 0
sistema compatible indeterminado
—y =1 =1+ A
—r+z=-1 — y=1
r—z=1 z2=A
= Sia=1:
01 2 1 F 0 1 2 1
1 0 1 1 = Fy = 1 0 1 1 =— sistema incompatible
1 0 1]-1 F3; — Fy 0 0 0|-—-2
En este caso el sistema no tiene solucion.
» Sia=0:
0 0 1]0 F 0 0 1]0
0 0 1]0 =\ K-F | = 0 0 0]0 =
1 0 0]0 F3 1 0 00
sistema compatible indeterminado
z=0 z=0
z=0 =< y=2AX.
T = z=0
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02 3 0 2/3 -1/3
b) Sta=2= A=| 2 0 1 |= A1=[ 1/2 1/2 -1
10 2

0 —1/3  2/3

Problema 1.14.3 Sean A y B las matrices: A = ( 712 _g ) y B= ( _Z 7; )

a) Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones:

{3X—5Y:A
-X+2Y =B

b) Calcular si existen las matrices inversa de X e Y.

Solucion:

a)
. 9 .
X:2A+5B:2( 1‘8’ 7§)+5(7i 2):( ; 8)
{BX—SY:A

X 42V =B
135 5 —2 9 _1
Y*A”’B*( 10 —5>+3<—4 2>*<—2 1)

b) [X|=0= AX"!
Y|=0= AY !
1.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.14.4 Discutir y resolver segin el valor del parametro real a, el sistema de ecuaciones
(a—1)z+y+3az=1

lineales: ar+ay—z=a .
(a—Dz4+y+(a—1)z=-2a+1
Solucién:
- a—1 1 3a 1 1
A= a a -1 a . JA] = —2a® + 3a® + 2a = 0, a:O,a:Q,a:fi
a—1 1 a—1|—-2a+1

s SiaeR-— {0,2, —%} = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el

sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
Resolvemos por Cramer:

1 1 3a
a a -1
—2a+4+1 1 a-1 2(3a® +1)
xr = = —
—2a3 + 3a® + 2a 2a% —3a — 2
a—1 1 3a
a a -1
_la—-1 —-2a+1 a-1 _8a2—a—4
v= —2a3 +3a2+2a 242 —3a -2
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a—1 1 1

a a a
Ja—-1 1 -2a+1]  2a
T T 03132 +2a 2a+1
= Sia=0:
11 0] 1 o 11 01 )
0 0 -1 0 = F = 0 0 —-1}0 = Fy
-1 1 —-1|+1 F;—F 0 0 —-110 F;— F,
-1 1 01
0 0 —110 —> sistema compatible indeterminado
0 0 00
—x+y=1 r=-14+A
—z = — y = A
—r+y—z=1 z=
s Sia=2:
1 1 6 1 P 11 6 1 P
2 2 -1 2 = | F,—2F | = 0 0 -13 0 = Fy
11 1] -3 Fs—-F 0 0 —-5|-4 13F5 — 5F,
11 6 1
0 0 -—-13 0 — sistema incompatible
0 0 0] —52
En este caso el sistema no tiene solucién.
» Sia=-1/2:
—3/2 1 -3/2 1 1 3 -2 3|2 R
~1/2 ~1/2 -1 -12 ) =-o 1 1 2] 1 J=|3R-FK
-3/2 1 -3/2 2 3 -2 3|4 F3
3 -2 3|-=2
0 5 3 ) — sistema incompatible
0 0 0|-2
En este caso el sistema no tiene solucion.
Problema 1.14.5 Calcular el siguiente determinante:
11 1 1
x y =z 1
2?2 2 22 P
T R B
Solucién:
11 1 1 P 1 1 1 1
z y =z t | | Fpo—xlFy | |0 Yy—x z—x t—x .
22 2 22 2|7 | Fs—axFy | |0 yP—yx 22—zx 2 —tx |
22 3 238 Fy—aF; 0 y3—9’x 23—2%z 32—tz
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Yy—x z—x t—x 1 1 1 Fy

yvi—yr 22—zz —tr|=@w-2)z-2)t-2)| v 2z t|=|FR-yh |=
-yl 2P -2 -tz y? 22 1P Fs —yFy
1 1 1 sy -y
(y—o)z—2)(t—2)| 0 22—y t—y |=@w—-x)(z—2z)(t—-2) 2 a2 122 | T
0 22—y2 t2—y2 Y Yy
-a)z-a)t-a)-pi-y| o =yt -a)E- -y -2)
Yy Yy Yy thy t4y Yy Yy Yy
Problema 1.14.6 Dada la matriz
1 0 0
A= 01 0 , meR
m 0 1
Hallar A= y A0,
Solucion:
1 0 0 1 0 0
A= 01 0 |= A1l= 010
m 0 1 -m 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
A= 010 ), A= 0 10 |,A83=( 0 10 |=
m 2m 0 1 3m 0 1
1 00 1 0 0
A" = 0 1 0 | = A 0 10
nm 0 1 10m 0 1

1.15. Madrid
1.15.1. Modelo de 2020

Problema 1.15.1 Se quiere construir un invernadero para el cultivo de semillas con ambiente
controlado de temperatura, humedad y composicién del aire. El aire que hay que suministrar debe
contener un 78 % de nitrégeno, un 21 % de oxigeno y un 1% de argén.

a) Sila capacidad del invernadero es 2000 litros, determine cuantos litros de nitrégeno, cudntos
de oxigeno y cuantos de argén son necesarios.

b) Para suministrar el aire se dispone de tres mezclas gaseosas A, B y C, cuya composicién se
expresa en la tabla adjunta. Obtenga la cantidad que hay que utilizar de cada mezcla para
llenar el invernadero de aire con la composicién requerida.

Mezcla | Nitrégeno | Oxigeno | Argén
A 80 % 20 % 0%
B 70 % 20% 10%
C 60 % 40 % 0%

Solucion:
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a) Se necesitan: de nitrégeno 2000 - 0,78 = 1560 1, de oxigeno 2000 - 0,21 = 420 1 y de argén
2000-0,01 =20 1.

b) Se x el n? litros de mezcla A, y el n? litros de mezcla B y z el n? litros de mezcla C.

0,8z + 0,7y + 0,62 = 1560 x =1700
0,22 +0,2y +0,42 =420 — ¢ y =200
0,1y =20 z =100
1 24t 3
Problema 1.15.2 Dada las matrices A = 5 1043t |, X = ( x ), B = 9 , se
1 9 Y 3t+3

pide:
a) Calcular el rango de la matriz A en funcién del pardmetro ¢.
b) Resolver el sistema AX = B, para los valores de ¢ que lo hagan compatible y determinado.

Solucion:

a) Por Gauss:

1 24t F 1 2+t¢
A= 5 10+ 3t = | I, —-5F | = 0 -2t =
-1 -2 s+ B 0 t
R 1 2+t
Fy = 0 =2t -
2Fs + Fy 0 0

Sit =0 el Rango(A) =1y sit+#0el Rango(A) = 2.

b) El sistema es compatible determinado si Rango(A4) =Rango(A) =n® de incégnitas= 2 =
t # 0 por el apartado anterior. Por Gauss:

1 241 3 I3 1 2+t 3
A= 5 10+ 3t 9 = | Fo —5F; | = 0 -2t —6
-1 —2 3t+3 s+ F 0 t 3t+6
" 1 2+t 3
= Fy = 0 -2t —6 = 6+6=0—= t=-1
2F5 + F» 0 0 6t +6

El sistema seria:



1.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.15.3 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real

a:
r+ay+z=a+1
—ar+y—z=2a
—-y+z=a
Se pide:

a) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
b) Resolver el sistema para a = 0.

Solucién:

- 1 a lla+1
a) A= —-a 1 —-1]| 2a i Al =ala+1)=0= a=0ya=-1
0 -1 1 a

» Sia e R-{0,-1} = |4]| # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n® de incdgnitas
= SCD: Sistema compatible determinado, solucién tunica.

s Sia=-1:
1 -1 110 P 1 -1 110
A= 1 1 —-1]-2 =| KhLh—-F | = 0 2 —-2|-2 =
0 -1 1| -1 F; 0 -1 1|-1
1 -1 1 0
[ = 0 2 -2 -2 = SI: sistema incompatible, no tiene solu-
2F3 + Fy o 0 0]—-4
cié
= =0
1 0 111 Fi 1 0 1)1
A= 0 1 =110 = Fy = 01 —-1]0 — SCI: sistema
0 -1 110 34+ Fy 00 010
compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.
b) Sia=0:
{ r4+z=1 X1 A
— y=A
y—z=0 -\

Problema 1.15.4 Segun informa la Asociacién Empresarial de Acuicultura de Espafa, durante el
ano 2016 se comercializaron en Espana doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275,8 millones
de euros. En dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas y
23440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7400 toneladas por un valor
de 63,6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos més caro que el kilo de
lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores.
Solucion:

Sea z el precio del kg de doradas, y el precio del kg de lubinas y z el precio del kg de rodaballos.

1374000z + 23440000y + 7400000z = 275800000
7400000z = 63600000 -
z=0,114y
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x =5, 7767 euros/kg
y = 5,6667 euros/kg
z = 8,5945 euros/kg

1.15.3. Convocatoria Ordinaria junio (coincidente) de 2020

Problema 1.15.5 Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

(k+1)z+3y+kz=1
3+ (k+1)y+2z2=k—-1
kx4+2y+kz=2

se pide:
a) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro real k.
b) Resolver el sistema para k = —3.

Solucion:

B E+1 3 k| 1
A= 3 k41 2/k—-1 |; A=k —4=0= k=22
k 2 k| 2

» Sik#+2= |A|# 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

» Sik=2:
- 3 3 2|1
A=| 3 3 2|1 | =[ Fi=F, | = Sistema compatible indeterminado
2 2 2|2
w Sik=-2
\ -1 3 -2 1 P -1 3 —-2|1
A= 3 -1 21 -3 =| Fh+3Fh | = 0 8 —4 1|0 =
-2 2 =2 2 F3 —2F] 0 —4 210
F -1 3 2|1
Fy = 0 8 —410 — Sistema compatible indeterminado
F3+2F, 0 0 00
b) Si k= -3:
—2x+3y—3z2=1 r=-2
3 —2y+2z2=-4 — y=1
—3rx+2y—3z2=2 z=2
01 1 100
Problema 1.15.6 Sean B = 1 01 |,C= 0 2 0 y A una matriz que verifica
1 10 0 0 3

AB = BC. Se pide:
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a) Calcular el determinante de A.

b) Calcular BOB~!.

T T 1
c¢) Encontrar el vector Y tal que BC' | vy = 2
z z 3

Solucion:

a) |AB| = [BC| = |A||B| = |B||C| = [A] = |C| = 6

b)
01 1 100 01 1\ "
BCB'=( 1 0 1 020 1 0 1 =
110 0 0 3 1 1 0
023\,/-1 1 1 /51 -l
Lo 3 |3 L -1 1 )=g(2 4 -2
1 20 11 -1 1 -1 3
T 1 0 2 3 T 1
c)BC|l y |= 2 |=|[[ 1 0 3 y =1 2 | =
2 3 1 20 2 3
—1
T 0 2 3 1 2
y |=( 10 3 2 | = 172
2 1 20 3 0

1.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.15.7 Sea A una matriz de tamano 3 x 4 tal que sus dos primeras filas son (1,1,1,1) y
(1,2,3,4), y sin ningtn cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner
un ejemplo de matriz A que verifique la condicién pedida, justificindolo apropiadamente:

a) La tercera fila de A es combinacién lineal de las dos primeras.
b) Las tres filas de A son linealmente independientes.
¢) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

Solucion:
1 1 1 1
Tenemos A = 1 2 3 4 cona#0,b#0,c#0yd#0.
a b c d
1 1 1 1
a) Hacemos F3 =5F) — Fh = A= 1 2 3 4
4 3 2 1
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1 1 11 1 1 1
b) Hacemos A = 1 2 3 4 Jceonl|Al=|1 2 3|=-1+#0=> las tres filas son
33 2 2 3 3 2
linealmente independientes.
¢) Tomamos la matriz anterior y tenemos:
11 1)1
A= 1 2 3|4 |A;1] = =1 # 0 = Rango(A;) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas—
3 3 2|2
Sistema Compatible determinado.
d) Tomamos la matriz del primer apartado: (Por Gauss)
1 1 11 1 1 1 1
A= 1 2 3|4 |=| F —F1 = 0 1 2| 3 |=
4 3 2|1 ;- 3K 0 -1 —-2|-3
F 11 1)1
Fy = 01 2|3 —
F5+ Iy 0 0 00

Sistema Compatible Indeterminado.

e) A la matriz anterior le cambiamos el tltimo valor de la tercera fila: (Por Gauss)

1 1 1)1 F 1 1 111
A= 1 2 3|4 |=| F,-F | = 0 1 213 | =
4 3 2|2 F3;—3F 0 -1 —-211
Fy 11 1|1
Ey = 01 2|3 —
5+ F, 0 0 04
Sistema Incompatible.
0 -1 1 0 0 2 -1
Problema 1.15.8 Sean las matrices A = 2 1 - I = 01 0 |,B= 1 0
1 0 0 0 1 0 1

Se pide:
a) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

b) Calcular la matriz C' = A? — 21.

¢) Calcular el determinante de la matriz D = ABB' (donde B' denota la matriz traspuesta de

B).
Solucion:
0 -1 1 1 -1
a) A= 2 1 -1 |=41=| -3 -2 14
1 0 1 1 -1 2
0 -1 2\° 100 2 -1 3
byc=A2-2I=[ 2 1 -1 | =2/ 0 1 0 |= 1 -3 2
1 0 1 00 1 1 -1 1



2 —1 5 2 1
¢ BBl=( 1 0 (jé?): 2 1 0 |=
0 1 -1 0 1

IBB!| = 0 = |D| = |ABB!| = |A||BB!| = 0

1.16. Murcia
1.16.1. Modelo de 2020

Problema 1.16.1 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro a:

z+y+az=1
r+ay+z=a
ax+y+z=a+3

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién unica. Si es posible, calcule dicha
solucién para a = 0.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.

Solucién:
a)
B 1 1 a| 1
A= 1 a 1| a D JAl=—a*+3a-2=0=a=1, a= -2
a 1 1|la+3

Sia# —-2ya#1= |Al # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

Sia=0:
r+y=1 z=-1
r+2z2=0 = Yy =2
y+z2=3 z=1
b) Sia=-2:
1 1 -2 1 Fy 1 1 -2 1
A= 1 =2 1] -2 =| IKhLh-—FK = 0 -3 3|-3 =
-2 1 1 1 F3 4+ 2F; 0o 3 -3/ 3
I3 1 1 =21
F = 0 -3 3] -3 — Sistema compatible indeterminado
3+ Fy o 0 0|0
r+y—2z=1 T =A
T—2y+z=-2 = ¢ y=1+4+2A
—2rx+y+z=1 z2=A
c) Sia=1:
1 1 1|1 P 11 1)1
A= 1 1 1|1 |=|FK-F |{=| 00 0|0 |= Sistema incompatible
1 1 14 Fs+Fy 0 0 0|3
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1 1 1
Problema 1.16.2 Considere la matriz A = 0 1 0
0 0 1

a) Calcule las potencias sucesivas A%, A% y A%,
b) Calcule la expresién general de A™ para cualquier valor de n € N

c) Determine si existe la inversa de A . En caso afirmativo, calcilela.

Solucion:
1 1 1 1 2 2
a) A= 01 0 |,A%= 01 0
0 0 1 0 0 1
1 3 3 1 4 4
A3 = 01 0 y At = 01 0
0 0 1 0 0 1
1 n
b) A" = 0 1 0 |J,vneN
0 0 1
1 -1 -1
c) [Al=1= FA = A"t=| 0 1 0
0 0 1

1.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.16.3 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del pardmetro a:

r+y—z=4
z+a’y—z2=3—a
r—y+az=1

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién tnica. Si es posible, calcule dicha
solucién para a = 0.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.

Solucién:

a)

B 1 1 —1| 4
A= 1 a® -1|3-a |; |Al=d®*+ad*~a-1=0= a==+1
1 -1 a| 1

Sia# +1 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

Sia=0:
r+y—z=4 r=2
r—2z=3 - Y=
r—y=1 z=—1
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b) Sia=—1:

1 1 —-1]4 R 1 1 —-11 4
A= 1 1 -1|4 |=|F”R-F |=( 0 0 0] 0 =
1 -1 —-1|1 - 0 -2 0]|-3

Sistema compatible indeterminado

5
=_—+A
x 2—|—
r+y—z=4
r+y—z2=4 = y:§
r—y—z=1 2
z=A
c) Sia=1:
1 1 —-11]4 F 1 1 -1 4
A=l 1 1 -1|2 |=|F”R-F |=(0 0 0]|-2 |=
1 -1 1)1 Fs—Fy 0 -2 2| -3

Sistema incompatible

Problema 1.16.4 Considere las matrices A = ( _i _g ) B = ( _} _g )
a) Compruebe que las matrices A 'y B son regulares (o inversibles) y calcule sus matrices inversas.

b) Resuelva la ecuacion matricial AXB = A — 3B , donde A? denota la matriz traspuesta de

A.

Solucion:

a) |[Al = -1 = JA ! = Aesregular.=— A~ ! = ( 7? 73 >

|B| =1 = 3B~! = B es regular.— B! = ( _% _? >

b) AXB = At —3B = X = A~}(A' — 3B)B~!
x=(3 )0 2)-0% I 3=
(7 2)06 )3 2)=(5% 5)

1.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.16.5 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
r+y+z2=2
T —ay+a’z=—1
—ar +a’y — a3z =2

a) Comprueba que el sistema nunca tiene solucién dnica.
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b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones.
c) Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 2.

Solucién:

a)
B 1 1 1 2
A= 1 —a a® | -1

—a a® —a®| 2

; |A] =0 = Rango(4) <3 Va € R

Luego el sistema no puede ser compatible determinado.

1 1 2
b) Tomamos otro menor de orden 3 de A, [Ay| = 1 —a -1 |=ad>-a—-2=0=
—a a? 2
a=—-1a=2
s Sia=-1
1 1 1] 2 Fy 1 1 1] 2
A= 1 1 1|-1 = Fy — F} = 0 0 0|-3 —
11 1] 2 F; — Fy 0 0 0O
sistema incompatible
s Sia=2
1 1 1 2 Py 1 1 1 2
1 -2 4 | -1 =| Bh—-F | = 0 -3 3 |-3 |=
-2 4 -8 2 s +2F 0 6 —6|6
Py 1 1 1] 2
F = 0 -3 3|-3 —> sistema compatible indeterminado
F3 + 2F, 0 0 0O
c)
r+y+z=2 r=1-2\
r—2y+4z=-1 =< y=14+2AX

—2rx+4y —8z=2 z=A

Problema 1.16.6 Considere la matriz A = ( _1 _3 )

a) Calcule las potencias sucesivas A%, 43, A% A%y AS,
b) Calcule A2920
¢) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

Solucion:
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1.17. Navarra

1.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.17.1 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

{ (a+ 1Dz + (a®> +a)y =2

(—a—1)z —a’y=0
ay+ (a®> —1)z=3—a

Solucion:
- a+1 a?>+a 0 2
A= —a—-1 —a? 0 0 i JAl=ala+1)(a®*-1)=0= a=0, a==+1
0 a a?—1|3—-a

» Sia#0ya#+l = |Al # 0 = Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica) Por Cramer

2 a’+a 0
0 —a? 0
3—a a a*-1 —2a?(a® — 1) 2a
v IA] Talatr (@1  a+1
a+1 2 0
—a—1 0 0
B 0 3—a a®>-1| 2a+1)(a®-1) 2
v IA] “ala+1)(a@-1) a
a+1 da’+a 2
—a—-1 —a? 0
B 0 0 3—a | —a(a® - 1) B 1
T IA] Tala+1)(a2—1)  a+1
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s Sia=0:

B 1 0 012 I3 1 0 012
A= -1 0 00 =| Kh+F | = 0 0 012 =
0 0 —-1/3 F3 0 0 —-11]3
Sistema incompatible
= Sia=-—1:
B 0 0 0|2
A= 0 -1 0}0 — Sistema incompatible
0 -1 014
s Sia=1:
B 2 2 02 P 2 2 012
A= -2 -1 010 =| Ih+F | = 01 0|2 =
0 1 02 F3 01 0]2
P 2 2 0]2
Fy = 0 1 0|2 — Sistema compatible indeterminado
F;— F, 0 0 0|0
2042y =2 r=-—1
2r—-y=0 =< y=2

1
Problema 1.17.2 Sean A y B dos matrices de tamano 3 tales que |A| = |B| = 5 Calcula |C|
teniendo en cuenta que la matriz C' es la siguiente:

C = (24'B™1)?
Solucion:
A 12 _ 1\? A2 2
C = |2A'B™1)?| = [2A'B71|" = (]24"|B 1|>2=(23|A||B|) :(2314:) =(2°) =2 =64

1.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2019

Problema 1.17.3 Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro
real a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a> —2)x+2y+z2=a+2
(@>-2)z+4y+ (a+1)z=a+6
(a2 =2)x+2y+(2—a)z=a+2

Solucion:

a?—-2 2 1 a—+2

A= a®>-2 4 a+1| a+6 |; |A=21-0a)@*-2)=0=a=1, a=+V2
a?—2 2 2—ala+v2
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» Sia#1lya#0ya#+V/2= |A] # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas
y el sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

a?—2 2 1 a—+2 Fy a?—-2 2 1 a—+2
A= a*-2 4 a+1| a+6 =| BK-F | = 0 2 a 4
a?2—2 2 2—ala++V2 F—F 0 0 1—a|—-24+V2
1
_a—|-\/i
2 2) — 4
2(a—1)
2-12
Z:
a—1
« Sia=+2:
0 2 1| v2+2 F 0 2 1| 2+V2
A= 0 4 vV2+1|vV2+6 |=| R-2F |=| 0 0 v2—-1| 2—-2 =
0 2 2—vV2| 202 Fs—F 0 0 1—vV2|-2+2v2
P 0 2 1]24++v2
Fy = 00 vV2—-1|2—-+2 — Sistema compatible indeterminado
F3+ Fy 0 0 0 0
{2y+z:2+\/§ . Z:i\
(\/5—1)222—\/5 z:\/§
s Sia=—V2:
B 0 2 1] —v2+2 F 0 2 1] —v2+2
A= 0 4 —V2+1|-V2+6 |=| FK—=2F | = 0 0 —vV2—-1] 2+2
0 2 242 0 F-FKR 00 V2+1|-2+V2
F 0 2 1] —vV2+2
= Fy = 00 —vV2—-1| 242 — Sistema incompatible
Fs+ Fy 00 0 2V/2
s Sig=1:
-1 2 1 3 i) -1 2 1 3
A= -1 4 2 7 )l=| BR-F | = 0 2 1 4 —
-1 2 1|1++v2 Fs—F 00 0]—-24++v2

Sistema incompatible

Problema 1.17.4 Sabiendo que la inversa de una matriz A es ( _3 _1 ) y la inversa de la

matriz AB = ( _? 1

0 ) determina la matriz B.
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Solucion:
Sea C = (AB)_1 =B Al — CA =B'4"'A — CA=B"!=

B B
cart=ae= (2 ) () =2 (0 )= )
1.18. Pais Vasco

1.18.1. Modelo de 2020

Problema 1.18.1 Discutir, en funcién de m, el sistema de ecuaciones

(m+3)x+my+mz=m-—1
3r+mz=m—2

—y+z=m-—3
Resolver en los casos de indeterminacion, suponiendo que existan.
Solucién:
o m+3 m m|m-—1
A= 3 0 m|m-=2 ]; [Al=m(m—-3)=0= m=0, m=3

» Sim#0ym#3 = |Al # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sim=0:
B 3 0 0]-1 P 3 0 0|-1
A= 3 0 0]-2 =| h—-F | = 0 0 0f-1 ==
0 -1 1]-3 F3 0 -1 1|-3
Sistema incompatible
= Sim=3:
B 6 3 3|2 Fy 6 3 3|2 "
A= 3 0 3|1 =\ 2F-F | = 0 -3 3|0 = Fy =
0 -1 110 F3 0 -1 110 3F; — Fy
6 3 3|2
0 -3 3|0 — Sistema compatible indeterminado
0 0 010

Si m = 3: (sistema compatible indeterminado)

1
rT==—A
6x + 3y + 3z =2 3
3r+3z=1 = Y=\
—y+2=0
z=2A
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Problema 1.18.2 Dada la matriz A(a)

1
Ala)=1{ 1
1

= O
_ o O

calcular, razonadamente, el valor de a para que el determinante de A(a)? valga 4.

Solucion:
\A(a)2| = |A(oz)|2 =¢’=4=—= a=42

1.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 1.18.3 Discutir el sistema S(a) en funcién de a, siendo

ar —y+2z=2
Sla)=<¢ z—-2y—2z=1
T+2y+az=3
Resolver en funcién de a, mediante el método de Cramer, en los casos en que sea posible.
Solucién:

B a -1 2|2 3
A= 1 -2 —1|1 |; |Al=—-2a*+3a+9=0=a=3, a=—=
1 2 3 2

a

» Sia#3ya#—-3/2= |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

2 -1 2
1 -2 -1
. 3 2 a | 23 — 3a . 3a—23
B |A] - —2a2+3a+9 2a2—3a-9
2 2
1 1 -1
113 a | d*+a+2  d+a+?2
N A T 22+3a+9  2a2—3a-9
a —1 2
1 -2 1
11 2 3] 10-8a _ 2¢a—5)
B |A| - —2a2+3a+9  2a2-3a-9
s Sia=3:
o 3 —1 212 Fy 3 —1 2|2
A= 1 -2 —-1]1 =| 3 —-F | = 0 -5 —5|1 =
1 2 3|3 3F; — Iy 0o 7 7|7
F 3 -1 21 2
Fy = 0 -5 5|1 — Sistema incompatible
5Fs + TF, 0 0 0]42
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s Sia=-3/2:

-3/2 -1 2|2 -3 -2 414 Py
A= 1 -2 -1|1 =3 2 -4 =212 = | 3F+2F | =
1 2 -3/2(3 2 4 -3|4 3F3 + 2F
3 -3 -2 41 4 F 3 -3 -2 4] 4
5 0 —16 2114 = Fy =3 0 —-16 2|14 =
0 8 —1]20 2F3 4 Fy 0 0 0|54
Sistema incompatible

1 o 1
Problema 1.18.4 Sea M («) la matriz dada por M(a) = o 1 «
0 a 1

a) Determinar para que valores de « la matriz no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar
por que no es posible.

Solucion:

a) |[M(a)]=1-a?=0=> a = +1 para estos valores no existe la inversa de M (a).
AM (o)™ Ya € {~1,1}
IM(a)™! Ya e R —{-1,1}

101 10 -1
b) Sia=0= MO = 0 1 0 |= MO™=[ 01 o0
00 1 00 1

1.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 1.18.5 Discutir, en funcién de A, el sistema que sigue y resolver cuando sea posible:

r4+y+z=2A
S=¢ 2x+3y+4z=2
do 4+ 4y + Az =4A

Solucion:

24
2 | |S|=A-4=0= A=4
4A

g:

= N =
T

1
3
4

» Si A # 4= |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

24 1 1

2 3 4
| 4A 4 A 23A%2—-15A+4)
e 5] - A—4



1 24 1
2 2 4
444 A] 24213414
v= E - A—4
11 24
2 3 2
44 44| a4
T B T A4
s SiA=4:
B 11 1] 8 i) 11 1] 8
S=( 23 4|2 |=|m-2r =01 2/-14
4 4 416 Fy — 4F, 0 0 0|-16

— Sistema incompatible

1

11 )7 calcular razonadamente M 2920

Problema 1.18.6 Dada la matriz M = (

Solucién:
w=(1 1) oe=( )G Y) =)
wr=aen=(3 )01 =(1)
weeaen=(5 1) ()= (Y)
LuegoM”:(:L (1)>:>M2020 (2012 (1]>
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Capitulo 2

Geometria

2.1. Restumenes tedricos

Vectores
Sean U = (u1,ug,usz), U = (v1,v2,v3) y W= (w1, wa, w3)

Ui U2 U3
] 7, o y W son linealmente independientes si | v1  wve w3 | # 0. En caso contrario uno de
wp w2 w3
los vectores es combinacién lineal de los otros.

7 . 7 = U1V] + UV3 + U3vV3

= Producto escalar: { T |7H7‘ cos

i j  k
= Producto vectorial: ? = U XV =] u u us ; el vector ? es perpendicular a los
V1 (%) (R}
vectores U y ¥. Se cumple |7 x U| = ||| V] sin o
|7 X 7| = S donde S es el drea del paralelogramo que describen los vectores v y o por

paralelelismo. (El drea de un tridngulo serd §S )

U1 (5] us
= Producto mixto: [7,7,?] =] vy wv2 wv3 | =1V, donde V es el volumen del parale-
w; W2 W3
lepipedo que determinan los tres vectores por paralelismo. El volumen de un paralelepipedo
es también V = Sp,e-Altura. Para calcular el volumen de un tetraedro tenemos dos férmulas:

1 1
Vietraedro = Evparalelepilpedo y Victraedro = ngase - Altura

Ecuaciones \,
Sea la recta r : ?3:(;, g;jég 2, )
Vectorial Paramétrica Continua General
7 =P+ Z:Z:AAE o0 _Y=b_ Z7Cl N hay
z=c+ lug i Uz us
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7 = (ul,uQ,ug)

Sea el plano 7 : { U = (v, va, v3)
P(a,b,c)
Vectorial Paramétrica Continua General

uy vy Tr —a
uy vo y—>b | =0
us U3 zZ—C

T =a+ Auy + pvy
7:P+)\7+u7 y = b+ Aug + pve No hay

z=c+ Aug + s Ar+By+Cz+D =0
Ideas:
aq b1 C1
» Tres puntos Py (a1,b1,c1), Pa(ag, ba, co) v P3(as,bs, c3) no estdn alineados si | az by co | #
as b3 C3
0

= El vector u, y la recta r tienen la misma direccién.
= El vector 4, = (A,B,C) y el plano 7 : Az + By + Cz + D = 0 son perpendiculares.

Posiciones de rectas y planos:

— — uy
—> T
= Dos rectas: r : { Ur s { Us y P.P;. Construimos la matriz A = u
P, P P—>P
T+ s

Si Rango(A) = 3 = Se cruzan.

S

u,
Rango < 177;

s

Si Rango(A) = 2:

w
Rango ( 77; ) = 2 = Se cortan
) = 1 = Son paralelas

Si Rango(A) = 1 = Coinciden.

%

uy.
= De unarecta r : { P,
y se sustituye en el plano: A(a + Auy) + B(b + Auz) + C(c + Auz) + D = 0 Al resolver esta
ecuacién pueden ocurrir tres casos:

y un plano 7 : Ax+ By+Cz+ D = 0: Se pasa la recta a paramétricas

a) Encuentro un valor de A = kK = se cortan. El punto de corte se encuentra sustituyendo
el valor de A en la ecuaciéon paramétrica de la recta.

b) Encuentro infinitos valores de A = la recta se encuentra contenida en el plano. (La
solucién de la ecuacién queda de la forma 0 = 0)

c¢) No existen valores de A = la recta es paralela al plano. (La solucién de la ecuacién
queda de la forma 7 = 0)
s De dos planos my : Ayx + B1y + Ciz + Dy y 7o : Asx + Boy + Coz + Ds. Puede ocurrir:

A B A C B Ch
! ! ! L —1 # —— en cualquiera de ellos los dos planos se cortan en

VLTER LT R G
una recta.
A B
b) /T; = B; = g; # —— en este caso son paralelos.

c) A = =1} = G _ & en este caso coinciden.
A2 Bg CQ Dg
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s Detres planos 7y : Ajx+B1y+Ciz+D1, mo : Asx+Boy+Coz+ Doy w3 : Azx+Bsy+Csz+Ds.
Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y se discute por el teorema de
Roché. Si el sistema tiene solucién unica los tres planos se cortan en un punto. En el caso de
que tenga infinitas soluciones se analizan los planos dos a dos. En el caso de que no tenga
soluciones se analizan los planos dos a dos.

Férmulas:

» Distancia entre dos puntos: d(A, B) = |1ﬁ|

H %
PP, x

» Distancia de un punto a una recta: d(P,r) = %%A
Uy

_ |Aa+ Bb+ Cc+ D|
VAL B+ 02
PP, al, )|

» Distancia entre dos rectas que se cruzan: d(r, s) = ﬁ‘ﬁ‘—
Up X Usg

» Distancia de un punto a un plano: d(P, )

) °-T
= Angulo entre dos vectores: cosa = kilki

— =
4 Uy * Us

» Angulo entre dos rectas: cosa = ]
Uy || Uy

—r

, Uy * Upy

L Angulo entre dos plaHOS: COStx = T— 77—
|ty |||

—
, . Uy - Upy
» Angulo entre una recta y un plano: sina = ———-
|| |tr ]
P+Q
2

s Punto mediode Py Q es A =

= Punto simétrico de P respecto de QQ es A =2Q — P

» Esfera: (z —a)? + (y — b)%2 + (2 — ¢)? = 72 es una esfera de centro C(a, b, c) y radio= r.
Ideas métricas:

= Punto simétrico de P respecto al plano 7:

e Calculo r que pasa por P perpendicular a m, u = ..
e Calculo el punto de corte P’ de r con .

e P/=2P' —P

= Punto simétrico de P respecto a la recta r:
- — =
e Calculo 7 perpendicular a r que contenga a P, u; = u,..
e Calculo el punto de corte P’ de r con .

e P/=2P' —P
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Recta perpendicular a otras dos que se cruzan (y las corta): Se calcula como interseccién de

uj uf
los dos planos 7 : w , T ul
P, Py

dondeﬁ:m}xﬁg

Recta que pasa por un punto P y corta a dos rectas que se cruzan: Se calcula como interseccién

de los dos planos
PP PP

BN ’ITZ y T2t 17;
P.oP P;o P

Recta paralela a un plano 7 y que corta a otra recta t que a su vez corta a m y que pasa por
el punto P:

e Calculo un plano 7’ paralelo a ™ que contenga a P.

e Calculo P’ punto de corte de 7’ y t.

e La recta buscada es la que une los puntos Py P’.
Ecuacién de la circunferencia resultante de cortar una esfera con un plano (vertical u hori-

zontal). Si el plano es z = k, se sustituye en la ecuacién y resulta una circunferencia. Tened
cuidado, el centro de esta circunferencia es (a, b, k).

@ = CP

Plano tangente a una esfera de centro C' en el punto de tangencia P: 7 : )
Contiene a P

Encontrar los puntos de una recta r que estan a una distancia A de un punto P: Se calcula
la ecuacién de una esfera de centro P y radio A. Se buscan los puntos de corte de esta esfera
y la recta r.

Plano Mediador 7 entre dos puntos P; y P»: Es el lugar geométrico de los puntos P(zx,y, z)
que cumplen d(P, P;) = d(P, P,).

Plano Bisector 7 entre dos planos m; y ma:Es el lugar geométrico de los puntos P(z,y, z) que
cumplen d(P, 1) = d(P, m3).
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2.2. Andalucia

2.2.1. Modelo de 2020

r—2 y—2 z-1

Problema 2.2.1 Considera larecta r : T = 3 1 ylosplanosm :x =0y mg :y =0.

a) Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 71 y 7.

b) Determina la posicién relativa de la recta r y la recta interseccién de los planos w1 y ms.

Solucion:
= _ [ 1‘22—)\
a)r:{ur_( 1,3,1) = 7:{ y=24+31 = P(2-X2+3\1+)})
PT(272’]‘) Z:1+)\
d(P,m) = d(P,ms) = |2 — A = |2 + 3\ =
{2—/\=2+3/\:>/\=0:>P1(2,2,1)
2-A=-2-3\= A=-2= P(4,-4,-1)
z=0 z=0 u; = (0,0,1) —
b)t:{y:() — Zig :t:{Pt(0,0,0) — P,P.=(2,2,1)
2 2 1
[P,P. uj,uj]=| -1 3 1 |=8%#0=> rytsecruzan.
0 0 1

Problema 2.2.2 Considera el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1,0), B(1,0,2) y C(0,2,1).

a) Halla el area de dicho tridngulo.

b) Calcula el coseno del dangulo en el vértice A.

Solucion:

a) AB = (0,-1,2) y AC = (~1,1,1)

A
1 1 v 14
Sr=-ABxAC|==|| 0 -1 2 ||==|(-3-2,-1)]= Y% 2
2 2 1 1 1 2

AB-AC  —1+2 15
cosa = = = — a = 7502'13"
AB|AC| V53 15

2.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.2.3 Siendo a # 0, considera las rectas

z—1 r—3 y—3 z+1
S: = =
a Y —a -1 2

rie—1=y—2=

a) Estudia la posicién relativa de ambas rectas segtn los valores de a.
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b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de r y s y es
perpendicular a ambas.

Solucion:
@ = (1,1,a) v=1+A @ = (—a,-1,2) r=3—ap
e z=14aA AN z=—-14+2u
s
yP"’PS:(2a1, 2)
2 1 -2
|A|:[PTPS77TT>7u_t>]: 1 1 a :—a2+4:0:> a = +2.
—a —1 2

" Sia#+2= |A|#0= ry s se cruzan.

% —
= Sia =—2=>Rango(A) :2yRango( % ) zRango( é _1 ; > =2=7rys

se cortan.
u 11 2
s Sia=2=-Rango(A)=2y Rango( 17? ) :Rango< 9 1 9 ) =2=rysse

S
cortan.

b) Calculamos el punto P de corte entre 7 y s:

1+ A=3-2u \=0
24+A=3—-pn z{ :1 = P(1,2,1)
142\ =—1+2u B=
- = =
i 7k
Larectatlry s — W= X up = 1 1 2|=(4,-6,1)
-2 -1 2
| 32(47—6,1) ' x:1+4)\
t'{Pt(121) = t:{ y=2-06X
o z=14+\

z+y=0

Problema 2.2.4 Se considera el punto A(1,—2,0)y la recta r : { J—32+2=0

a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a r.

b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r.

Solucion:
.’E:2—3)\ —
fx+y=0 _ _ _{ur:(—3,371)
a)r.{y_3z+220 = 7 ;;/:/\2—1—3)\ = 7 P.(2,-2,0)

Tlr—= ﬁ:ﬁz m:-3x+3y+z+a=0como Aer=— -3—-64+0+a=0=
a=9—= 7:-32+3y+2+9=0—= 71:3x—-3y—2—-9=0

112(—3,3,1) r—1 y+2 =z
b) 7':¢ AP, =(1,0,0) = 7' :| =3 3 1|=0=7":y—32+2=0
A(1,-2,0) 1 0 0

80



2.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

dr —3y+4z=1

Problema 2.2.5 Considera el plano 7 : z —y +az =0 y la recta r : { 32— 2+ 2=0

a) Halla a sabiendo que 7 es paralelo a r.

b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3).

Solucion:

r=—245\ —
JAr =3y +4z=1 ' _ .{ur:(5,8,1) — 4
'{3m—2y—|—z:O = r: Z:)\3+8)\ = r: Po(=2,-3,0) ur = (1,-1,a)

a) m|r= u; Luy =t U4, =0=>5-8+a=0= a=3

b) ' Lr = up =u = (5,81) = 7/ :5z4+8y+z2+a =0 Como P ern = n:

54+416+3+a=0= a=-24=— 7" :5x+8y+2—-24=0
y+1 2z+2

Problema 2.2.6 Considera el plano 7:z —y+ 2z =2 y la recta r : g =T ="

a) Calcula la distancia entre r y 7.

b) Halla la ecuacién general del plano perpendicular a 7 que contiene a 7.

Solucion:
. B T =2\
a)r:{u’l“_(2717 1) :>7»: y:—1+)\ yu—;:(lail’]‘)
Pr(oa_lv_z)
z2=-2—-)
Gty =2-1-1=0= o Ly = r|n

Jo+1-2-2 3

dir,m7) =d(Pr,71) = ———— = —==V3u

(r,m) = d(Prm) I1+1+1 V3
— — _ z y+1 242

b) WI:{ZW(E(—ll, _12,)1)ur—(2,1, 1 =71 -1 1|=0= 7":y+2+3=0
T ) 3

2 1 -1

2.3. Aragén
2.3.1. Modelo de 2020

Problema 2.3.1 Se pide:
a) Determine el valor de la constante real m para que los cuatro puntos siguientes:
A(1,1,0), B(1,3,1), C(2,1,—-1), D(1,m,m)
sean coplanarios, es decir, estén en un mismo plano.
b) Determine el drea del tridngulo que definen los puntos A, By C.

Solucion:
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a) AB = (0,2,1), AC = (1,0,—1) y AD = (0,m — 1,m)

0 1
[AB,AC,AD]=|1 0 —1|=-m-1=0= m=-1
0 m—1 m
b
| 1
S:l‘zﬁxm‘:}| 0 9 1 |:1|(72’1,72)‘:1\/§:§u2
’ 201 o 2 2 2

Problema 2.3.2 Determine la ecuacién del plano m que contiene a las dos rectas r y s siguientes:

.{x—2y=—4 o y+1l 21
T gp40s—4 ST 5=

Solucién:
El problema no tiene sentido si las dos rectas se cruzan o coinciden. Estudiamos su posicion relativa.

.{495_31/—&-4;;:1 == T ;i;4+2)\ :>7"'{TTT>:(2717_3)
3x—2y+2=0 S —8_3) P.(—4,0,8)
=\ —
y+1 z—1 us:(1a27_1>
S == = s5:¢ y=-—-142\ =>s:{ N
2 —1 1) Ps(0,-1,1)
—
P,P. = (-4,0,8) — (0,-1,1) = (—4,1,7)
41 7 N
R _
[ﬂ,zﬁ,PsPT]: 2 1 -3 :OyRango(A):2yRango(zi§)zRango(2 ! 3)2
| 5 & w 12 -1
2 = r y s se cortan.
La ecuacién del plano 7 que contiene a las dos rectas seria:
= (2,1,-3) r y+1 z—1
o u=(1,2,-1) = nx:|2 1 -3 |=0= 7:52—y+32-4=0
PS(Oai]ql) 1 2 71

2.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.3.3 Se considera la recta r : { z+z=1
a) Calcule la ecuacién del plano que contiene a la recta r y que pasa por el punto (0,0, 1).

b) Se considera el paralelepipedo definido por los vectores 77 K4 y W x U. Sabiendo que
UxV = (—1,1,1), calcule el volumen de dicho paralelepipedo.

Solucién:
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r=1-—A —
r+z=1 . _ . u?“:(_laQ)l)
" {2x+y: =y v :r'{Pr(l,LO
z=A
= (-1,2,1) v oy 21
7r PP.=(1,1,-1) = 7m:| -1 2 1 =0=7m:z+2z—-1=0
P(0,0,1) 1 1 -1

V=W, d x V=4 xV,d, V)| =|(« xV) - (d xT)|=](-1,1,1) - (=1,1,1)| =
1+1+1=3u3

2.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.3.4 Halle la ecuacién general del plano que contiene a la recta
) { 3x+y—42+1=0

% ty—2+2=0 y es perpendicular al plano 7:2x —y+32—1=0

Solucién:
[ 3x+y—4z+1=0 . N _{uT:(?), 5,1)
{2x+y—z+2:0 — Z:/\4 PA =T B(1, - 4,0)
u; = (3,-5,1) -1 y+4 z
i =(2,-1,3) = 7 3 -5 1|=0= 7 :2r4+y—2+2=0
P.(1,—4,0) 2 -1 3

2.4. Asturias

2.4.1. Modelo de 2020
Problema 2.4.1 Los puntos A(0,1,0) y B(—1,1,1) son dos vértices de un tridngulo. El tercero

=4

C pertenece a la recta r : { j - Ademas la recta que une A y C' es perpendicular a la recta r.

a) Determina el punto C.

b) Calcula el drea del tridngulo.

Solucion:
.’1324 —
. .’L':4 . — . uT:(07170>
T'{z:l = 7 Z:i\ :r'{PT(Zl,O,l) = C(4,\,1)

a) AC = (4,0,1) — (0,1,0) = (4, A — 1,1)
AC LT = AC- W =0= (4 A—1,1)-(0,1,0)=A—1=0= A=1= C(4,1,1)

b) AB = (~1,1,1) — (0,1,0) = (~1,0,1) y AC = (4,0,1).

z' 7k
1 1 5
:{Aﬁxﬁ‘:q 10 1 ]]=51(0,50)]=2u?
2 2 i 0 1 2 2
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Problema 2.4.2 Dados los puntos A(2,1,0) y B(1,0,—1) y r la recta que determinan. Y sea s la

. Jrx+ty=2
recta definida por s : { ytz=0"

a) Estudia la posicién relativa de las rectas.

—
b) Determina un punto C' de la recta s tal que los vectores CA 'y C@ sean perpendiculares.

Solucion:
=1+
@ =AB = (-1,-1,-1) = —(1,1,1) v
‘\ P =B(1,0,-1) 3\ Y=
" e z=—1+A
Vy+2=0 Y YTH "1 P,(2,0,0)
Z=—U
—
a) P.P, =(2,0,0) — (1,0,—1) = (1,0,1)
10 1 1 /o P.P,
[PTPS,EZJTg]: 11 1|=0, ' 11 ’:1740=> Rango u =2=
-1 1 -1 e

Las dos rectas estan en el mismo plano, y como
2 = r y s se cortan.
b) Sea C(2 — p, i, — 1)
z@ = 2= p,p,—p) = (2,1,0) = (=p, p— 1, —p),
OB = (1,0,~1) = (2= i,y —1) = (~ 1+ pt, =1, =1 + )
RLC@ﬁ R~C@:O:> (—ppyp—1,—p) - (-1+p,—p,—14+p) =0=
—p(=1+ )+ (= D)(=p) + () (=1 +p) = 34" +3u=0= p=0, p=1
Sip=0= C(2,0,0)
Sip=1= C(1,1,-1)

2.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
r+y=2
Problema 2.4.3 Dados el punto A(2,1,1) y la recta r : y+z=0
a) Calcula un vector director de la recta r.
b) La ecuacién del plano 7 que contiene al punto A y a la recta r.

c¢) La ecuacién de la recta s contenida en 7 que pasa por A y es perpendicular a r.

Solucién:
a)
"Vy+z=0 : Z;_A "1 P.(2,0,0)



s PA=(0,1,1) = -1 1 -1 |=0=7m:2s+y—2—-4=0
P,(2,0,0) 0 1 1
- = =
i J k
o) uly up Lugyul L= ui=u;xu;=| 2 1 -1|=3(0,11)

-1 1 -1

— =2

ug = (0,1,1)

s:{ B = s:¢ y=1+2A
P, = A(2,1,1) "

Problema 2.4.4 Sea el prisma triangular (tridngulos iguales y paralelos)

de la figura, con A(1,0,0), B'(—1,2,2), C(0,3,0), C'(0,4,2). Y los
planos 7, al que pertenecen los puntos A, B, C'y 7', al que pertenecen
los puntos A’, B/, C'. Calcula:

a) Las coordenadas de los puntos restantes: A’, B.

b) La distancia entre los planos 7 y 7’.

c¢) El volumen del prisma triangular.

Solucion:

—

—
a) A=A+ AA = A+ CC" = (1,0,0) + [(0,4,2) — (0,3,0)] = (1,1,2) = A'(1,1,2)
B=C+CB=C+CB =(0,3,0)+[(~1,2,2) — (0,4,2)] = (-1,1,0) = B(-1,1,0)
b)
AB = (~2,1,0) r—1y 2z
7 E:( 1,3,00 = 7 -2 1 0|=0=7:-52=0=7:2=0
A(1,0,0) -1 30
0+0+2]
d(r, ) = d(c’m) = 002y
(mm) =dm) = ot 2"
c)
2 1 0
—
:1‘[1@,@,AA’} B O N IS T
2 2 Ty o] T2

2.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.4.5 Sean A(2,1,0), B(5,5,0) y C(2,1,5) tres vértices de la cara S de un cubo (cua-
drados iguales) y E(—2,4,0) un vértice de la cara opuesta. Se pide:
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a) El cuarto vértice D de la cara S.

b) La ecuacién del plano 7 que contiene la cara opuesta de S.

c¢) ;Cuél es el vértice de la cara S adyacente a E?

Solucion:

a) Como no conocemos el orden de los puntos calculamos distancias entre ellos. Como se trata de
un cuadrado las distancias de los lados deben de ser iguales. d(A, B) ’@‘ =(3,4,0)| =5,
d(A,C) = ‘@’ = 1(0,0,5)| = 5, d(B,C) = '@’ — (=3, -4,5)| = V/30. Luego AB y AC

son dos lados y BC' es una diagonal. Luego el punto D estd en la diagonal cuyo otro extremo
es A. Tendriamos:

D=A+AD = A+ (AB + AC) = (2,1,0) + ((3,4,0) + (0,0,5)) = (5,5,5) —> D(5,5,5)

b)
AB = (3,4,0) 22 y—1 2
T ﬁ:(070’5) = 7 3 4 0|=0= 7m:42—-3y—5=0
A(2,1,0) 0 0 5

Uy =y = (4,-3,0) = 4z —3y+A=0

Fer = —8-124A=0= A=20= 7' :42—-3y+20=0

c¢) La distancia desde E a su adyacente tiene que ser 5, probando tenemos d(E, A) = ‘ﬂ‘ =
[(4,—-3,0)| = 5. Luego el punto adyacente al E es A.

Problema 2.4.6 Dados dos planos { 7T,: Ty —22=3
Tmix—2=>5

ortogonal sobre 7’ es el punto A(5,1,0)

. Sea P un punto de 7 cuya proyeccién

a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que une P y A.
b) Calcula el punto P.

Solucion:

a)

— _ —
Uy = Uy 1,0, —
T:{PT:A( () 1) = (x,y,2) = (5,1,0) + A(1,0,—1) VA eR <=
=5+ A .
r:Q y=1 VAER@{xii_5
z2==A y=

b) Buscamos el punto de corte de r con 7:
G+N+1-2(-N)=3= A=-1= P(4,1,1)
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2.5. Cantabria

2.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.5.1 Se emite un rayo laser desde el punto P(1,2,8) en la direccién del vector v =
(1,2,-3). El plano —x — y+ 3z = —8 determina la posicién de una ldmina de grandes dimensiones.

a) Calcula la ecuacién de la recta que contiene al rayo laser.
b) Determina la posicién relativa de rayo y lamina.

¢) Se quiere situar otra lamina que sea ortogonal al rayo y pase por el origen. Calcula la ecuacién
del plano de esta lamina.

Solucion:
a)
— _ _ =14+
r {?;2(1_2(1675)27 3) = r:{ y=2+2\ VIeR
" B z=8—3\

b) mi—z—y+32=-8= —(14A)—(2+20)+38-3\)=-8= A=2 = ryrse
cortan en un punto.

¢) up =up =(1,2,-3) = 7’ :x+2y—32+A=0como 0(0,0,0) e 7’ = 04+0—0+\ =

0= A\=0=7:2+2y—32=0
Problema 2.5.2 Considera los puntos A(1,2,1), B(2,3,—4), C(4,3,2).
a) Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A y B.
b) Halla la ecuacién del plano que contiene los tres puntos.

c¢) Calcula el drea del tridgngulo que forman los tres puntos.

Solucion:
a)
) - =1+
T:{?:zﬁg(llalv_g)) — r: y=24+2\ VAER
T T (7 7) Z:1—5)\
b)
AB = (1,1,-5) r—1 y—2 z2-1
7 AC=(3,1,1) =] 1 1 -5 |=0=7:3z—-8y—2+14=0
A(1,2,1) 3 1 1
¢)
T 7R
1 1 1
Stzf‘zﬁXﬁ‘:*| 1 1 -5 |:7|2(3’—8’1)|:\/7>4’U/2
2 20 3 1 1 2



2.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

r=3-—A
Problema 2.5.3 Considera los puntos A(2,1,5), B(3,4,1) y larectar:{ y=4—3A
z=1—4\

a) Se emite un rayo ldser desde el punto A. Calcula la ecuacién de la recta que contiene al rayo
laser para que impacte en el punto B.

b) Calcula la ecuacién de una recta que pase por By sea perpendicular al rayo y a la recta 7.

¢) Calcula la ecuacién del plano que contiene al rayo y a la recta .

Solucion:
r=3-A\ = _ (1 _a _
rid y=4-3x :>{l]§(§§111) =4
z=1—4X e
a)
5 B =2+
s {1]‘;:13—3;—1(;37 V=5 y=1+3" wreR
s =4(2,1,5) 2 =54\
T
i Ji k
b) uf Lutyur Ly = uf =t xup=| -1 —3 —4 |=28(3,—1,0)
3 —4
N z =343\
ut:(?),*]_,()) — _
t {PtzB(374,l) = s y = A VAeR
z=1
c)
= (—1,-3,—4) t—2 y—1 z-5
o ul=(1,3,-4) = 7:| -1 -3 —4 |=0= 71:3z—y—5=0
P, = A(2,1,5) 1 3 4

Problema 2.5.4 Considera los puntos A(1,3,1), B(4,1,-2), C(3,5,2) y D(1,1,3)
a) Halla la ecuacién del plano 7 que contiene a los puntos 4, By C.

b) Comprueba si el punto D estd contenido en el plano 7.

c¢) Calcula el dngulo que forman los vectores 1@ y 1@ .

Solucién:

AB = (3,-2,-3) c-1 y-3 2-1

a) m: zﬁ:(?,?,l) = 7 3 -2 -3 |=0= 7:42—9y+102+13=0
A(1,3,1) 2 2 1

b) Sustituyendo D en el plano: 4 —9+304+13=38420=— D ¢

c)

o AB-AB  (3,-2,-3)-(2,2,1) 6-4-3 -1 2 oort
a= = = = = = Y
‘ﬂ%’ ’,@‘ V22V/9 3v22  3v/22 66

= a = arccos(—0,071) = 94°4'31"
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2.6. Castilla La Mancha
2.6.1. Modelo de 2020

Problema 2.6.1 Sean la recta r : %‘1 =¥= %1 el punto P(3,1,—1) yelplano 7 : 2z +y—2 =0

a) Calcula la distancia del punto P a la recta r.

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Py
por el punto Q, siendo @ el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a m que contiene

a P.
Solucién:
a)r{%ag)’_l’l?) = r: y=2A ,ﬁ:(ZI,O)
T z=—1+4+2\
- - o
Y B
PPxa@l=]] 2 1 0|=|2-4-1) =V
3 1 2
PP x@| V21 _ 6
d(P,r) = — = =—u
|ur] V14 2

b) = Calculamos 7’ || 7/P € 7':
720 +y—24+4A=0=6+1+14+A=0=A\=-8=7":20+y—2-8=0
= Calculamos @ punto de corte de 7’ con r:
201430 +(\) = (—14+20) —8=0= A=1= Q(4,1,1)
= Calculamos la recta ¢t que pasa por Py Q:
o @=Pd=002 _ . ) 27"
P =P(31,-1) 2= —1+2)
Problema 2.6.2 Dados los puntos A(1,2,0); B(0,-1,2); C(2,—1,3) y D(1,0,1).

a) Encuentra razonadamente la ecuacién general del plano que contiene a la recta que pasa por
Ay By es paralelo a la recta que pasa por C'y D.

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B, C'y D.

Solucién:
r=1-2A
a)r:{m}_ﬁ_(l’gﬂ) = r:{ y=2-3\ ys:{@_@_(l’l’m =
P, = A(1,2,0) _ o P, = D(1,0,1)
z
r=1—-X\
S y=A
z=1-2\
= (—1,-3,2) t—1 y—2 =z
:{ wm=(-1,1,-2) = 7:| -1 -3 2 |=0=71:x—-y—24+1=0
P.(1,2,0) 1 1 -2



) AB = (~1,-3,2), AC = (1,-3,3) y AD = (0,-2,1).

-1 -3 2
L —4] 2
=@, 7@ =1 1 -3 3|:Lgi:§ﬁ
0 -2 1

2.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 2.6.3 Dados los planos m :2x +y+2—2=0ym: ¢ y=—-A+p
a) Calcula razonadamente el dngulo que forman los dos planos.

b) Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3,—3,2) y los puntos
de corte del plano 7 con los ejes coordenados.

Solucién:
r=—-1+X—pu U =(1,-1,2) r+1 y z+2
a) my : y=—-A+u = Ty : ¥ =(-1,1,0) = 7 : 1 -1 2| =
2= —2+42) A(-1,0,-2) -1 1 0

0= m:24+y+1=0

|u7r1 u7T2| |(2’171)'(1>170)‘ _ |2+1+0‘ _@
[, | [ty | V6v2 2v/3 2

V3\ 7 o
—> « = arccos - 28230

b) Puntos de corte de 71 : 2z +y + 2z — 2 = 0 con los ejes coordenados:
Con OX hacemos y=0yz2=0— 20 —-2=0=— 2 =1= A(1,0,0)
Con OY hacemosz =0y z2=0— y—-2=0—=— y =2 = B(0,2,0)
Con OZ hacemos z =0ey=0= 2—-2=0= z=2= ((0,0,2)
alculamos los vectores:
ﬁ (3,-3,2) — (1,0,0) = (2,-3,2), BP = (3,-3,2) — (0,2,0) = 9) y CP =
(3, 32) (002) (3,7370)

COSx ==

2 -3 2
1 1 6
vi= L [AB.BR.CE]| == L[5 5 2||=ll_qu
6 6 6
3 =3 0
r=—l+u -2 =1-b
Problema 2.6.4 Dados el plano 7 : y=14+A4+au la rectas:{z__yg_
2=14+2\—pu N

a) Calcula razonadamente el valor de los pardmetros a y b para que la recta s esté contenida en
el plano 7.

b) Sia =0y b = 3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r que
pasa por el punto P(1,—1,—8) es paralela al plano 7 y es perpendicular a la recta s.

Solucién:
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r=—1+p w =(0,1,2) 41 y—1 z—1
a) m:{ y=1+Adap — 7:{ ¥ =(l,a,-1) = =n: 0 1 2 =0=
z=142\—p A(-1,1,1) 1 a -1
—(2a4+1)z+2y—2—-2(a+1)=0

s : E y:A = SISC'/T:>
z=-3 - 3 Py(1 —bO 3)

U Ly = up-tg =0 = (—(2a+1),2,-1)-(2,1,0) = =2(2a4+1)+2+0 = —4a—2+2 =

0= a=0

Sia=0= n:—x+2y—z—2=0 Para calcular b sustituimos la recta P, en el plano ya
que Per=—-(1-b)4+0—-(-3)—2=0=b=0

r=1+2X\
b)Sia=0yb=3= 7:—2+2y—2—-2=0ys:< y=A — uy=(-1,2,-1)y
z=-3
ut = (2,1,0).
v F
Lavectar Lsyr||m= w =u, xus=| -1 2 —1|=(1,-2,-5)
2 1 0
P.=P(1,-1,-8) o _8_5\

2.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.6.5 Sea el plano w: z +2y —z—4 =0y la recta r : { 5: iy__QZ_ZOO
a) Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2,—1) al plano .

b) Calcula razonadamente el drea del tridngulo que forman el punto interseccién de la recta r
con el plano 7, y los puntos B(1,-1,2) y C(0,1,1).

Solucion:

T.{w—2y—2=0 — ) ;fiHA :>T,{1Tr>=(2,1,1)
y—2z—-2=0 P 94 P.(2,0,-2)

a)

1+4+1-4 2 _ @
V1+4+1 V6 3

b) Calculamos el punto de corte A de r con 7

d(P,m) =

(2420) +200) = (-24A) —4=0=— A=0=—> A(2,0,-2)
AB = (1,-1,2) — (2,0,-2) = (—1,-1,4), AC' = (0,1,1) — (2,0,-2) = (-2,1,3)
T 7%
1 1 1
= |AB XA =11 -1 G4 1= L7, n ) = Y3 2
2 21 2 7
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— 9y = 1
2v—2y =4 =5 =1V el punto

Problema 2.6.6 Dadas las rectas r : { R z
z=0 3 -2

P(-1,0,2).
a) Determina razonadamente la posicién relativa de las rectas r y s.

b) Halla razonadamente la ecuacién general del plano que pasa por el punto P y es paralelo a
las rectas r y s.

Solucién:
) x:i+>\ :>r~{m:(1’1’0) s z:?j\Q—Q/\ N {17;:(3,—2,1)
0 P,(2,0,0) 1 P,(0,-2,1)
—
a) PP, =(0,—2,1) — (2,0,0) = (—2,—-2,1)
-2 -2 1
[PTPS,E),U;]: 1 1 0|=-5#0= ry s secruzan.
3 -2 1
= (1,1,0) 4+l y z2-2
b) m:{ w=(3,-21) =« 1 1 0 |=0=7:x—y—5z+11=0
P(-1,0,2) 3 -2 1

2.7. Castilla Leon

2.7.1. Modelo de 2020
Problema 2.7.1 Dadalarectar:xz+2=y=z—2yelplanon:x— 2+ 2 =0, se pide:
a) Determinar la posicién relativa de r y 7.

b) Calcular el punto simétrico respecto de 7 del punto de r (—2,0,2) y hallar la recta que es
simétrica de r respecto del plano 7.

Solucion:
r.{ﬂ:(l,l,l) . ;i;2+)\
Pr(_230a2) Z:2+)\

a) Sustituyendo r en m = (—24+X)+0(A) —(24+A)+2=0= —2 =0 lo que es imposible y,
por tanto, la recta r y el plano 7 no tienen ningtn punto en comun y son paralelos. (r || )

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos una recta t L 7/P(—2,0,2) € ¢

. { w = u, = (1,0,-1) . ;cio—2+)\
Pt:P(_27072) =92 -\

» Calculamos el punto P’ de corte de t y =

24 A—(2-N)+2=0= A=1= P'(~1,0,1)
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= El punto P’ es el punto medio entre P y el simétrico P” buscado

P_|_Pl/
2

=P = P'"=2P'—P=(-2,0,2) — (-2,0,2) = (0,0,0)

Como la recta r || 7 la recta simétrica h de r respecto de 7 tiene que ser paralela a r =

= u, y tenemos

— =
=u, =(1,1,1)
h'{uh UT,, ( = 7r:{ y=2A
P, = P"(0,0,0)) =\
Problema 2.7.2 Dada la recta r : ac—l———z—lyelplanow:x—y—&—z:o,sepide:

a) Determinar la posicién relativa de r y 7.

b) Calcular la distancia del plano 7 al punto de la recta r, (1,—1,1) y hallar el plano paralelo
a 7 situado a la misma distancia de r que .

Solucion:
=14+
r:{jg(](ll?l)l) = r:{ y=—142)\ yu,=(1,-1,1)
B z=14+A

a) Sustituyendo r en m = (1 4+ A) — (=1 +2A) + (1 + ) =0 = 3 =0 lo que es imposible y,
por tanto, la recta r y el plano 7 no tienen ningtin punto en comun y son paralelos. (r || )

b)
1+1+1 3
d(P,7) = ———— = 3u
(P, ) Vititl V3

Sea 7' : 2z —y + 2z +m =0 el plano que buscamos. Tenemos d(r, ') = d(m, ') = /3

1+1+14+m| [3+m]
VIF1+1 V3

3+m=3= m=0= 7, :2—y+2=0= 7 no vale
3+m=-3=—=>m=-6=—=1n:12—-y+z-6=0

d(r,w') = d(P,7’) = =V3= [3+m|=3
3+m|=3= {

2.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.7.3 Sea el plano 7 : © — 2y + 2z + 1 = 0, la recta r : { i;gffg y el punto
A(1,3,-1).
Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a 7.
Solucién:
T=A
I [ @ =(11,0)
oy = = 7 ( 0,-1)
z=-1

—
/. ’U,T—(llo) /. — /. 9 — =
T .{u_>7r (1,-2,2)A(1,3, 1) = 7' 1 1 0 =0= 7 :2x—2y—3z+1=0

Problema 2.7.4 Dado el punto A(1,2,4) y la recta r : x = = ,

93



) Hallar un punto B de la recta r de forma que el vector 1@ sea paralelo al plano 7w : z+22z =0

b) Hallar un vector (a, b, ¢) perpendicular a (1,0,—1) y (2,1,0).
Solucién:
—(2,1,2) x=1+2X\
r'{ (_1 1) = r:< y=14+X
z=1+42\

a) o= (1,0,2) y BL+20M1+ A1 +20) — AB = (1+201+ A1+ 2)\) — (1,2,4) =

2\, 1+ A, —3 + 2))
AB|n=— AB Ll — AB -0 =0 = (2\, —1+ A, —3+20)- (1,0,2) = 2\ — 6 + 4\ =
6A—6=0=— \=1=— B(3,2,3)

Fi
b) (a,byc) = (1,0,—1) x (2,1,0)=| 1 0 —1 |=(1,-21)
2 1 0

2.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
r—2 y—3 z-4

1 -1 -3

Problema 2.7.5 Dado el punto P(2,1,1) y la recta r

) Hallar la recta paralela a r que pase por P.

b) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r

Solucion:

oo {BIESCoL M
P, =P(2,1,1) z=1-3)\
b)
w = P(1,—1,-3) r—2 y—1 z-1
78 BP=(21,1)—(2,34)=(0,-2,-3) = 7:| 1 -1 -3 |=0=
P(2,1,1) 0 -2 -3

m:=3x+3y—22+5=0

Problema 2.7.6 Se pide:
) Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,2,3) y es paralela a la recta

_ { r—y—2—1=0
r+y+2—3=0
) Calcular el punto simétrico del (1,2, 3) respecto del plano 7w : 3z +2y+24+4=0

Solucion:
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=2 —

Jrx—y—2—-1=0 _ 1 .{uT:(O,—l,l)

2) '{x+y+273:0 o g;i A= p(2,1,0)

= _ = z=1
s P(172,3)€S:>5:{u5_ur_(0’ 11) = s5:q y=2-2A
P, =P(1,2,3) PR

b) Seguimos el siguiente procedimiento:
= Calculamos una recta t L 7/P(1,2,3) €t

w—w=(3,2.1) Tl
t: y=2+42X\

P, = P(1,2,3) P

= Calculamos el punto P’ de corte de t y =
31430 +22420)+B+N)+4=0= A=-1= P'(-2,0,2)

= El punto P’ es el punto medio entre P y el simétrico P” buscado

P_|_P//
2

=P — P'=2P'—P=(-4,0,4)—(1,2,3) = (—=5,-2,1) = P"(-5,-2,1)

2.8. Cataluna

2.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.8.1 Se pide:

a) Calcular la ecuacion general de un plano 7 que pasa por el punto (8,8, 8) y tiene por vectores
directores @ = (1,2,-3) y ¥ = (—1,0,3).

b) Determinar el valor del pardmetro real a para que el punto (1, —5,a) pertenezca al plano 7
y calcule la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por ese punto y es perpendicular al
plano .

Solucion:

a)

3) r—8 y—8 z-—38

1,0,3) = 7: 1 2 -3 |=0=
,8) 10 3

m:3rxr4+2—32=0

b) (1,-5,a) em = 3+0+a—-32=0= a=29

o r=1+3\
EE e[ e
S\ z=29+ )\
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Problema 2.8.2 Un avién se desplaza desde un punto A(0, 3,1) hacia una plataforma plana de
ecuacion 7 : x — 2y + z = 1 siguiendo una recta r paralela al vector v = (1,-1,0)

a) Calcular las coordenadas del punto de contacto B del avién con el plano y la distancia
recorrida.

b) Calcule la ecuacién general del plano perpendicular a la plataforma y que contiene la recta
r seguida por el avién desde el punto A.

Solucion:

_>777 r=A

fur =7 =(1,-1,0) ) Ca

a)r'{PT:A(O,S,l) = 7r: Z;i) A AeR
Calculamos el punto de corte de r con 7

MN=-2B-N+1=1= A=2= B(2,1,1)

d(A, B) = ’,ﬁ‘ —1(2,1,1) = (0,3,1)] = |(2,-2,0)| = VB =243 u

b)
= (1,-2,1) r y—3 z-—1
o w=0,-1,00) = 7:|1 =2 1 |[=0=
P.(0,3,1 1 -1 0
mirx+y+z2—4=0
x—3 .

Problema 2.8.3 Sean las rectas r y s, expresadas por 5 = y=2z-—1y (u,—p, p), respecti-
vamente.

a) Determinar la posicién relativa de las rectas.

b) Calcular la distancia entre las rectas r y s.

Solucion:
(@-@L T
a) r = r y=A
P,(3,0.1) P
T=H =
w=(1,-1,1) =
s y=—u :>s:{P( E)O) ) y PP, = (3,0,1)
Z:/,L S b}
3 0 1
[PSPT,QTT),U_)S]: 2 1 1 |=3#0= ry ssecruzan. (}})
1 -1 1
- - >
i 7k
b) luy xufl =] 2 1 1][=[2-13)]=V14
1 -1 1
P
d( )_H-Pspryumus] _ 3 _3\/14
N I BV VIR VI



2.9. Comunidad valenciana

2.9.1. Modelo de 2020
Problema 2.9.1 Se da el plano 7 : 2z + y + 2z = 8 y el punto P(10,0,10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia del punto P al plano .
b) El area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A, By C, obtenidos al hallar la interseccién
del plano 7 con los ejes de coordenadas.
¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C.
Solucién:
[20 4+ 0+ 20 — 8\ 32
U
Vi+1+4 3

b) Puntos de corte de 7 : 2z + y + 2z = 8 con los ejes coordenados:
Con OX hacemos y =0y 2=0=— 22 =8 = x =4 = A(4,0,0)
Con OY hacemos =0y 2 =0= y =8 = B(0,8,0)
Con OZ hacemos x =0ey=0=—= 2z =8 = 2z =4 = ((0,0,4)

a) d(P,m) =

¢) Calculamos los vectores:
AP = (10,0,10) — (4,0,0) = (6,0,10), BP = (10,0,10) — (0,8,0) = (10, -8,10) y CP =
(107 Oa 10) - (07 0a4) = (105 076)

6 0 10
1 12 2 .
Vi g |[AB.BP.F]| — g1 0 s 10| =P 20w
10 0 6
. T—o Y z
Problema 2.9.2 Se dan en el espacio la recta r : T = —1° B el plano 7 : x + 2y 4+ 3z = 6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicién relativa de la recta r y el plano 7 en funcién de los pardmetros reales a y 3.
b) La distancia entre la recta r y el plano 7 cuando a =6y 5 = 3.

¢) La ecuacién del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plano .

Solucién:
N r=a—A\
a) r: { ur = (1,4, ) = r:{ y=—4\  Sustituimos en 7
P(0.0,0) o

(0= M) +2(—4X) + 3(B)) =6 => —9A+3BA=6—a = (—9+38)A=6—a
s Sia=6yf=3—0=0=rCnw
= Sia#6yp=3=—= O=6—a7éO:>r||7r

s Sia#6yf#3=— A= = r y 7 se cortan.

9+36

b) Por el apartado anteriorsia =6y §=3=— 0=0=— r Cnw y d(r,m) =0

c¢) Si el plano 7’ no corta al plano 7 <= «' | # = 7' : v+ 2y + 32+ m = 0 como
Oen = 0404+0+m=0=7":2+2y+32=0
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2.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

—1 1
xT = % = il y los puntos P(1,0,0) y Q(2,1, ).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

Problema 2.9.3 Sea la recta r :

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py () sea paralela a r.
b) La ecuacién del plano que contiene a P y @) y es paralelo a r, cuando « = 1.

¢) La distancia del punto @ al plano que pasa por P y es perpendicular a r, cuando o = 1.

Solucion:
— =14+ X r=1+A
= (1,1,-1) —PO=(1,1,)
T:{ - - r: y=—14+ X\ ys:{ > == r: y=A
P.(1,-1,0) L~ P,(1,0,0) o
a) up =ku, = (1,1,-1) =k(1,1,0) = k=1y a= —1.
PO = (1,1,1) r—1 y 2
b) 7 m— =(1,1,-1) = m: 1 1 1 |=0=m:2—y—1=0
P(L0,0) 11 -1

Q) up =ur=(1,1,-1)= 7' :x+y—z+m=0.
ComoPen' = 1404+0+m=0=m=-1=r7:z2+y—2—-1=0

C2+1-1-1 1 V3

Vi+i+1 3 3

Problema 2.9.4 Se dan el plano 7 : 2z +y — 2z — 5 =0 y los puntos A(1,2,-1), B(2,1,0)
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

(@, ")

a) La ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a .

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a 7w y pasa por A.
Encuentra dos planos cuya interseccion sea la recta r.

¢) La distancia entre el punto B y la recta r.

Solucioén:
AB = (1,-1,1) r—1 y—2 241
a) ™ ur=(2,1,-1) =7: 1 -1 1 =0=m:y+2-1=0
A(1,2, 1) 2 1 -1
e AN x=1+2\
—ar=(2,1,-1)
I P
P = A(1,2,-1) RN
C) B—R’>:(172771)7(23170):( 151771)
7 F
? J
BE x| =1 -1 1 1 |1=10,-3,-3)| = 3V3
2 1 -1
d(B,r) = = =v3u
BN="= =%



2.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.9.5 Se dan los planos 7 : x +y =1y n’ :x —y+ 2= 1y el punto P(1,—1,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los planos
/
my .

b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos 7 y 7.

¢) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida
como interseccion de los planos m y 7.

Solucion:

T 7
a) Tenemos uy = (1,1,0) y iy = (1,-1,1) = w4 =g Xtm =| 1 1 0|=(1,-1,-2)
1 -1 1
P T_ ’ _’ E y:—l—)\
P, =P(1,—-1,0) o
1-14+0-1 1 2
b)d(P,w)zgz—ziu
VIF1+0 2 2
1+140-1] 1 3
dpay < L0011 V3
VIF1+1 3 3
rz=1-X\ —
Jrzty=1 _ B _{us:(—1,1,2):—(1,—1,—2)
C)S'{x—y+z:1 = 4 ZZ/;QA — %11 P.(1,0,0)

Seguimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos un plano " L s/P € n'":
7 ir—y-224m=0= 14+1-0+m=0=—= m=-2=—= 71" :10—-y—-22-2=0

= Calculamos el punto de corte de s con 7”':

1 1 1 2 7 1 1)

= Calculamos la recta ¢ que pasa por Ay P:

W = AP =(1,-1,0) (Z . —1> = <—1 2 1) = 1(—1,—5,2)

‘- 6° 6 3 6° 63 6 —
P, = P(1,-1,0)
r=1-AX
t:¢ y=—-1->5A
z =2\
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=1
Problema 2.9.6 Se dan las rectas r : y=24+X , AR, s: zTH =4 = # y el plano
z =2\
m:3x+ay—2z2+1=0.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Si hay algun valor del pardmetro a para el cual la recta r esta contenida en el plano .

b) La distancia entre las rectas r y s.

c) El coseno del dngulo que forman la recta r y la recta ¢ : { zx_;y:zo .
Solucién:
Tenemos:

) ur = (0,1,2) = (2,-1,1) z=—1+2\
r Yy=2+A =r P.(1,2,0) s Pu(—1,0,-2) — s:4{ y=-X\
2= o o Z2=-2+\

a) Sustituimos r en :
3xtay—z+1=0= 3(1)+a(2+N) -2\ +1=0= 2a+ar—22+4=0=

Ma—2)4+(2a+4)=0

Para que la recta esté contenida en el plano tendria que ocurrir 0 = 0, lo cual no se da nunca.
2044
eR= 1la

Si tomamos a = 2 quedarfa 6 =0! por loquer || rysia#2= A= —

recta r cortaria al plano 7. La ningin valor de a la recta estaria contenida en el plano 7.

b) Tomamos P, P, = (1,2,0) — (—1,0,—2) = (2,2,2)

2 2 2
—
[PSPT,zTT),us]: 0 1 2 |=10#0= ry s secruzan. (}})
2 -1 1
- - =
i 7k
2 -1 1
>
d )_‘Pspmur,us} 10 10v/29
DY @ xw  Vee o 29 ¢

[ 2z—y=0 .{xz)\y:%\ .{ﬂ:(1,2,2)
c)t.{ = t: = t: P(0,0, —-2)

w-ul o (0,1,2)-(1,2,2) 6 25

cosa = = = =
[ar| [ui] V5v9 3v6 5
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2.10. Extremadura

2.10.1. Modelo de 2020

r+2y="7 S.x_l_g_,ﬂ—l
y+2:=4 V%" 37 2

Problema 2.10.1 Sean las rectas r : {

a) Estudie la posicién relativa de las dos rectas.

b) Calcule la distancia del punto P(16,0,0) a la recta r.

Solucioén:
x=—-144\ — —
. I+2y:7 . A _ {UT:(477271) ,{u$:(17372)
sl = VAT T RCLa0) YL R )
r=1+A
S y =3\ =
z=—142A
2 —4 -1 T
a) PP, = (2,-4,-1), [P P up,u)] = |4 -2 1|=0=y ‘ . 3 ’ =144 0=
1 3 2
P, P e
Rango e =2y Rango( 777; ) =2= ry s se cortan.
173) s
=
b) PP, = (—1,4,0) — (16,0,0) = (—17,4,0)
- = >
N i 7k
PR x@|=|| <17 4 0 ||=1(417,18) = 62,
4 -2 1
H %
(PPr Xur| /629 /13209
d(B,r) = = = u

] var o 21

Problema 2.10.2 Dados los vectores @ = (1,3,-1), v = (2,0,1) y W= (2,—1,0)
a) ¢{Los tres vectores forman una base de R3?
b) Halla el drea del tridngulo formado por los vectores v y v .

c¢) Halla el vector perpendicular a los vectores U y W de médulo 1.
Solucién:

a) Hay que comprobar si son linealmente independientes:

1 3 -1
2 0 1|=9#£0= 7, o y @ son linealmente independientes —>
2 -1 0

Los tres vectores forman una base de R3.

- -
1 L 1 3/6
b) Si= L[ x T =21 1 3 1 |l=tp—1,-2) =20
2 212 0 1 2 2
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T %
o T=uxw=| 1 3 1|=-0127= [7]|=3/6
2 1 0
770’2»7)( 12 7 )(ﬁ 26 7\/5>
‘7‘ 3v6 3v6" 3v6 36 18’ 18 18
%

2.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.10.3 Sean el plano 7 de ecuacién 2z +y — z — 2 = 0 y la recta r dada por g =
y—2 z-—1
-3 3

a) Estudie la posicidn relativa de la recta respecto del plano.

b) Calcule la distancia de la recta al plano.

Solucién:
— . r=A
a) T { ur =3(1, -1,1) = r:{ y=2—X Sustituyendo en el plano 7 2(\) + (2 — \) —
PT(O72’1) Z_].—’_A

(14X —2=0=i-1=0= r || = (paralelos)

0+2-1-2 1 6
b) d(r,m) =d(Ppr) = ——— = —= = ——u
) d(r,m) = d(Brm) 4+1+1 V6 6

Problema 2.10.4 Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son

A(1,3,-2), B(4,3,1) y C(1,0,1), como podemos observar en la si- ¢
guiente representacion:

a) Calcule el cuarto vértice D.

b) Calcule el 4rea del paralelogramo.

Solucion:

a) D= A+ AD = A+ BC = (1,3,-2) + [(1,0,1) — (4,3,1)] = (1,3,-2) + (~3,-3,0) =
(_2707_2)

~ i/

7
0 | =19(1, -1, —1)| = 9v/3 u?
-3

wWw W
o w =

b) SZ’@XE’=|‘

2.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.10.5 Sean los vectores @ = (4,3, ), v = (,1,0) y W= (2a, 1, ) (con « € R)
a) Determine los valores de « para que 0 , o y W sean linealmente independientes.

b) Para el valor a = 1 exprese W como combinacion lineal de y .
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Solucion:

4 3 «
a)| a1 0|=0= —4a’+4a=0= a=0ya=1
20 1 «o

W,V y W son linealmente independientes Ya € R — {0,1}.

b) Sia=1= ¥ =(4,3,1), 7 =(1,1,0) y & = (2,1,1)
2=4a+b 1
W=ad +b7 = (2,1,1) =a(4,3,1) +b(1,1,0) = { 1=3a+b — { Z; =

l=a =2
W=uU—-27

Problema 2.10.6 Dados el plano 7; determinado por los puntos (0,1,1), (2,0,2) y (1,2,6) y el
plano 7y dado por la ecuaciéon x — y + z = 3. Calcule una recta paralela a los dos planos y que no
este contenida en ninguno de ellos.

Solucién:

Tenemos A(0,1,1), B(2,0,2) y C(1,2,6)

AB = (2,-1,1) v oy—1 2-1
m e E:(LL@ = m:| 2 -1 1 =0= m:224+3y—2—-2=0
A(0,1,1) 1 o
El vector director de la rect_a> que buscamos sera:
i J k
qﬁzu—ﬂfx@: 2 3 —-1|=(2,-3,-5)
1 -1 1

Con la direccién de este vector habra infinitas rectas que no estén contenidas en los planos m; y
9. Tomamos un punto que no esté contenido en ninguno de ellos, por ejemplo O(0,0,0)

u; = (2,-3,-5)
r:{ B = 7r:q y=-3X\
P’F _O<0a070) 2z = —5\

2.11. Galicia

2.11.1. Modelo de 2020

Problema 2.11.1 Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicién relativa de los planos 1 : ma —y+2 =0y 72 : 22 + 3y = 0 en funcién
del pardmetro m.

b) Obtén la ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A(0, 0,0), B(1,0,1) y C(0,1,0).

Solucion:
-1 -2

m
a) M CON Mg — — = — — M = —.
) 2 3 3

Sim = 3 —> m y w2 son paralelos. En caso contrario se cortan.
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ﬁ:(l,o,l) T Yy z
b) 7’ : ﬁ:(O,l,O) = 7:|1 0 1|=0=n:2—2=0
A(0,0,0) 0 10

Problema 2.11.2 Se pide:

a) Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1,—3,0) y es perpendicular
r—y+2z=1

alarecta{y_zzo

b) Calcula la distancia del punto Q(1,1,1) al plano 7 : —z +y + 2z +4 = 0 y el punto simétrico
de Q respecto de .

Solucion:
) .{:z:nyer:l o xfi” A ,{172:(—1,1,1)
a) r: 2= 0 T Z;)\ r P.(1,0,0)

u—,i:LTr):(fl,l,l):> m:—x+y+z+m=0como Per—=— —-1-34+0+m=0—=
m=4=rn:—x+y+2+4=0

e e BIC I
- v ==

Para calcular el punto simétrico seguimos el siguiente procedimiento:

u—>t:u—ﬂ'>:(717171)

b) d(Q, )

» Calculamos una recta t L 7/Q € t = ¢ {

Pt:Q(lal,l)
r=1-—M\
t:¢ y=1+AX
z=14+ A

= Calculamos el punto de corte de ¢ con 7:

—(1—/\)+(1+)\)+(1+>\)+4:O:>a:—g:> Q’<§7_§’_§)

2.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 2.11.3 Se pide:

a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano que pasa por los puntos A(3,0,—1),
B(4,1,1) y C(7,1,5) .

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular al plano 7 : 4o+ 2y —
32 — 15 =0y que pasa por el punto P(—1,—2,2)

Solucién:
AB = (1,1,2) z—3 y z+1
a) : 1@:(4,176) == T 1 1 2 =0=7m:dx+2y—32—-15=0



T =—1+4\
= r:{ y=-2+2\
z=2-—3\

Problema 2.11.4 Estudie la posicién relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones
z—3 Y z+1 r y+3 z+2

T 5 1= 3 ys: 1 - 3 Si se cortan, calcule el punto de corte.
Solucién:
T P.(3,0, 1) = 7 y=-—A , 8¢ P,(0,—3,—2) = s y=-—-3+4u
T z=-1-2\ s z2=-2+43u
—
y PP, = (3,0,—1) — (0,—3,-2) = (3,3,1)
N 3 3 1 3 3 P.P.
PSPT,J,?,U;] =12 -1 -2 :Oy’ 5 1 ‘:—9750:>Rang0 w = 2 (las dos
1 4 3 u
rectas estédn en el mismo plano) .
Como ? _le :93&0:>Rango< ;LLLT) ) =2 = ry s se cortan.
3+22 =4 A= 1
Calculamos el punto de corte: { —A=—3+4pu = { I B . = P(1,1,1)

—1-2\=-2+3u

2.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

%
Problema 2.11.5 Sean r la recta de vector director d, = (1,0,3) que pasa por P(1,0,0) y
m: —2x+y+ 2z = 0. Se pide la posicion relativa de r y w. En caso de que se corten, hallar el punto
de corte.

Solucién:
= (1,0,3) s =g
ro: { PR = r:{ y=0 . Sustituimos en 7 y tenemos: —2(1 + A) + 0+ 3\ =
P.(1,0,0) =

0= A\=2= ry m se cortan.
El punto de corte serd A(3,0,6).

Problema 2.11.6 Se pide:

a) Calcule k sabiendo que los vectores U = (2,0,0), v = (0,k,1) y W = (2,2,2) son coplana-
rios.

b) Obtenga la ecuacién implicita del plano © que pasa por P(1,0,0) y contiene ar : z — 1 =

Yy _z+1
-4 3
Solucion:
2.0 0
a) [0, 7, W] =0 k 1|=0=22k-2)=0= k=1
2 2 2
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y PP, =(1,0,-1) —(1,0,0) = (0,0, —1)

P.(1,0,-1)
PP, = (0,0, -1) c—1 y =z

T u_>,,:(1,—4,) == T 0 0 -1 |=0=7m:d24+y—4=0
P(1,0,0) 1 -4 3

2.12. Islas Baleares

2.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 2.12.1 Considera el punto P(2,—1,1) y la recta definida por

{ 2r —3y+42—-1=0
"lz4+2y—32—-2=0

a) Calcula la expresion de la ecuacién continua de la recta.

Calcula el punto, @, de interseccién del plano 7 con la recta r.

)
b) Calcula la ecuacién del plano, 7, perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
¢)

)

d) De todas las rectas que pasan por el punto P(2,—1,1), calcula aquella que corta perpendi-
cularmente a la recta r.

Solucién:
=\ —
20 —3y+42—-1=0 u,. = (1,10,7)
a)r:{ ol o y=—-11+10A = r: { A
r+2y—32—-2=0 {z——8+7)\ P.(0,—11,-8)
r_g y+11 z+8
1 10 7

b) Uy =up = (1,10,7) = 72+ 10y+7z+m=0,como Per = 2—10+7+m =0 =
m=1=—= m:24+10y+724+1=0

¢) Sustituyendo r en m:

11 11 3
: 10(—=11+1 1=0~ = — — ——
7 () +10(-11+100) £ 7(-8+7X) +1=0 = A= 10 Q(lo,o, 10)

d) La recta s estd contenida en 7 y pasa por @ luego

: '@ ié’o )_(27_131) :( 190a1 ): —%0(9,—10, ].3) —
P P(2,-1,1)
T =249\
s:¢ y=—-1—10X
z=1+13\

Problema 2.12.2 Dadas la recta r y el plano :
z—1 y+1 z+2
T = =
2 3 -1’

se pregunta si existe algin valor del pardmetro m para el que

m:3r—my+z=1
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a) el plano y la recta son paralelos.
b) o bien, el plano contiene la recta.
¢) o bien, el plano y la recta se cortan exactamente en un punto.

En cada caso, si existe, calcilalo.

Solucion:
T e P

Sustituimos 7 en :
314+2\) —m(=14+3\) +(—2-N)=1= 3m -5 =m

5 5
a) Sim = g :>i0 = g!:> Ty T son paralelOS. (T H 71')

b) Am € R/0=0, YA € R = r no estd contenida en 7 para ningin valor de m.

. ) m
© SlmER_{§}:> Ay
2m 3m m 5(m —1) 5 10— Tm
A1 1 2o )=a( , , )
+3m—5 +3m—5 3m —5 3m—5 "3m—5 3m—5

2.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.12.3 Dadas las rectas

) 15z + 12y — 142 = 17 .{9x+5y72225
(I)'{8w7y75z:23 (1) : 24x — 2y — 132 = 67

a) Calcula un punto posicional y un vector director de cada una.
b) Calcula la ecuacién vectorial de cada una.

¢) Calcula el rango de la matriz formada por los dos vectores directores y el vector diferencia,
o vector resto, de los puntos posicionales obtenidos.

d) Del anterior rango, deduce la posicién relativa de ambas rectas.

Solucién:
a)
r=1142A —
152 + 12y — 14z = —17 ;= (2,1,3)
(I):{ Bl = (I):< y=2A ﬁ([):{ 7
8z —y— 5z =23 P Py(11,0,13)
T=A —
[ 92+4+5y—22=5 . _ ,{UII:(17_172)
(1) : { Uz — 2y —132 =67 (1) : Z:_;JFQA — UD): Prr(0,-1,-5)

b) (I): (z,y,2) = (11,0,13) + A(2,1,3)
(II): (z,y,2) = (0,—1,-5) + A(1,—1,2)
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¢) PrrFy = (11,0,13) — (0,1, -5) = (11,1,18)

11 1 18 11 PrrPr
2 1 3|=0y =9 # 0 = Rango ] = 2 (las dos rectas estan
2 1 —
1 -1 2 urr

en el mismo plano)

151

d) Como

:—37&0$Rango( ):2:> ry s se cortan.

2 1
1 -1

S
~

I

Problema 2.12.4 Dados los planos
(I):3z—ay+2z—(a—1)=0;, (II):2x—-5y+32z—1=0; ([II):x+3y—(a—1)z=0
a) Demuestra que, para cualquier valor del pardmetro a, los tres planos no son paralelos.
b) Estudia su posicién relativa, segtin los diferentes valores del pardmetro a.
Solucién:

a) (I) con (IT) = 2 = =% # 2 — (I) y (II) no son paralelos.
(I) con (IIT) = 3 = = = %—H por la primera igualdad seria ¢ = —9 pero en ese caso no
se cumple la segunda igualdad, luego (I) y (II1I) no son paralelos.
(1) con (I1I) = 2 # =2 = (II) y (III) no son paralelos.

En conclusién, los tres planos no pueden ser paralelos entre si.

b) Construimos el sistema de ecuaciones asociado

3z —ay+2z=a—1 - 3 —a 2 (a—1)
2z —by+3z=1 = A= 2 =5 3 1 ==
r+3y—(a—1)z=0 1 3 —(a—-1) 0

a=2

|A| = —2a% 4 14a — 20 = 0 = {
a=2>5

» Sia € R—{2,5} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n® de incdégnitas y el
sistema es compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.

3 -2 2|1 F 3 =2 2 1
" Sia=2 A= 2 -5 311 3F, —2F) | = 0 11 —-5|-1 =
1 3 —1]0 3R — F 0 11 —5|-1
Fy 3 =2 2 1
F = 0 11 —-5|-1 — sistema compatible indeterminado y los
F;— F, 0 0 0 0
tres planos se cortan dos a dos. Los tres planos se cortan en una recta como un libro.
3 -5 214 Fy 3 -5 2 4
" Sia=5 A= 2 =5 3|1 = | 3, —-2F, | = 0 5 =5 5 =
1 3 —410 3F; — Fy 0 14 —-14| -4
Fy 3 -5 2 4
Fy = 0 5 =5 ) —> sistema incompatible, los tres planos
5F3 — 14F, 0 0 0] —90
no tienen puntos comunes y se cortan dos a dos formando en su interior un prisma

triangular.
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2.13. Islas Canarias

2.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

r+y—z=4 .{x:

Problema 2.13.1 Dadas las rectas siguientes 7 : { T2y =T y+5=0

a) Estudie la posicién relativa de r y s.

b) Halle la ecuacién del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto A(11,—2,5)

Solucion:
ly+5=0 A "L A(2,-5,00 ¥
—
PsPr:(770a3)_(27_570):(53573)
5 5 3
[PSPT,ET),u_)S]: -2 1 -1 |=15#9= ry ssecruzan. (r}fs)
0 0 1
b) Uy =y = (-2,1,-1) = 7: —20+y—24+4m=0como Pen=— —22—-2—-5+m=

0= m=29= 7m:-224+y+2+29=0

20 —y =95

Problema 2.13.2 Consideremos la recta r : {
3r — 4z =

1 y el plano 71 : z —y+ 32z = 12 que

determinan la recta r.

a) Calcule la ecuacién del plano 72 que contiene a la recta r y es perpendicular al plano

b) Sabiendo que la recta r corta el plano m; averigiie el punto de interseccién.

Solucién:
PG F
2% —y=5 =2 1 0|-(s3 r=lva
r: > —— T y:_3+8)\
3z —4z=-1 3 0 —4
z=143\
Pr(la_sal)
a)
Uy = (1,-1,3) x—1 y+3 z-1
Tl U= (4,83) = w:| 1 -1 3 |=0= 7m:92—-3y—42—-14=0
P.(1,-3,1) 4 8 3

b) (144X) — (=3 +8X) +3(1+3)\) =12= A=1= Q(5,5,4)
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2.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

T = —2A
Problema 2.13.3 Dadalarectar: ¢ y=24+ X |y dadoel plano 7:x — 3y + 5z =2
z=2+A

a) Cudl es la posicién relativa de la recta r y el plano 7?.

b) Calcular el plano 7’ que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.

Solucién:
T = -2\ —
a) r: y=24+A :>T:{Z}I;r(6(2_22)’1a1)
Z:2+)\ T b )

Sustituimos r en 7 => (—2X) —3(2+ A\) +5(2+ \) =2 =>4 = 2! = 7 y s son paralelas.

b)

(1,-3,5) x y—2 z2-—2
=(-2,1,1) = n':| 1 -3 5 =0=
0,2,2) 2 1

78z 4+ 1ly+52—-32=0

. S r+y=5
Problema 2.13.4 Consideremos el punto A(1,2,1) y la recta r : { Syt =14
a) Encuentre la ecuacién del plano 7 que contiene al punto A y es perpendicular a la recta r.

b) Consideremos P(1,4,2), un punto de la recta r. Y sea s la recta determinada por los puntos
Ay P. Calcule el dngulo que forman las rectas r y s.

Solucién:
r_{x—i—y:f) = r: ;i?_t :>r-{u_>rz(_1’1’_3)
y+z=14 Y — 14— 3¢ P.(5,0,14)
e . _ _
a) uy =u,. =(-1,1,-3) = n:—2x+y—3z2+m=0,como Aenmr = —-14+2-3+m=

0= m=2=nm:—24+y—324+2=0=m:z2—y+32—2=0

b) s { W= AP = (1,4,2) - (1,2,1) = (0,2,1)
\ P, =A(1,2,1)

cos o = |17>T178>‘ _ |(_1717_3)'(07271)| _ |0+2_3‘ _
|| [l V11vV5 V55
%5 =0,1348399724 = o = 82°15'2"
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2.14. La Rioja

2.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.14.1 Determinar en funcién del parametro real a, la posicién relativa de los siguientes
planos:

(a—lz+y—z=a

(e+1Dz+2a+1y+2z=—a

ar+ay+z=—a

Solucion:
- a—1 1 -1 a
A= a+1l 2a+1 1 | —a S
a a 1 | —a

a=1

|A|:2a2—2:0:>{
a=—1

» Sia€R—{£1} = |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.

01 -1 1 Jat 0 1 -1 1 P —F
» Sia=1:A= 2 3 1|-1 = | F,—2F; | = 0 1 -1 1 = F,
11 1] -1 3 11 1] -1 F3
00 0] O
01 -1 1 = sistema compatible indeterminado y los tres planos se cortan dos
11 1] -1

a dos. Los tres planos se cortan en una recta como un libro.

-2 1 —-1|-1 F -2 1 —-1|-1
» Sia=-1: 4= 0 -1 1| 1 |= F = 0 -1 1| 1 |=
-1 -1 1 1 2F3 — Fy 0 -3 3 3
Fy -2 1 —-1]-1
Fy = 0 -1 1 1 = sistema compatible indeterminado y los tres
F3; —3F, 0 o0 0 0

planos se cortan dos a dos. Los tres planos se cortan en una recta como un libro.
Problema 2.14.2 Dados los vectores @ = (1,2,3) y ¢ = (0,1,1)
a) Hallar un vector % de médulo uno, que sea perpendicular a 0 y 7.

b) Calcular el drea del paralelogramo determinado por U y .

Solucién:
T T F
_>
A)w=dxv=]1 2 3 |=(-1-11)
0 1 1
_>
S_w _(=L-L1) V3 V3 VB
*’7* V3 \U 37 373
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2.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.14.3 Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta

" { $+3y—4z+9—00 y es perpendicular al plano 7 : 2 +3y+2+1=0.

—r—2y+z2+1
Solucién:
x=21-5\ —
[ x+3y—42+9=0 . _ .{uT:(—E),B,l)
r'{—x—Qy—l—z—l—l:O == r: Z:/\10+3/\ = r: P.(21, 10, 0)
uy; = (1,3,1) r—21 y+10 =z
o 172_( 53,1 = 7 1 3 1|=0=7":y—-32+10=0
P.(21,-10,0) -5 3 1
Problema 2.14.4 Dados las rectas r y s:
.{:H—y—z:l g T3 _y+2 z-1
4z + 2y +22=10 1 2 3

y el plano 7 :  + y — z 4+ 6 = 0. Hallar la posicién relativa entre

a) las rectas r y s.

b) el plano 7 y la recta s.

Solucion:
r=4—2\ —
Jrt+y—2z=1 ) B .{uT:(72,3,1)
a) 7 {4x+2y+22—10 U sl 33N =T p(4,-3,0)
33——3+/\
{ _?(’1’_22’31) Y= —24 2
> A Z—1+3/\
PP, = (4,-3,0) 1) = (7,-1, 1)
7 -1 -1
[PgPr,f(Tr),lT;] = 3 1 |=49#0= ry ssecruzan (rfs)
1 2 3

b) Sustituimos sen m = (=3+A)+ (—2+2X\) - (14+3\)+6=0=—= 0=0= s C«. La

recta s estd contenida en el plano 7.

2.15. Madrid

2.15.1. Modelo de 2020
Problema 2.15.1 Se consideran los puntos A(3,1,2), B(0,3,4) y P(—1,1,0). Se pide:

a) Determinar las coordenadas de un punto @ sabiendo que los vectores E y I@ son lineal-
mente dependientes, tienen sentidos opuestos y tienen el mismo médulo.

b) Determinar las coordenadas del punto de interseccién de la recta r que contiene a Ay P,y
de la recta s que contiene a B y al punto C(2,—1, —2).
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¢) Calcular el coseno del dngulo formado por P—1>4 y ﬁ .

Solucién:
a) AB = (-3,2,2) y 1@ — _AB = (3,—2,—2). Tenemos 1@ =Q-P= Q= P—l—]TC)) =
(-1,1,0) + (3,-2,-2) = Q(2,-1,-2).

b) Tenemos:

=342\
" Po=A(3,1,2) A
r — Ty Z:2+)\
,{@:@:@,—4,—6):2(1,—27—3) sl yooo
Ps:B(0a374) 22473//6
A=—1
y=1=3-2p = {,_; = HOLLY

=24 A=4-3pu
¢) PA=(4,0,2) = ‘JD—,>4):2\/5,13_B>:(1,2,4)=> ‘ﬁlzx/ﬁyP_AP_B):HMS:lz

PA.-PB 12 6 2105
cosa = = = =
’ﬁ‘ ’p’é’ 2v/5v21 /105 35

a = 54°9'32"
42— 1 T=—-34 2\
Problema 2.15.2 Dadas las rectas r : { 4 __2 , S8 Yy=2-—2AX , se pide:
y - z2=1+X

a) Hallar la distancia del origen a la recta s.

b) Determinar la posicién relativa de r y s.

¢) Escribir la ecuacién del plano que contiene a la recta r y al vector perpendicular a r y a s.

d) Escribir la ecuacién de una recta perpendicular comin a r y a s.

Solucion:
.{x+2z:1 . xf;:? . ,{zﬁ:(ﬂ,—l,l)
\y+2=2 "y YT " P(1,2,0)
z=A
r=—-34+ 2\ ’lTs):(Q,—].,l)
S y=2-—A = s: Py(=3,2,1)
z=1+M\ s 7



T 7%
— ——
a) OP, = (=3,2,1) y [ut xOP,|=|| 2 -1 1 ||=|(-3,-5,1)]=+35
-3 2 1
- =
4(0.5) us x OPs| /35 210
73 = = =
| V6 6
—
b) PP, = (—4,0,1)
-4 0 1
{PTPS,tTZ,QTg]: -2 -1 1 |=4#0= ry ssecruzan r J s.
2 -1 1
- = =
7 Ji k
) ui=urxus=| -2 —1 1|=1(0,4,4)=4(0,1,1)
2 -1 1
w = (0,1,1) r—1 y—2 2z
-1

il up=(-2-1,1) = 1 :| 0 1 1|=0=
P,.(1,2,0) -2 An)
T 1

otro seria:
u%:((),l,l) r+3 y—2 z-1

o w=(2,-1,1) = m:| 0 1 1 |=0=m:z+y—24+2=0
Py(-3,2,1) 2 -1 1

t_{x—y—I—z—i—l:O
"lz+y—2+2=0

2.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.15.3 Dadas las rectas

poy =2 r=—-142X\
7‘:{31:72:71 VS y=—-4—-X
z=A
se pide:

a) Calcular la posicién relativa de las rectas r y s.
b) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P(2,—1,5).

c¢) Encontrar la ecuacién del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Solucién:
= 17;:(1’173) r=-14+2\ 17;:(2,_171)
a) y=-2+X =r P.(0,-2,1) 8 : y=—-4-X = s: Py(~1,—4,0)
Z =143\ el 2=\ AN
—
yPTPS:(_]-v 23 1)
-1 -2 -1
—
[PTPS,W,@]: 1 1 3|=-11#4#0=>r y s se cruzan
2 -1 1



b) 7 Lr= uy =u = (1,1,3) = z+y+32+A = 0como P(2,-1,5) € 7 => 2—1+154+\ =
0= A=-16=m:2+y+32—16=0.

u, = (1,1,3) r+1 y+4 2z
o) mlryscr = 7:{ u (—11) = 7| 1 1 3|=0=—

7' idx+5y—32+24=0

Problema 2.15.4 Dados los puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0,1) y el plano 7 de ecuacién x+2y—3z =
4, se pide:

a) Hallar la proyeccién de @ sobre .

b) Escribir la ecuacién del plano paralelo a m que pasa por el punto P.

¢) Escribir la ecuacién del plano perpendicular a 7 que contiene a los puntos Py Q.
Solucién:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:

= Calculamos una recta t L 7 tal que @ € t:

— r=—-1+X\
t: {;:é& ) — t:{ y=2A
- z=1-3\

= Calculamos el punto Q' proyeccién de @ sobre 7 en el punto de corte de ¢ con

4 ( 38 5
(—1+)\)+2(2)\)—3(1—3)\):4:>)\:§:>Q(—?,57—?>

b) Sin' || 7 = Uy = Uy => 7 : x4+2y—324+X = 0como P(—3,1,2) € 7/ => —3+2—6+\ =
0= A=T= 7 :2+2y—32+7=0

= (1,2,-3) x+3 y—1 2—-2
o) L= =" }%_(2,—17—1) = 7" 1 2 -3 |=0=
P(-3,1,2) 2 -1 -1

"ix+y+2z=0

2.15.3. Convocatoria Ordinaria junio de 2020 (coincidente)

Problema 2.15.5 Se consideran los puntos A(0, —4,2), B(3,-2,3) y C(—1,-3,3). Se pide:

a) Comprobar que el tridngulo de vértices A, B y C es rectangulo, identificando los catetos y
la hipotenusa.

b) Determinar una ecuacién del plano 7 que contiene a los tres puntos.
¢) Calcular el punto simétrico de A respecto de la recta que pasa por los puntos By C.

Solucion:
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)Seanxﬁ (3,2,1) y@ -1,1,1). Tenemosqueﬁm 72+2+1:0:>1@J_1@
luego los tres puntos determman un trlangulogcta@ﬂo cuyo dngulo recto se encuentra en
el vértice A. Los catetos seran los segmentos AB y AC' y la hipotenusa el segmento BC'.

AB = (3,2,1) ¢ oy+d 22
b) 7 : @:(_17171) = 7 3 2 1 =0=
A(0,—4,2) -1 1 1

mix—4y+52—-26=0

; ? =3+4A
= 4,-1,0) = —(4,1,0) v

S cQ U= (—4, o : =—-24A
c) Sear { (3,-2,3) =T g; ; +

Seguimos los siguientes pasos:
= Calculamos un plano 7’ L r/A € 7’ = U = up:

7 idr+y+Ad=0=0-4+ X =0= A=4= 17" :dx+y+4=0

= Calculamos el punto A’ de corte de r y «':

_ _u /(73 8 )

B+ +(2+ N +d=0= A= = A (-7 — 73
A-‘rAH_ / " _ o gt ( 5 48 ) //< 10 28 )
s S =A== A=A (5 3) (0,42 = A (T

r—2=0

Problema 2.15.6 Dadas la recta r : {
r+2y—z=

111
4 ylarectasquepasaporA(4 T 2>y

tiene direccién (—1,1,0), se pide:
a) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas.

b) Calcular la ecuacién de un plano que contiene a la recta r y a un vector perpendicular a r y
a s.

¢) Encontrar una perpendicular comin a r y a s.

Solucion:

{Eoaon "
PT(727O) P A
1

@:(_17170)

S : — s y*1+)\

) 111 4
PsiA( ,777) 4

4472
1
g ==
2
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1 -7 2
—_— 1
[PTPS,’LT;,’(T;]Z* 1 0 1|=-=2#0= r y s se cruzan
4
-1 1 0
- = 2
T 5k
b) SeautLurylﬁéﬂ:ﬁxzﬁ:uﬁ: 1 0 1]|=(-1,-1,1)
-1 1 0
w=(-1,-1,1) T oy—2 =z
74 ur=(1,0,1) = gr=|-1 -1 1|=0=
P,(0,2,0) 1 0 1

T:—2r+2y+2—-4=0=m:2-2y—2+4=0

c¢) La recta perpendicular a r y s la calculamos como interseccién de dos planos:

u = (-1,-1,1)
T 17:(1,0,1) = m=n:x—2y—z+4=0
P.(0,2,0)
u_t>:( 17 171)
= (~1,1,0) e—1/4 y—1/4 z—1/2
Ty - == Ty : -1 -1 1 =0
111 -1 1 0
Ps:A(fafaf)
474" 2
= m:2x4+2y+42-3=0
1
=——=A
T3
Jrx-2y—2+4+4=0 ] 11
{2x+2y+4z—3:0 =t yZF—A
z=2A
2.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
r—2 y z+1 .
Problema 2.15.7 Dados el punto P(3,3,0) y la rectar_il—I: 0 e pide:

a) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto P y a la recta r.

b) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

3
c¢) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectdngulo, tenga drea —

2 y
el angulo recto en A.
Solucién:
Tenemos 7 : @ = (~1,1,0)
nemos 7 : P.(2,0,—1)
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w = (—1,1,0) z—3 y—3 =z
a) m: ]ﬁ:(lg,,l) = 7m:| -1 1 0|l=0=m:2+y—42—-6=0
P(3,3,0) 1 3 1

b) Seguimos el siguiente procedimiento:
= Calculamos un plano 7/ L r/P € «’:
Up =t = (-1,1,0) = 7’ : —z +y+A=0

Per= -3+3+A=0= A\=0=7":—2+y=0

= Calculamos el punto P’ de corte de 7’ con r. Para ello pasa-
mos la ecuacién de la recta r a paramétricas y sustituimos

en el plano.
r=2-A

rig o y=2A = —-2-N)+2=0= A=1Y
z=-1

sustituyendo en r tenemos P’(1,1,—1)

= Ahora tenemos que P’ es el punto medio entre P y su

P P//
simétrico P"': % P — P —9p _p —

(2,2,-2) - (3,3,0) = P"(-1,-1,-2)

c¢) Como Ay B estdn en la recta r podemos poner de forma general A(2 — A\, A\, —1) y B(2 —
i, 1, —1) y el vector AB = (A —u)(1,-1,0).
Tenemos que el vector AP = (3,3,0) — (2 — A\, —1) =
(1+XA3-\1)
Como el angulo recto se encuentra en el vértice A tenemos que
AB L AP = (1,-1,0)- (14 A,3- A1) =0 => 1+A—3+ A=
0= A=1= A(1,1,—-1), el vector ﬁ =(2,2,1) y el vector
AB = (1 p)(1,-1,0).

El 4rea seria:

i
1 1 1
St:f‘Angﬁ‘:f\(l—,u) -1 1 0 ||=5[1-p@1-4))=1-puvI8=
2 2 2
2 2 1
3v/2 3
1—ul=—=—11—ul=1.
5 11— p 7 11— p

s l—p=1= p=0= B(2,0,—1)y A(1,1,-1).
s lop=-1= p=2= B(0,2,—1)y A(1,1,—1).

Problema 2.15.8 Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos A(1,0,—1),
B(2,1,0) y C(4,3,—-2). Se pide:

a) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC' y es per-
pendicular a los segmentos AC'y BC.

b) Hallar las coordenadas del vértice D y el drea del paralelogramo resultante.

c¢) Calcular el coseno del dangulo que forman los vectores /@ y ﬁ .
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Solucion:

53 3)
ml2.2 .2
2) (2’2’ 2

27 7 \,
Tenemos:ﬂ:/@xB?: 3 3 —1|=-4(1,-1,0)
2 2 =2 A ~Ip
5
=—+A
T 2+
777*):(17*130) 3
r (5 3 3) == y=-—2A
P, = 5797 o 2
2°2° 2
3
Zz=—=
2

Cosa_|ﬁ-ﬁ|_3+3—1_5\/ﬁ o = 48°31/38"
AB|[AD|  V19V3 5T

2.16. Murcia

2.16.1. Modelo de 2020

Problema 2.16.1 Los puntos A(3,0,0), B(0,3,0) y C(0,0,3) son tres de los vértices de un te-
traedro. El cuarto vértice D estd contenido en la recta r que pasa por el punto P(1,1,1) y es
perpendicular al plano 7 que contiene a los puntos A, By C.

a) Calcule la ecuacién del plano que contiene a los puntos A, By C.

b) Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular al
plano 7.

c¢) Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

Solucioén:
AB = (-3,3,0) 2-3 y 2

a) T:{ AC=(-3,03) =7:| -3 3 0|=0=7m:a+y+z-3=0
A(3,0,0) -3 0 3

R o R s
r 5 Ly Z:1+A
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&) DA+AT+AL+A) = AD = (—2+ A1+ A1+ A
L] 2N TN 14
V=-| -3 3 0 ||=227A =18 = [N =4 = \=44
6 6
-3 0 3
SiA=4= D(5,5,5).
SiA\=—4=— D(-3,-3,-3)

Problema 2.16.2 Considere las siguientes rectas:

z+1

r—>5 y—6 z+1 rz—1
T = = S
1 1 17 1

=l

a) Estudie la posicién relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el dngulo que forman
ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin a ambas

rectas.
Solucién:
— =5+ A —
Tenemos: 7 : {1;;(_ %1’_1’1)1) = r: ¢ y=6+A ys: {?j(— E)l’_l’l)_l) s
T z=—-1+X SV
r=14+A
y=A
z=-1-—\
a) PoP = (4,6,0)
. 4.6 0
[PSPT,E),u_)S]: 1 1 1 |=4#0= ry ssecruzan.
1 1 -1
b) Calculamos la recta ¢ como interseccién de dos planos:
Primero calculamos su vector director:
- = =
i J k
w=uxu,=|1 1 1 |=2(-1,1,0)
1 1 -1
w = (—1,1,0) r—5 y—6 z+1
: u=(1,1,1) =71:| -1 1 0 |=0=rm:24y—2:-13=0
P.(5,6,—1) 1 1 1
w = (—1,1,0) r—1 y z+1
o u=0,1,-1) =a:| -1 1 0 |=0=7:24+y+22+1=0
P,(1,0,-1) 11 -1

t'{x+y—22—13:0
r4+y+224+1=0

2.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 2.16.3 Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un
vértice del tridngulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.
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a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del tridngulo de vértices A(—1,2,3), B(3,—4,1)
y C(1,—4,5).

b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho
punto.

Solucion:

a) Calculamos las tres medianas:

A+ B
= Sea M; punto medio del segmento AB — M; = —; = (1,-1,2), la recta my :
s =1
{ CM{ = (1,-1,2) = (1,—4,5) = (0,3,-8) =3(0.L,—=1) _ ) =,
0(137475) z2=5—\
A+C
= Sea Ms punto medio del segmento AC = M, = —; = (0,—1,4), la recta mqy :
— r=3—
{BM@:@;&A%%&—&D:%—&&@:3FLLD I B
B(Sa_471) z:1—|—,u
B
= Sea M3 punto medio del segmento CB = M3 = C—; = (2,-4,3), la recta ms :
. =1
AN = (2,-4,3) = (~1,2,3) = (3,6,0) = 3(1,-2,0) _ . 522755
A(-1,2,3) S 3

b) Calculamos el punto de corte de dos de estas rectas, por ejemplo m; con meo:

I=3-p A=2
—4d+A=—4+p :>{ _9 = G(1,-2,3)
5-A=1+u H=

Sélo falta comprobar que este punto pertenece a mg:

l=-14+p= =2

—2=2-20= =2 = GeEmg

3=3
Como el punto G(1,—2,3) pertenece a las tres rectas, y no hay coincidencias, es el punto de
corte de las tres (se trata del baricentro)
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Problema 2.16.4 Considere la recta r y el plano m dados por las siguientes ecuaciones:

z+1 y—2 z-1
T = =

5 1 0 mix—2y—z=4
a) Estudie la posicién relativa de la recta y el plano.

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el dngulo que forman. En
caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.

¢) Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .

Solucién:
Tenemos: 7 : { ;T(il(Qéli())) = r:¢ y=2+A Y Uy = (1,-2,-1)
T z2=1

a) Sustituimos r en 1 = (—14+2)\) —2(2+ A\) — 1 =4 = (-6 = 4! = r y 7 son paralelos.
(r |l )
—1—4—-1-4] 10

b) d(r,7) =d(P.,m) = | NiEvesi \/65\3/6u

= (1,-2,—1) r+1 y—2 z-1
¢) < w=(2,1,0) — 7] 1 -2 -1 |=0=7":2—2y+52=0
P.(—1,2,1) 2 1 0

2.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.16.5 Considere los puntos P(5,6,1) y Q(=3,-2,5) , y larectar: § = nyl =zl

a) Determine el punto R de la recta r para el cual el drea del tridngulo PQR es 18y/2 unidades
cuadradas.
Observacién: hay dos puntos R que son solucién del apartado a); basta con encontrar uno
de ellos.

b) Calcule la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y @ y compruebe que dicha recta
corta perpendicularmente a la recta r.

Solucién:
— r=A
Tenemos: 7 : { ;7 (_ (11’71’1;1) = r:q y=1+A
T z=—1+44\

a) El punto R(A, 1+ A, 4+ 4)) es un punto de r. Calculamos los vectores ]@ =(-3,-2,5) —
(5,6,1) =(—8,-8,4) y ﬁ: MN1T4+XN—=14+4)) = (5,6,1)=(A=5,-5+ X, —2+4+4)\)

- - -

1 1 i j k 1
St:—‘P*C))xP—l}{‘z% A=5 —54+A —244X |[=5[36(A—1)(1,1,0)] =
2 21 8 .8 1 2

A—l=1= A=2=> R(2,3,7)
1

BA-1V2=18V2= N-1|=1= { N lm 1 A= 0— Ry(0.1.—1)
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— PO = —4(2,2,-1)
b) s:{ Us B = S5 =642
) s {PS:P(5,6,1) S T
z=1—p

Comprobamos que 7 y s se cortan calculando ese punto

A=5+2u P
1+A=6+2u :>{ _ ., = H(1,23)
—14+4A=1—p m=

Ahora comprobamos que son perpendiculares

uup=(1,1,4)-(2,2,-1)=242-4=0= u, Lu, = r Ls

Problema 2.16.6 Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:

‘ly—52=3 T 1T o

{5x+3y:19 z—1 y z-5

a) Estudie la posicién relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el dngulo que forman. En caso
de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta r y es paralelo a la

recta s.
Solucién:
r=2-3\ —
[ bzx+3y=19 _ B .{ur:(—3,5,1)
a)r.{yi5z:3 = 7 z;i+5/\ = r: P.(2,3,0)
= (- s
S{U CLLO L= y PPy = (2,3,0) — (1,0,5) = (1,3, =5)
P,(1,0,5)
z=29
1 3 =5
b) [PSPT,vﬁJTg]: -3 5 1 |=-14#0= ry ssecruzan. (r}fs)
-1 1 0
u = (-3,5,1) r—2 y—3 z
m:{ = (-1,1,0) =nx:| -3 5 1|=0=m7m:x+y—22-5=0
P’r’(7370 _]. ]_ 0

2.17. Navarra

2.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 2.17.1 Calcula la ecuacién continua de una recta r sabiendo que corta a la recta

T { Se+y—z-7=0 , es paralela al plano de ecuacion 7 : 2z —y + 3z — 6 = 0 y pasa por el
z+y—5=0
punto P(—1,3,1).

Solucién:
Seguimos el siguiente procedimiento:

123



» Calculamos un plano «’ || /P € 7'
722 —y+3z+m=0=—= 2-3+3+m=0=—= m=2=—=7":20—y+32+2=0

s Calculamos el punto de corte P’ de 7’ con r. Para ello pasamos r a su ecuacién paramétrica
y sustituimos en 7’

e
b i g k
:{Sx—f—y—z—?:O o lw=p3 1 =(1,-1,2)
y+2z—5=0 1 1 0
P.(0,5,-2)
r= A\
r:< y=5—2X\ = 2N = 5-AN)+3(-2+2)+2=0= A=1= P'(1,4,0)
z=—-242\
» La recta buscada s es la que pasa por Py P’
A x=—-1-2\
S : 'ljs}:P/P:(713371)7(17470):(72,7131) — g yzgf)\ =
P, =P(-1,3,1)

z=14+A

z+1 y—3 =z-1
s = =
-2 -1 1

Problema 2.17.2 Los puntos A(—1,2,1) y B(2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los
otros dos vértices sabiendo que estan en la recta de ecuacion

-1 1 —4

T y—4 z+41
T = =

Solucion:

El enunciado presenta dos posibles posiciones para los dos vértices. Pueden pertenecer a una
de las diagonales del cuadrado o bien ser consecutivos:

= Si Ay B son vértices consecutivos tendremos E I u lo que evidentemente no se cumple,
va que AB = (3,3,0) # k(—1,1,—4).

= Si Ay B son vértices de una de las diagonales si es posible que los otros vértices se encuentre
en la recta r.
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. { m:(_lala_4) r=-A \7’ 5
T Pr 4 -

- = r:< y=4+A y
(0,4,-1) S~ 14\ C B
2 r=—1+A\ 5
N - _
us = AB =3(1,1,0) _
: T = s: =24+
’ { P, = A(-1,2,1) R 4 4
z=1
. . A+ B
Estas dos rectas se tienen que cortar en el punto medio M entre Ay B = M = 5 =

17
M <§, ok 1)7 lo comprobamos.

Ll SIES ST
s
_|_
>
l
>
I
(SIS
!
<
m
=

% h—
TenemosqueMGr,MEsyRango(?T?)zRango( 1 1 0)22:> Ty § se cortan
en el punto M.
e 17 33 3 3v2
d(A, M :‘A ‘: <7,7,1>f “1,2,1)| = (7,7, ) = 2|1,1,0) = 2¥2
(A,1) (5:3:1) — 12| =|(5:5.0)| = 51100 = 2

3v/2

Un punto de r es P(—\,4 + X\, —1 — 4)) y buscamos dos de ellos que estdn a una distancia ru
del punto M:

1 1
d(M,P):‘m‘:‘(—)\,4+)\,—1—4)\)—(2,;1>’:’(—)\—2,4—;4—/\,—2—4)\)':

1\? (1 )2 ) 92N +1)2  3v2 920+ 1)2 18
\/<_A_2> g TA) A= a2 2 4
= 2A+1)?=1= 4\A+1)=0= A=0, \=-1

SiA=—-1= Py(1,3,3) = C(1,3,3)
SiA=0= P(0,4,—1) = D(0,4,—1)

Otra forma podria haber sido construyendo una esfera de centro M y radio r = # Los puntos
buscados estdn en la interseccién de la recta r con la esfera.

2.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 2.17.3 El plano 7 pasa por los puntos P;(2,0,5), P2(1,—2,2) y P3(3,—1,2). Una es-
fera con centro en C'(0,1,—3) toca al plano en un dnico punto. Calcula el radio de la esfera y el
punto de interseccion.

Sohﬂn:
PPy =(1,-2,2) — (2,0,5) = (—1, -2, -3) c—-2 y 2-5
T ]71}%:(3’_172)_(27075):(1)_1’_3) = 7 : -1 -2 -3 |=0= 7:
P1(2,0,5) -1 =3



r—2y+2—7=0
Sea r la recta perpendicular a m que pase por el centro C de la esfera

= _ = r=A
T { ur = e = (1,-2,1) = r:{ y=1-—2X\ . El punto de corte de esta recta con el plano
P, =C(0,1,-3) e

7 es el punto de tangencia de la esfera con el plano
A=21-20)4+(-3+N)-7=0= A=2= P(2,-3,-1)
El radio es la distancia de C a P o, lo que es lo mismo, la distancia de C' a 7

jo-2-3-7 12

dCm)="———— = = =2V6u
(C,m) VIt4+1 V6
Problema 2.17.4 Calcula la ecuacion continua de la recta ¢t sabiendo que corta perpendicular-
. o r+2y+2z—-1=0 Ca+2 _ oy _ 243
mente a las siguientes rectas: r : { r 432 T=0 ys:igE=1=5
Solucién:
%
. 77 %
[ x+2y+2z—-1=0 )our=| 1 2 1[|=2(3,-1,-1)
Tenemos.r.{x+3z_7:0 = r: 1 0 3 == r
Pr(47 _231)
r=4+ 3\
y=—2—-A
z=1-2AX
— r=—-242\
= ——
5 { U =210 _ oy y sea PP, = (4,-2,1) — (=2,0,-3) = (6,—2,4)
Ps(_2a07_3)
z=-3
6 -2 4
Analizamos su posicion relativa [PSPT,1TT>, 17;] =|3 -1 —1|=30#0= ry s secruzan.
2 1 0
- = 2
i J k
Calculamos el vector perpendicular a ry s = uf =, x ug = | 3 —1 —1 |=(1,-2,5)
2 1 0
Calculamos la recta ¢ como intersecciéon de dos planos:
w = (1,-2,5) r—4 y+2 z-1
il u=03,-1,-1) =m:| 1 -2 5 |=0=m :Te+16y+52—-1=0
P(4,-2,1) 3 -1 -1
T ub=(2,1,00 =m:| 1 -2 5 |=0=m:-a+2y+2+1=0
P,(—2,0,—3) 2 1 0
T=A —
Tx+16y+52—1=0 u; = (1,-2,5)
t:{ B = t: y=1-2X :>t:{ TN
—r+2y+2z+1=0 S — _315) P(0,1,-3)
‘. z y—1 =z+3
1 -2 5
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2.18. Pais Vasco

2.18.1. Modelo de 2020

Problema 2.18.1 Sean la recta
gi:251i22201 yelplanom:z—y+ Az =10

a) {Existe algtin valor de A para que el plano sea paralelo a r?

b) Encontrar el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,0, 0).

Solucion:

<.

%

%
k

4

1

oou;’\“‘l
N o

5-84+A=0= A=3

b) Ur = Uy = (5,8,1) = 7" : 5z + 8y + 2+ A = 0 como 0(0,0,0) € 7/ = 0+0+ 04\ =
0= A=0=17":50+8y+2=0

Problema 2.18.2 Se consideran los tres puntos A(0,0,1), B(1,1,1) y C(—1,—1,2). ;Estdn ali-
neados?

En caso afirmativo hallar la ecuacién de la recta que los contiene.

En caso negativo calcular el plano que los contiene.

%ucmn
A 1,1,0) -1,-1,1)

= kAC = (17 1,0) (=k,—k,k) = k =0y k = —1 lo cual es imposible y, por tanto no
estan alineados.

0 0 1
1 11 —Oy‘(l) 1'—1 éRango(ﬁ,ﬁ):Zﬁ Los puntos no estan alineados.
-1 -1 2
?:( ) x y z-—1
T ?:( 1) =7 11 0 =0=7m:x—y=0
A(0,0,1) -1 -1 1

2.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 2.18.3 Se pide:

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (—1,2,3) y es paralelo a los vectores

U =(-1,-2,-3)y & = (1,3,5)

b) Hallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y Az —y 4+ 5z = 8
sean perpendiculares.

Solucion:

v =(-1,-2,-3) t+1 y—2 2-3
7r w = (1,3,5) — 7:] -1 -2 3 |=0=71:-2+2y—2-2=0
A(—1,2,3) 1 3 5
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b) Uy Ly = Uy -ty = (=1,2,-1) - (4, -1,5) = —A—-2-5=0=—= A=—7

dr — 3y +4z=—1
3z —2y+z=-3
Hallar A para que r y 7 sean paralelos. Ademds, obtener el plano perpendicular a r y que pase
por el origen.

Problema 2.18.4 Sea 7 el plano 22 —y+ Az = 0. Sea r la recta dada por {

Solucion: = o ?
4z —3y+4z = —1 Jwm= 4 -3 4|=(581) . _
{3x—2y+z=—3 — 3 -2 1 — ¥ z;A%SA
. (=7,-9,0)

rllm= u Ly = u g =(581)-(2,-1,A)=10-8+A=0=—= A= -2
Un plano 7/ L r = Uy = 4, = (5,8,1) = 7’ : 5z 4 8y + z +m = 0 como 0(0,0,0) € 7/ —>

0+0+0+m=0= m=0= 7":52+8y+2=0

2.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

3x+y—2=2

Problema 2.18.5 Dada la recta r : { 2% +y+4z=1"

yelplano 7 : 3z+(a+1)(y+1)+az =1,

a) hallar a para que la recta y el plano sean paralelos,

b) determinar si el punto P(1,1,2) pertenece al plano hallado en a).

Solucién:
- - =
. A
B3z ty—z=2 JJour=| 3 1 —-1|=(5-141)
a)r.{2x+y+42:1 —_—= r: 5 1 A
P.(1,-1,0)
xr =145\
r:d y=—1—-14\ y7r:3z+ (a+1)y+az+a=0= u, = (3,a+1,a)
z=A
1
rllwur Ly =iy g =0= 15—14(a+1)+a=0= a= —

13

1 1 1
b) 7:3z+ (TS —|—1) y+T32+E =0= 7:39% + 14y + z+1 = 0. Comprobamos si el punto

Per— 39+14+24+1=56£0— P¢n

Problema 2.18.6 Hallar el punto @, simétrico de P(1,2,3) respecto al plano de ecuacién z +y +
z =0, explicando los pasos seguidos para su calculo.

Solucién:
Seguimos el siguiente procedimiento:

» Calculamos una recta r L 7/P € r = u; = u, = (1,1,1)

— r=1+A
i By =iy u=2e
T )~ Z:3+)\
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= Calculamos el punto M de corte de r con 7

A+N+2+N+B+N)=0= A= -2= M(-1,0,1)

= M es el punto medio entre Py )

P+Q
2
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Capitulo 3

Analisis

3.1.

Restimenes tedricos

Tabla de Derivadas

funcién derivada funcién derivada
y=~k y =0 y==x y =1
y = ax™ y = naz" ! y = au™ y = nau" "/
y=uzxwv y =u £ y=uv y = u'v+ ur
u’ u u'v — uv
y=3u Y =— y=- Yy=—s—
nyVur—1 v v
o o’
y=u y/:E y =logau y/:ulna
y=u" y' = u’ (v Inu) +vu’ "t/ y=a" y =da"lna
y=e¥ y =u'et Yy =sinu y =u cosu
Y = cosu y = —u'sinu y = tanu Yy =u'sec’u
Yy = cotu Yy = —u csc®u y=cscu |y = —u' cscucotu
7
U
=secu "= secutanu = arcsinu =
y y y V=
/ u, / U’
= arccosu = = arctanu =—
Y Y =T A2 Y Y Tirw?
Regla de la Cadena | y = f(g(z)) | y' = ¢'(=)f'(9(x))

Representacion grafica de funciones
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Hay que seguir los siguientes pasos:

1 Dominio

Buscar Puntos Singulares

2 Signo

fl@)>00 f(z) <0

3 Ptos. Corte

Corte con OX : f(z)=0
Corte con OY : =0

4 Simetria :

Par: f(—xz) = f(x) con OY

Impar : f(—z) = —f(x) con O

5 Asintotas :

Verticales : z = p
lim f(z) = o0
T—>p
Horizontales : y = p
Si 3y = p = No Oblicuas
Oblicuas : y =mz +n
lim 1@
z—00 I
n=tm_(f(z) - ma)

m =

6 Monotonia :

Creciente : f'(x) >0
Decreciente : f/'(z) <0 N\
Si f'(p) = 0 Punto Critico :
Miéximo si f”(p) <0
Minimo si f”(p) > 0
Pto. Inflexion si

f"(p)=0y f"(p)#0

Céncava : f"(x) >0U

Méximo : ™\ Convexa : f”(z) < 0N
Maéximos y de creciente a decreciente Si f”(p) = 0 Punto Critico :
. . 8 Curvatura : .
Minimos Minimo : N\ " Pto. Inflexién si
de decreciente a creciente de Céncava a Convexa
de Convexa a Céncava
9 Periodo : fla+T)=f(x)
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Tabla de Integrales Inmediatas

Tipo Simple Compuesta
ratl , fa+1
P ial -1 Cdr = a, —
otencial a # /x dx p— /f ,fdx T
; 1
Logaritmica / —dz = In|x| / f?dx =In|f]
x
Exponencial / et dr = e” el flde=ef
z i
Exponencial / a®dr = ~— / af - flde = @
Ina Ina
Seno cosxdr =sinx / f'cos fdr =sin f
Coseno / sinxdr = —cosx / f'-sin fdr = —cos f
Tangente / sec? dx = tanzx / f'-sec? fdx =tan f
/(1+tan2x)dx:tanx /f’-(1+tan2f)dﬂc:tanf
J('/
/ p—p dr =tanzx / cos? ] dxr = tan f
Cotangente / csc? dx = —cotx f'csc? fdx = —cot f

/(1—1—00‘52 )dxr = —cotx /f’-(1+cot2f)d:c:—cotf

7
/ dx = —cotx /fid = —cot f
sm T

sin“ f

Arco seno dxr = arcsinx dx = arcsin f

T
dxr = arcsin —
a

/ Ners / W
| = | =z
Arco coseno / m dx = arccos / \/7J02
= ==

dxr = arcsin =
a

dx = arccos f

dx = arccos =
a

Arco tangente / T2 5 dr = arctanx / 1 + e dx = arctan f
1
/ ——— dx = arctan ad / dx = arctan i
a? + a2 a a?+ f? a
. Mz + N ; M 75 0
Neperiano — Arcotangente w br e dr =In+arctanz az? + bx + ¢ irreducible

Definicion de Derivada

- flath)— f(z) . flath) — f(a)
A = / =
fl(z) = hhmo W f(a) hhmo W
Continuidad: Una funcién f es continua en un punto a si

lin f(z)= lim [(z) = /(o)

r—>

« Si lim f(z) #

lim f(z) = Discontinua no evitable. (La funcién pega un salto en ese
r—>a~ z—>at
punto)
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» Si lim f(z) = lim f(x)# f(a) = Discontinua evitable. (La funcién tiene un agujero
T—>a~ z—>at

en ese punto)

Derivabilidad
Una funcién f es derivable en un punto a si f'(a™) = f'(a™).

f'(a”)= lim w7 flat) = lim fla+h) — fla)

h—s 0~ h h—> 0+ h

Si f es una funcién derivable en un punto a, entonces f tiene que ser continua en a.
Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces f alcanza un mdximo y un
minimo en este intervalo.

Teorema de Darboux

Si f es una funcién continua en [a,b], entonces f toma en dicho intervalo todos los valores com-
prendidos entre el maximo y el minimo.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y no nulo [a,b] (¢ < b) y la funcién toma
valores de distinto signo en los extremos de este intervalo (Si signo de f(a) es positivo entonces
signo de f(b) es negativo o viceversa). Entonces la funcién pasa necesariamente por un punto que
corta al eje de abscisas, es decir, Jc € [a, ] tal que f(c) = 0.

Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Si ademds cumple que
f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema del Valor Medio de Lagrange

Sea f continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). entonces existe un punto

¢ € (a,b) tal que f'(c) = M.

Primer Teorema Fundamental del Calculo
Sea f una funcién integrable en el intervalo [a, b]. Definimos en este intervalo la funcién

F(z) = /m f(t)dt donde c € [a, ]

En estas condiciones, si f es continua en ¢ se cumple que F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).
Segundo Teorema Fundamental del Célculo (Regla de Barrow)

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b] y sea F' cualquier funcién primitiva de f, es decir
F'(z) = f(x), entonces:

b
/ f(2) = [F@)]’ = F(b) - F(a)

Teorema de integracién por partes
Sean f y g dos funciones reales derivables en el intervalo [a, b]. En estas condiciones se cumple

b b
/ F(@)g(@) de = [f@)g(@)]’ — / f(2)d (@) de

/ udv =uv — / vdu (sentado un dia vi un valiente soldado vestido de uniforme)
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Teorema del cambio de variable
Sea g una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b], y sea f una funcién real y continua en el
mismo intervalo. SI hacemos el cambio de variable ¢t = g(x) se cumple que

b g(b)
) (z)dz = d
/a Fg(@)d () / L

Limites cuando v — 400
Sean P(z) y Q(z) dos polinomios tales que Grado(P(z)) = n y Grado(Q(z)) = m. Sea A el
coeficiente del monomio de mayor grado de P(x) y sea B el coeficiente del monomio de mayor
grado de Q(x)

L= lim @
x—+o00 (x)

= lim P(z) = +oo el signo depende del signo del coeficiente de mayor grado de este polino-
Tr—>00
mio.

A
= Sin>m=— LzSignO(E) - 00

s Sin<m=— L=0
A

. Sin= =2
in=m=— 5

Si lim P(x)9® =[1°°] = ¢*, donde

r—>00

A= lim Q(z)(P(z) —1)

Tr—>r00

Regla de L’Hopital Sean f y g dos funciones reales y derivables, entonces si

0 + !
m L&) _ H 0 {#’O} — 1o LBy L@
e—p g(x) 0 +o0 z—p g(x) =—p g ()
Aproximaciones cuando z — 0
sinx &~ x tanx &~ x e =1+ log(1+2) ~x
p)
a*~1+zxlna | arcsinx =~ x cosa:ml—% arccosmg—:c
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3.2. Andalucia
3.2.1. Modelo de 2020

Problema 3.2.1 Considera la funcién f definida por

2 +3x+4

flx)= 5a g bara e #—1

a) Estudia y halla las asintotas de la gréfica de f.

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Solucién:

a) Asintotas:
@ Verticales: © = —1
, 2 4+3x+4
lim —mM8M =
r——1 2x + 2
) 22+ 3z +4 { 2
Im —m——— = | —
z——1- 2x+2 0
22 +3x+4 { 2
m — =|—
r—s—1+ 2z + 2 ot

@ Horizontales: No hay
, 224+ 3x+4
lm ——— =
T—500 2+ 2

@ Oblicuas: y = mz +n

— lim ¥ -
22 +3z+4 =z
= 1/ — = 1, ( — —) = 1

1
Luego la asintota oblicua es y = Phd +1

b) f'(x)zmzo:xz—liﬁ

(—OO,—l—\/E) (_1_\/57_14_\/5) (_1+\/§a OO)
@) + - +

fx) creciente decreciente “\ creciente N

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1 — v/2) U (—1 + v/2,00) y decreciente en el
intervalo (—1—+/2, —1)U (=1, —1++/2). La funcién presenta un minimo relativo en el punto

1—-2v2 14+ 2v2
—14+V2; T\f = (0,41;1,91) y un méximo relativo en el punto (—1 —V2; —’_2\f> =

(—2,41; —0,91)
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\ _—
__——
\ e +1

1 T
Problema 3.2.2 Sea la funcién f : (0, +00) — R definida por f(z) = 7 te Halla la primitiva

e’

de f cuya grafica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable ¢ = e%)

Solucion:

1 z = et = et 1+t
F(x):/ +e dx:{fi:e:dt evdx }:/t +

v = Ldt = do = Ldt -6
1+t _ A _ B _ —A{—1)+Bt
=t — ¢ T § P
1+t=—A(t—1)+ Bt L
t=0=1=A4 = i) dx =
t=1— 2=RB
et _ 1 2
t(1—t) — ¢t t—1

Injt| —2Injt — 1|+ C =1nle*| — 2In|e® — 1|+ C =z —In(e® — 1)+ C
F1)=1-2In(e-1)+C=1= C=2In(e—1) ~ 1,083

F(z) =2 —In(e® — 1)? +21In(e — 1)

Problema 3.2.3 Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = (z — a)e”.
a) Determina a sabiendo que la funcién tiene un punto critico en x = 0.
b) Para a = 1, calcula los puntos de inflexién de la grafica de f.
Solucién:
a) fl(r)=e"(z—a+1) como f(0)=0= —a+1=0= a=1

b) Sia=1= f(z)=(z—1)e* = fl(x)=2ze*= fl(z)=(x+1)e*=0= z=—-1

(—o0,-1) (—1,00)
f"(z) +

f(z) | convexa ~ | céncava —

La funcién cambia de curvatura en x = —1 y en ese punto la funcién tiene continuidad y, por
tanto, se trata de un punto de inflexién.
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Problema 3.2.4 Considera las funciones f : (—2,4+00) — R definida por f(z) = In(z 4 2) (In

1
denota la funcién logaritmo neperiano) y g : R — R definida por g(z) = 5(3: —3).

a) Esboza el recinto que determinan la gréfica de f, la gréfica de g, la recta © = 1 y la recta
x = 3. (No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos graficas)

b) Determina el drea del recinto anterior.
Solucidn:

a) Dando valores se obtiene:

3
2

52/13 (1n(x+2)—%(m—3)) dr = (x+2)1n(m+2)—x—+f =

4 2],
3125
In(==") —1~3,751 u?
n<27) ot

Inciso:

u=In(zx +2) = duzﬁdm
dv=dr—= v==x

/ln(x+2)d:v: }:xln(ﬂc+2)—/ T =

T+ 2

xln(aj—l—?)—/ (1—$i2) dr=zazIn(z+2)—z+2ln(z+2)=(x+2)In(z+2) -z

3.2.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.2.5 Considera la funcién f definida por

2 —2x—3
2 -1

flz) = para x # +1

a) Estudia y halla las asintotas de la gréfica de f.
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Solucion:

a) Asintotas:
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@ Verticales: = —1 No es asintota, es una discontinuidad evitable (un agujero)

; 2?2 —2x—3 2 , 20 — 2
lim — = || = =2
z—s—1 x4 —1

@ Horizontales: y =1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
2
b) f'(z) = CEnE # 0 = la funcién no tiene extremos y f'(z) > 0Ve € R — {*1} = f

creciente en todo el dominio de la funcién.

03/

— (30

Problema 3.2.6 Calcula a > 0 sabiendo que el area de la regién determinada por la grafica de la
funcién f(z) = xe3*, el eje de abscisas y la recta = a vale g

Solucién:
Calculamos los puntos de corte de f con el eje de abscisas, para ello hacemos f(z) = 0 = ze3* =

0 = x =0, luego los limites de integracién son los extremos del intervalo [0, a

Calculamos la primitiva de f(x):

d 32, | u=x= du=dx }7%‘33””71 30 5
F(:v)f/xe dx{dvze?””da:zv:ée?’x = e dr =

ze® T 33w — 1)

3 9 9
“ 3 (3z —1)1° 3a—1 1 1 3a—1
S:/ xe‘n””dx:i} = ¢3@ Ll = = e =0 =
0 9 0 9 9 9 9
1
3a—1:0:>a,:7
3
sinx

Problema 3.2.7 Sea la funcién f : [0,27] — R definida por f(z) = Syp——"
—cosw
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a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

b) Determina la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la grifica de f en el punto
T
de abscisa z = 3

Solucién:
il
, 2cosz —1 1 3
a)f(l‘)ZWZOz20081}—1:0:>cosx:§:> .
3
[0,7/3) (7/3,57/3) | (57/3,2n]
T+ - -

f(x) | creciente ' | decreciente \ | creciente

T T T 5T
La funcién es creciente en el intervalo [O, §> U (—, 2#} y decreciente en el intervalo (g, —) .

3 3
La funcién presenta un minimo relativo en el punto | —

375
1 punto T V3
e - —

P 33

y sin .
Los puntos de corte con el eje OX serfan: f(z) = 0 = Sy 0 = sinzx =0 =
—cosw

(0,0), (m,0) y (2m,0).

) y un maximo relativo en

Max(v/3,3/3) y=\3/3

x=n/3

(m0) (m0) x

(0,0) /

Min(5n/3;-V3/3)

Como se puede ver en la gréafica estos extremos son absolutos.

us 3
b) b= f (§> = % en este punto se ha visto que hay un méximo y, por tanto, la tangente es

3
horizontal y = g y la normal es vertical x = g

_ 322 4+ 4

Problema 3.2.8 Sea f la funcién dada por f(z) = @22 para x # 2.

a) Calcula/f(x) dx.

b) Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (3,5).
Solucién:
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3z +4 122 — 8
12z — 8 A B A(x—2)+ B
(x—2)2 2-2 (z-2)2  (x-—2)2
120 —8=A(x—2)+ B
r=0=— -8=-2A+1B
r=2=— 16=20B
B=16, A=12

12 16
3x+/ (x—2+(a:—2)2) dr =

_g)t 16
E=D7 o spitomle—2 - e
-1 T —2

32+ 12In|z — 2| + 16

F3)=9—-16+C=5= C =12

1
F(x):3x+121n|x—2|—762+12
-

3.2.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.2.9 Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = e*(2% —5x+6). Determina
los intervalos de concavidad y de convexidad de f y los puntos de inflexién de su grafica.

Solucién:
flz)=e®(@®>-3z2+1)= f'(z2)=e®(2®> —2-2)=0= 2=-1yz =2

(=00, —1) | (=1,2) (2,00)
f"(@) + - +
f(z) | céncava — | convexa —~ | céncava —

La funcién es céncava () en el intervalo (—oo, —1) U (2, 00) y convexa (—) en el intervalo (—1, 2).

La funcién presenta puntos de inflexién en | —1, — | y (2,0).
e

Problema 3.2.10 Calcula / xsin? z dz
0

Solucién:
Recordando un poco de trigonometria tenemos:

2 2, L7C0s22

2r) —sin’z =1—2sin’z = sin’z = 5

2 2

cos2z = cos” z —sin“z = (1 —sin

Sin2xd1:— ﬂdx_l(x_SiDQI)_Qx—siHQI
= 5 =3 5 _ :

= 02 | u=2r= du=dx . }_
F(m)—/xsm xdm_{dv:sifzdwévzw =
2

222 —zsin2z 1 . 222 —zsin2z x cos 2x
f—i/@x—sm?az)dx—f—z— 3 =
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x2 —xsin2x cos2x  2x2 — 2zsin2x — cos 2z

4 -8 8
T 272 -1 1 =
in2 d — — 0 = —_ = = —
/0 xzsin“xzdx = F(m) — F(0) 5 )

Problema 3.2.11 Sea la funcién derivable f : R — R, definida por
2ax—4b :
@) = { e siox<1
T l1l—zlnz si z>1"
(In denota la funcién logaritmo neperiano)

a) Determina los valores de a y b.

b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:

a) Si f es derivable tiene que ser continua y derivable:

@ f continua en z = 1:

lim f(.’E): lim eQaw—4b: 2a—4b
—1-

€
z—1—

i = I 1—xl =1
Jlim f(z) = lim (1-zlnz)
Luego e?* % =1 = 2a — 4b = 0.

@ f derivable en z = 1:
2a_e2am—4b i r<l
o) —
f(m)—{ —Inzx—1 si z>1"°
Tenemos f/(17) =2a- 24 y f/(11) = =1 = 2ae20~% = -1

1
0=
t{2a_4b:0 = 2ae’ = -1 = ——1:> 2
2ae20—4 — _q ae = @=75 1
b= -
4
b) Enz=2= f(z)=1—2lnz= f(2)=1-2In2y
fllz)=—Inz—1= m=f'(2)=—-1—1n2.
La ecuacién de la recta tangente es
y—(1—-2In2) = -(1+n2)(z—-2) = y=—-(1+mh2)xr+2+2n2+1-2In2 =

—1+In2)x+3= y=—-(1+1In2)x+3
Problema 3.2.12 Considera las funciones f,g : R — R definidas por f(z) = |z| y g(z) = 22 -2

a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que determinan.
b) Determina el drea del recinto anterior.

Solucién:
2) f(x):{—m siz<0 {—x:x2—2:>332+33—220 sio <0
r si x>0 r=2>-2= 224+2—-2=0 si z>0
{ (—2,2) si <0
(2,2) si >0
Dando valores a las dos funciones dibujamos el recinto
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b) Hay dos recintos

0 3 2 0
9 T T 10
= —r— Ndr = -2 -2 19 — =
S1 [2(x % +2)dz 3 2+x_2 3
10 20

Sy =51 por simetria = S = [S1] + |S2] = 3-2 =3 = 6,667 u?

3.3. Aragon
3.3.1. Modelo de 2020

76‘1

2
Problema 3.3.1 Determine la integral: /72 1
e T __

usando el cambio de variable t = e*

dx

Solucién:
9 _ o R 2t dt
/2”” e Sde) i :/tz 16
- do=tt = -
2t __ A4 B, C _ AB-DIBE-_HIO(E+t)
t+D)(t=1)t — ¢ t+1 T t—1 (t+1)(t—1)t
/ 9_ ¢ —t+2=At*-1)+Bt*—t)+ C(t* +t)
T Tt = t=0=2=-A=— A=-2 =
t+1)(t— 1)t
t+1t-1 t=1=1=2C= C=1/2

t=—-1= 3=2B= B=3/2

-2 3/2 1/2)_ 3 1 _
/(t T o) = gl S —1]+ O =

3 1 3 1
—21nem—|—§ln|e“”—|—l|—|—§ln|ez—1|—|—C:—2x+§ln\e$+l|—|—§ln|em—1\—&—0

In(1 2
Problema 3.3.2 Caleule el limite: lim o0+ 2)
x—s+00 1n(1 + 61)
Solucién:
) In(1 + 22) 00 ) 15_3;2 ) 2x(1 4 €*) , 2x + 2ze”
lim 7:[—}: lim — = lim ——= = lim 7:{
z—r+oo In(1 + e7) ool et gEn r—otece?(14122)  s—too e +a?e”

i 2e% + 2e* + 2xe”
= lim
z—+oo €% + 2e% + 2xe® + 2xe* + x2e®

24 2e” 4 2xe® [00}
fm =
z——+oo €% + 2xe® + x2et s
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e” (4 + 2x) i 442 [oo} , 2z 3 2
m ———= lim ———— = =
z—+oo e¥(3 4+ 4x + x2)  a—+o0 3+ 4z + 2?

00
Problema 3.3.3 Considere la funcién:
f(2) = In(1 + 2)
a) Determine los maximos y minimos relativos de la funcién f(z), si existen.
b) Determine los puntos de inflexién de la funcién f(x), si existen.

Solucion:

(700, 0) (Ov OO)
f'(z) S +
f(x) | decrece \ | crece N

La funcién f decrece en el intervalo (—oo,0).
La funcién f crece en el intervalo (0, 00).
La funcién f tiene un minimo en el punto (0, 0).

2(x% - 1)

b) f(a) = -

(—o0,-1) (-1,1) (1,00)
@ - + -

f(x) | convexa — | céncava — | convexa —

La funcién f es convexa en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
La funcién f es céncava en el intervalo (—1,1).
La funcién f tiene puntos de inflexién en (—1,In2) y (1,1n2)

\ sl
SN e
(%\ /(ﬁa

Min(0,0)

Problema 3.3.4 Se desea construir un contenedor con la forma habitual de una caja (tipo caja
de zapatos cerrada) cuya capacidad sea de 35 m®. Dado que el tinico material empleado para su
construcciéon es bastante costoso, se desea que la cantidad total de material empleado sea minima.
Ademas, el contenedor debe ser cerrado, es decir hay que construir sus seis caras.

Sabiendo que la base es un rectangulo cuyo lado largo es el doble que el corto, determine las di-
mensiones del mismo para que el coste del material empleado para su fabricacién sea minimo.
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Solucién:

2z

35
& V(r,y) =22%y =35 = V=55

& S(z,y) = 422 + 2xy + 4oy = 422 + 62y sustituyendo y =

210z 8zt 4 210x 8x3 — 105
_ 2 _ _ _
S(x) = 4x* + 902 = 522 = S'(z) = Q= 0
/105
x= ~ 2,359
2
@) | (.
S'(z) - +
S(z) | decrece \ | crece S
La funcién decrece en el intervalo (0, f@) y crece en el intervalo (%, oo)7 por tanto,
3
V1
tiene un minimo en x = 205 =2,309 = y = %{;592 = 3,145

Las medidas de la caja tienen que ser 2,359 m de ancflo, 4,718 m de largo y 3, 145 m de alto.
El 4rea minima total serfa S(2,359) = 66,77 m?

3.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.3.5 Calcule el limite: 1lim (1 + z — sin x)l/xg
z— 0t

Solucion:

lim (14+x— sinx)l/””g =[1°] = ¢
z— 0t

1 i 1
A= lim —(l1+z—sinz—1)= lim wzmz { ﬂ:{g]z

z— 0t 23 z—0+ a3 z— 0t a2 0
T sinx {O} i cosx 1
im =|=|= lim ==
z—s 0+ Ox 0 z— 0+ 6 6
Luego
lim (1—i-arj—sinaj)l/3”3 = ¢l/0

z— 0t
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2

. . x . . A ; .
Problema 3.3.6 Considere la funcién: f(z) = e Estudie la existencia de asintotas verti-
—e
cales, horizontales y oblicuas y calcilelas cuando existan.

Solucion:

@ Verticales: 1 — e =0 = z = 0 No es asintota ya que

, z? 0 , 2x
lim = |: — :| = lim — =
z—0 1 — e % 0 r—0 e~ 7T
@ Horizontales: y = 0
2 2 _
1fm = = ]=m === ]= im =0
z——0c0 1 —e % — r— —0c0 e~ T o0 z— —0c0 —e T

1 .r2 - o0 o

m—l>n—}-oo 1—e % o |: 1 :| -

@ (Oblicuas: Cuando x — —oo no hay por haber horizontales, estudiamos cuando x — oo

. fl=) ) z? ) z 00
m= lim ~—%*= lim — = lim =| — | =00
T—> 00 z—soc0o X — e 7T r—so00 ] —e % 1

Luego no hay oblicuas.

Problema 3.3.7 Se considera la siguiente funcién f(x) = In(2x + 1)
a) Estudie su dominio, asi como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento
1
b) Halle la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa = B
Solucidn:
1 1
a)2e+1>0= x> —3 = Dom(f) = —5:).
2

1
fl(z) = o1 # 0 = no hay extremos y crece en el intervalo (75, oo)

() -mavmer ()1 yomama (o) = (o)
b)bf<2)fln2ymff 5 =l= y—In2=1(z 3 = y==c 5 In2
Problema 3.3.8 Calcule la siguiente integral: / (\/E -In? x) dx

Solucion:
u=In’z = du=

21n zdx 3/2 12
£nzrar 2r°/4In"x 4
2 T _ 1/2 —
/(\/E-ln x)dx:{dv:xlmdx Uzgxg/z}—g —g/x/lnxcw—

{ uw=Inr = du:df } 223/21n? ¢ 4{2x3/21nx 2/ 1/2 }
=—3 "3|7 3 "3 T/ %dr| =

dv = o/ de — v = 2222 3 3 3
223/21n? ¢ _é 2232 Inx _ 4a3/2 - 223/21n?% ¢ _ 823/2 Inx n 1623/2 _
3 3 3 9 | 3 9 27
223/2(9In? z — 121 8
x°/2(91n x27 nz+ )+C’
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3.3.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.3.9 Calcule el limite: limo(l + )2/ tanz
T—>

Solucién:
lim (1 +:L’)2/tanw _ [100] _ 6)\
z—0
2 0 2
A= lim 1+z—1) = lim — :H: lm — =
z— 0+ tanx z—0 tanx 0 z— 0t 1/ cos?x
Luego

lim (1 + z)%/tane = o2
z—0
Problema 3.3.10 Un campo de juego quiere disenarse de modo que la parte central sea rectan-

gular de base y metros y altura x metros, y las partes laterales sean semicircunferencias (véase
dibujo)

)

Su superficie se desea que sea de 4+ m?. Se debe pintar el perfmetro y las rayas interiores de
modo que la cantidad de pintura que se gaste sea minima (es decir, su longitud total sea minima).
Halle x e y de modo que se verifique este requisito.

Solucion: k.
El radio de las semicircunferencias es r = 5 El drea encerrada es:

z\2 dzy+ ma? A(r + 4) — 7
S(x,y) = (7> — 7 7" Yy S A ey A
La longitud del contorno que hay que optimizar serd la funcién:
4 4) — a2
x

422 + 4(7 +4) — ma? + 2ma® | A(m+4) + (7 + 4)2?

2z 2z
by 2e(m 4420 — (Am+4) + (m+4)2?)2 2% (m+4) —4(n+4) — (m+4)z®
L) = 422 N 2x2 N
(m+4)(22% —4—2%)  (m+4)(2® —4)

— — 2 — —
o = 502 =0= 2"~ 4=0= o =+2

La solucién negativa no es relevante.

(0,2) (2,00)

L(x) | decrece \, | crece
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La funcién decrece en el intervalo (0,2) y crece en el intervalo (2, 00), por tanto, tiene un minimo
4(r+4) — 4w
enr=2=—y=——-+"—"—=2
Las medidas del rectangulo son 2 m de ancho, 2 m de largo y 1 m el radio de las circunferencias.
22
Problema 3.3.11 Dada la siguiente funcién f(x) = Y +2In(z+1)

a) Calcule el dominio de f(x).

b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

a) t+1>0= x> —-1=Dom(f) = (-1, 00).

24+ax—2

T 0= 2°4+2—-2=0= 2 = —2 (no vale, estd fuera del dominio)
x

(-1,1) (1,00)

f'(x) + -
f(x) | crece 7| decrece

La funcién decrece en el intervalo (1,00) y crece en el intervalo (—1,1), por tanto, tiene un
maximo relativo en x = 1.

Problema 3.3.12 Calcule la siguiente integral: / 3 du

Solucion:
t =22

1
/xSexzdx: dt = 2xdx :/xtetﬂ:f/tetdt:
d_dt 2x 2
T =9,

u=t=du=di | _ 1. t}_et(t—l) @)
{dv:etdt:U:et}—ﬁ{te—/edt =V Jio=" "4 C

3.4. Asturias
3.4.1. Modelo de 2020

Problema 3.4.1 Se tiene un abrevadero de longitud 6 m y de altura 1 m. Su seccién es la descrita
en la figura formada por la funcién y = x2. Por h indicamos la altura del nivel del liquido.
(-1,1) (1,1)

a) Comprueba que el drea de la region S, sombreada en la figura, \ /

_4hvh
- ==

b) Determina la altura h donde se alcanza la mitad del volumen 4n
total del abrevadero. (Nota: Volumen=S xlongitud).

en funcién de h se puede expresar como S(h)

Solucion:
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a) Los puntos de corte de la pardbola y la recta y = h:

P?=h=— z2=+Vh

VR Vi
S(h):/ h(h—ﬂcz)dx:hx—ﬁ} = h/h — h\f - h\f
31_vr

2hvh  2hvVh  4hVh
5 T3 T 3

b) V(h) = S(h)xﬁ_shf:> V(1) =8= V(h) =4 = 8hvh=4—

1
h3/2 = 2:>h3 1:>h—\/> 0, 62996 m.

Problema 3.4.2 Se tienen 20 m de marco metalico para construir una valla publicitaria rectan-
gular.

El terreno donde se quiere instalar la valla es fangoso y al colocarla se
hunde una altura h que es la quinta parte de la anchura de la valla. Calcula
las medidas de la valla de forma que el drea visible (la sombreada en la
figura) sea la maxima posible.

Solucién:
@ El perimetro del cartel es P(x,y) =2r+2y=20— y=10—=x

@ La altura undida es h = g

@& FEl area que hay que optimizar es

S(:E):x(y—h)::r(m—x—%):w y

@ Optimizacion:

2(25 — 6x) 25
Sl = —— = 0 — = —
(z) 3 T=—
12 25 12 25 ;
S"(z) = 5 = S (€> =-% < 0= z= G esun minimo
25 25 35
Las dimensiones son x = 5= ~ 4,167 m de ancho e y = 10 — 56" ~ 5,833 m de alto.

3.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 3.4.3 Sea la funcién f : R — R, f(z) = 2® — 622 + 9a.

a) Halla los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas y, si existen, los méximos y
minimos relativos y los puntos de inflexion.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Esboza una
grafica de la funcién.

¢) Calcula la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:
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a) Dom(f) =R.

@ Puntos de corte:

e Con el eje de ordenadas hacemos x = 0 = (0,0)

e Con el eje de abscisas hacemos f(z) =0 = (0,0) y (3,0)
& Maximos y Minimos:

fl(2)=3(r*-4r+3)=0=2=1, =3

veon f"(1) = -6 < 0 = Miéx(1,4)
fl@) =6 -2) = { £7(3) = 6 > 0 —> Min(3,0)
@ Puntos de inflexién:
f'x)y=6(z—-2)=0= z=2, f(2)=6= f"(2)=6#0= PI(2,2)

@ En conclusién: hay dos puntos de corte en (0,0), (3,0), un méximo relativo en (1,4),
un minimo relativo en (3,0) y un punto de inflexién en (2,2).

b) @ Monotonfa:

(—o0,1) (1,3) (3,00)
f'(x) + - +
f(z) | crece | decrece \ | crece N

La funcién crece en el intervalo (—oo, 1) U (3,00) y decrece en el intervalo (1, 3).

@ Curvatura:

(—00,2) (2,00)
U E

f(z) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—oo,2) y céncava (~—) en el intervalo (2, 00).

@ Representacion grafica:

y

0(0,0 Min(3,0)

c)b=f2)=2ym=f'2)=-3= y—-2=-3r—-2) = y=-3x+38
Problema 3.4.4 Sea la funcién f(z) = 4 — 22

a) Su grifica determina con el eje de abscisas un recinto limitado D. Calcula su 4rea.
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b) La grafica de la funcién g(z) = 322 divide D en tres partes Dy, Do y D3. Haz un dibujo de
los tres.

c¢) Calcula el drea del recinto Dy que contiene el punto P(0,1).

Solucion:

a) 4—2?=0= z=+2

32
S(D) = |A| = 5 = 10,667 u?

b) Buscamos los puntos de corte entre las dos graficas:

fl@)=gx) = 4—2?>=32 = 22 =1= 2 = +1

D,

20 00,0)

! ! 231
Az/ (4—x2—3x2)dﬂc=/ (4—431:2)de:495—i _ 10
—1 —1 3 —1 3

16

S(Dy) = |A| = 3 5333 u?

3.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

223 4+ 1
Problema 3.4.5 Dada la funcién f(z) = :c :_

T

a) Estudia su dominio de definicién y calcula sus asintotas.

b) Halla, si existen: mdximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

¢) Haz un esbozo de su gréfica.

Solucion:

a) Dom(f) =R — {0}.
Asintotas:
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@ Verticales: x = 0

20° +1
I =] L ]=+00
e S [ 1=+
. 228 +1 1
i, = = Lar [ =
@ Horizontales: No hay
223 4+ 1

@ Oblicuas: y = mx +n

3
m = lim ﬁ: lim 23;:_1:2
r—oo I T—> 00 T
223 + 1 223 4+ 1 — 223
n= lim (f(z)—mz)= lim (x + —230)— lim =2 + -
T—> 00 T —> 00 xr2 T —> 00 x2
lim —=0= y=2z
rT—r o0 I
2(23 —1
b) fla) = 2 . ) o
x
(—O0,0) (071) (1700)
f'(z) + - +
f(x) | crece 7| decrece N\ | crece N

La funcién crece en el intervalo (—oo,0)U(1, 00) y decrece en el intervalo (0, 1) con un minimo
relativo en el punto (1, 3)

c) Grafica:

/ M3

— o0

Problema 3.4.6 Calcula:
sinx — xe®

Iim —m————
a) o 2 —2cosx + 2

b) Una primitiva de la funcién f(x) = xcosx — e~ cuya grafica pase por el punto (0, 3).

Solucion:
) 1 sinx — xze® {O} cosx — e¥ — xe” {O}
a) lim ——m—— = |- | =lm ———————— = |- | =
z—0x2 —2cosx + 2 0 -0 2x+2sinz 0
.,  —sinx —e® —e¥ — ge” —2 1
lim -2 __Z
z—0 24 2cosx 4 2
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b) F($)=/(mcosm—e—w)dx: u=r— du=dx _

dv =cosxdx = v =sinx
acsinac—/singcdav—&—e_m =zxsinx +cosz+e *+C

F0)=0+1+1+C=3= C=11luego F(z) =xsinz+cosz+e *+1

3.5. Cantabria

3.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

sinx

Problema 3.5.1 Considera la funcién f(x) =
x

a) Calcula la derivada primera.

¢) Calcula las asintotas.

)
b) Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa = = .
)
d) Calcula IH—H}of(x)'

Solucién:

a) f(z) = xcosxx; sinz
b) m= /() =

c¢) Asintotas:

@ Verticales: x = 0 No es asintota

; sin 0 ; COS &
lim = [ = } = lim =1
z—0 I 0 z— 0
@ Horizontales: y =0
, sinx
lim =0

T—> 00 I

(El seno toma valores siempre finitos sinz € [—1,1], mientras que el denominador se
hace cada vez més grande x — 00)

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

, - 0 o CcosT
d) xh—r>n0f(x) n [ 6 ] _a:h—r>n0 =1
2
Problema 3.5.2 Considera la funcién f(z) = —
x

a) Calcula el dominio y las asintotas de f(x).
b) Halla una primitiva de f(x).

¢) Calcula el drea de la regién limitada por la funcién y f(z), las rectas x = 1, x = 2 y el eje
OX de abscisas.

Solucion:
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2) Dom(f) = R — {0}

Asintotas:
@ Verticales: x =0
If 2 { 2 } 400
im —=| — |=
x— 0~ 1’2 0Jr
lim [ 2 } +
m —=| — | =4
z—s 0+ T2 0t
@ Horizontales: y =0
2
lim — =0
r— o0 I

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
2771 2

b) F(x):/gdx:/m—mx: -

c¢) La funcién f(z) # 0 = f no corta el eje OX

2
2
S: —d = —— =
! /150236 xly 2

//
S
(0 20

=0
x=0

Convocatoria Extraordinaria julio de 2020
1—cosz

3.5.2.

Problema 3.5.3 Considera la funcién f(x)
x

a) Calcula la derivada primera.
b) Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa = = 7.

c) Calcula xhglof(x).

d) Calcula las asintotas.

Solucion:
rsinx +cosx — 1
a) f'(z) = 5
T
2
b) m = f/(m) = —=
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,  1—cosx 0 , sinx
¢) lim :{7}:11111 =0
r—0 x 0 x—0
d) Asintotas:
@ Verticales: x = 0 No es asintota
, 1—cosx
lim —— =
z— 0 €T
@ Horizontales: y =0
3 1—cosx
lim — =
T—> 00 €T

(El coseno toma valores siempre finitos 1 — cosz € [0, 2], mientras que el denominador
se hace cada vez més grande  — o)

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Problema 3.5.4 Considera la funcién f(z) =

sinz st z<mw/2 .
siendo a un pardametro

24+a si z>m/2°
real.

a) Halla a para que f(z) sea continua.

b) Calcula lim f(z).
r—> 00
¢) Halla una primitiva de f(z) para x < /2

d) Calcula el drea de la regién limitada por la funcién y = f(z), las rectas ¢ = 0, x = 7/2 y el
eje OX de abscisas.

Solucion:
Ii = If inzr=1
0 lim, f@)= lim sns

2 2 4 —14
lim  f(z)= lim 7+a:—+a:>1:f+a:>a:Lyf(ﬂ'/2)=1.
7r

r— w/2F z—r /2T X 7T/2 ™
2
b) lim (f—&—a) =a
Tr—> 00 T
¢) Cuando z < 7/2 = f(z) = sinz = F(x) = /sin:rdx = —cosz + C. Una primitiva

puede ser F(x) = —cosz + 15 para C = 15.

/2
d) 51:/ sinxdx:—cosx]g/2:0+1:1
0
S: ‘S1| =1 U2
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3.6. Castilla La Mancha

3.6.1. Modelo de 2020
Problema 3.6.1 Se pide:

a) Determina el valor de a y de b para que la siguiente funcién f(x) sea derivable en todo R
£ )_{ ar?+bxr+2 si z<1
= a/r—2L% sioa>1
b) Comprueba si la funcién f(z) = x? — 4 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el
intervalo [—3, 3].

Solucion:

a) Continuidad en z = 1:

lim f(z)= lim (az® +br+2)=a+b+2
r—1— r—1—

m+(af—£2):a—b

Ii
rz—1

— a+b+2=a—-b=— b=-1
lim f(z) =
r—s1t

Derivabilidad en z = 1:
2ax +b si z<1
, - <
f("””>—{ ot Z s a1

(1) =& +2
b= —1
{ 3a_op=0 — 0="2/3

b) La funcién f(z) = 2% — 4 es continua en el intervalo [—3, 3], derivable en el intervalo (-3, 3)
y f(3) = f(—3) = 5. Luego verifica las condiciones del teorema de Rolle y podemos concluir
que Je € [-3,3]/f'(c) = 0.

Se puede calcular este punto:
flx)=22=0= =0y como () =2= f"(0)=2>0= z =0 es un minimo. El
punto ¢ = 0.

Problema 3.6.2 Calcula razonadamente los siguientes limites:

28:6—1 o1
a) lim ( )
r—>1 gj+1

2
_ea: _1—1‘
b Ii —_
)z—1>m—1x2+4x+3
Solucién:
. 2ea:—1>z$1 - A
236—1 2 rz—1 _ .2 0
A= lim — (e _1>: lim MZH:
z—l1lx—1\xz+1 z—> 1 2 —1 0
x—1 x—1
lim 2e + 2xe _2$_1:1=>L:el/2
z— 1 2z 2
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b) —el g {0} _ i —9ze®1 1 1

Im —— = |-
z— —1 22 + 41+ 3 0
Problema 3.6.3 Se pide:

a) Calcula razonadamente el drea de los recintos limitados por la funcién g(z) = —22? + 2z + 3,
la recta z = —2 y el eje de abscisas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la funcién g(z) en
el punto de abscisa x = 4.

Solucién:
a) g(r) = —224+22+3=0= 1 = —1y x = 3. Luego tenemos dos recintos: S; en el intervalo

x
[-2,—1] y otro Sy en el intervalo [—1, 3].

—1 3
51:/ (—x2+2x+3)dx:—%+w2+3x} =—

—2

3 3 3
32
ng/ (—x2+2x+3)dx:—%+x2+3x} =3
1

~1 —_

7T 32
S:|Sl|+|52‘:§+§:13u2

b) b=g(4) = =5, ¢’ () = —22+2 = m = ¢'(4) = —6. Luego la ecuacién de la recta tangente
esy+5=-6(x—4) = y=—6x+19

x=-2 \\‘Tnngemz: y=-6x+19

(.15

(-2,0)

Normal: y=1/6x-17/3

1 1 17
La recta normal tiene de ecuacién y + 5 = 6($ —4) = y= iy
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3.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

3
po— si T <2
Problema 3.6.4 Dada la funcién f(z) = cos(rz) sl 2<a<3
os Sz =<
=2 & .3
3—w

a) Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, calcula los puntos en
los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

o o , re ¥
b) Calcula razonadamente el siguiente limite: lim ———
z—0 1+ 2z — cosz?

Solucion:

a) Las tres ramas son continuas en el dominio de la funcién, estudiamos en x =2 y en x = 3.
& Continuidad en z = 2:

, 3 {3}
I = 1 - | 2| ==
Jm Jle)= i Tl T
Ii = i 3 =1
A5 F () =l coslrre)

En este caso los limites laterales no coinciden y la funcién es discontinua no evitable (hay un
salto)
& Continuidad en z = 3:

lim f(z)= lim cos(mx)=—1

r—>37 T—37 0

Ii = Ilim 1 -2 8—z=|=-| = I 1 -2)-1=-1 =
i f(a) = lim oz —2)3—2 = [g] = tim 1/e-2

fB3)=-1

En este caso los limites laterales coinciden y con el valor de la funcién en x = 3 = la funcién
es continua.
& En conclusién f es continua en R — {2}

A re * 0 , et —xe ™™ 1
b) Im ——————————=|-|= lim ————— ==
t—0 14 22 — cos 22 0 t— 02+ 2rsinz? 2
2_2r+1
Problema 3.6.5 Sea la funcién f(x) = 1‘27304_
4 +1

a) Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(x) y clasifica-
los.

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la
funcién f(x) en el punto de abscisa x = 0.

Solucion:
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a) f'(z) = @2+ 1)2 =0=z+£1
(—o0, —1) (—1,1) (1,00)
f'(z) + - +
f(z) | creciente | decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1)U(1, 00) y decreciente en el intervalo (—1,1).
Tiene un méximo relativo en el punto (—1,2) y un minimo relativo en el punto (1,0). Estos
extremos, como se puede ver en la grafica, son absolutos.

b)b=f0)=1ym=f(0)=-2= y—1=-2(z—-0) = y = —2z+1 serfa la recta
tangente.

1
La recta normal es y = §$ + 1.

y=2x+1

Mix(-1,2)

- TR y=1/2x+1

~ o)

Min(1,0)

Problema 3.6.6 Se pide:
_— . 3xr —2
a) Calcula razonadamente la siguiente integral: ——dx
22 —2x+1

b) Calcula, justificadamente, el drea acotada del recinto limitado por la grifica de la funcién
g(z) = —2% + 222 + 32 y el eje de abscisas.

Solucién:
3z—2 _ _A + B _ A(z—-1)+B
z2—2z+1 = z-—1 (z—1)2 =  (z—1)2
a)/ 3t -2 . | 3z-2=A@-1)+B _
2 —2r+1 r=0=— -2=—-A+B

r=1— 1=B=— A=3

3 1 1
— 3|z —1] - ——
/<x1+(:c1)2)dx Slnfz —1] xfl—i—c

b) Calculamos los puntos de corte con el eje de abscisas: g(z) = —23+222+3r =0 = z = —1,
x =0y x = 3. Luego habra dos recintos:

0 4 3 270
3 9 x 2x 3x} 7
= - 2 dp = —— 422 422 | —__L
S /_1(x+x+3x)x 4+3+271 B

3 4 3 213
3 9 x 2x 33@} 45
= - 2 dp= -2 422 42 | =2
Sa /O(x-l-x+3x)x 4+3+20 1
T 45 Tl ,
S=[S|+[%] =5+ =5 =11,8u
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Problema 3.6.7 Se pide:

a) Calcula razonadamente el siguiente limite: 1{im (f — — ! )
z— 0+ \x  sin2zx
gzl si r<1
b) Dada la funcién f(z) = T —2 si 1<z <2 Donde In es el logaritmo, estudia la
In(z—1) si x>2
continuidad de la funcién f(z) en x = 1 y en x = 2, y clasifica el tipo de discontinuidad si
las hubiera.

Solucién:
, 1 1 , sin2z — x 0 ; 2cos2x — 1 1
a) lim - — — = lim ——=|=|= lim — =|—| =400
z— 0+t \T  sin2x z— 0t xsin2z 0 z—s 0+ Sin 2z + 2z cos 2x 0+

b) & Continuidad en z = 1:

En este caso los limites laterales no coinciden y la funcién es discontinua no evitable (hay un

salto).
& Continuidad en z = 2:

lim f(r)= lim z-2=0

r—>2~ r—2

li = lim In(z—1)=0
im f(z) = lim In(z-1) =
f(2)=0

En este caso los limites laterales coinciden y la funcion es continua.
& En conclusién f es continua en R — {1}

Problema 3.6.8 Se pide:

a) Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin tapa superior
y con un volumen de 108 dm? para que la superficie total de la caja (formada por las caras
laterales y la base) sea minima.
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b) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) = 22+ — 1 en el

punto de abscisa z = 1.
Solucién:

a) Tendriamos:

108
© Viey) =2y =108 = y=—
432 3144392
S S('rvy) =$2+4a:yﬁ S(x) :x2—|—7 Z %
2(x® — 216
;SN S/(Qj):(g‘ﬂiz):o:> r=6
T
(_0076> (6,00)
(@) . n
S(z) | decreciente “\, | creciente

108
N Luegoxzﬁdmesunmfnimoey:%:3dm

b) Tenemosb= f(1) =1y f'(z) =22+l = m=f'(1) =3 = y—1=3(z—1) = y = 322

Problema 3.6.9 Se pide:

—d
a) Calcula razonadamente la siguiente integral: / I xx
e

(Cambio de variable sugerido: ¢ = e”)

b) Determina justificadamente el drea acotada que encierran las gréficas de las funciones f(z) =
2?24+ 2z+4yg(x)=x+2.

Solucion:
1 _ A, B _ AQ+i+Bt
d t=¢e" 1 t(14+t) — ¢t 1+t — t(1+1)
a)/ | dt=e"da :_/7(#: 1=A(1+t)+ Bt
14 e” do — dt _ dt t(l—i—t) t=0=— 1=A
T t t=—-1—1=-B— B=-1

1 1
:—/ <;_17+t> dt =In|1+¢t|-Injt|+C =In|l+e*|-In|e’|+C = —z+1In|l1+e”|+C
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b) Calculamos los puntos de corte de ambas gréficas:

f@)=g(z) = —2?+2+d=c+2= 2’ +2+2=0= =1, =2

2 3 2 2
T T 9
Si=[ (-2* 2)de = -+ +2 ==
1[1(x+x+)x 3+2+x_12
S=18=-=45u*

3.7.
3.7.1.

Castilla Ledn

Modelo de 2020

Problema 3.7.1 Dada la funcién f(z) = 3z* + 23 — 1, determinense sus intervalos de crecimien-
to y decrecimiento, sus extremos relativos y el ntimero total de puntos en los que f(z) se anula.
(Téngase en cuenta la monotonia de la funcién y los valores que toma en los extremos relativos
previamente calculados)

Solucién:
1
& () =1223+322 =0 = z=-7 yz=0.
(—o0, —1/4) (—1/4,0) (0, +00)
f(@) - + +
f(z) | decreciente “\ | creciente | creciente

La funcién decrece en el intervalo (—oo,—1/4) y crece en (—1/4,+00). Tiene un minimo
relativo en (—1/4, —257/256).

@ La funcién no tiene asintotas horizontales y decrece hasta el minimo en (—1/4,—257/256)
lo que daria un punto de corte con el eje OX. A partir de ese minimo la funcién es siempre
creciente por lo que daria otro punto de corte con el eje OX y no habria mas.

\

y10.42129
/
\ /
\
\ 0.22084
\
\
0.91029

-0.68272 -0.45515 -0.22757 0.22757 0.45515 0.68272

~0.22064
~0.44129

0.66193

0.88258

Min(-1/4,- 257/256)
11032
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Problema 3.7.2 Dada la funcién f(z) = xze™®, determinense su dominio de definicién, asintotas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexi-
dad y puntos de inflexién. Esbdcese también su grafica.

Solucion:
@ Dom(f) =R
@ Asintotas:

e Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

e Horizontales:

, T 00 , 1
lim —:[—}: Iim —=0= y=0
r—> 400 ¥ o0 r—> 400 ¥
lim ze™® =—-00-e* =—00
r—r — 00

e Oblicuas: Cuando * — 400 hay asintota horizontal y, por tanto, no hay oblicua.
Cuando x — —o0:

L fl@) / o
m= lim = lim e*"=e*=wx
r— —00 I T—r —00

Luego no hay oblicuas.

& fllz)=e*(1l—-2)=0= z=1.

(—o0,1) (1, +00)
f'(z) + -
f(x) | creciente | decreciente “\

La funcién crece en el intervalo (—oo, 1) y decrece en (1,400). Tiene un maximo relativo en
(1,1/e).

&« ffa)=e*(z—-2)=0= z=2.

(70072) (27+OO)
@ - ¥

f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—o0,2) y céncava (~—) en el intervalo (2, +00).
Tiene un punto de inflexién en (2,2/e?)

@ Grafica:

Mix(1,1/¢)

/, 0(0,0)

PI(2,2/e*2)
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Problema 3.7.3 Dada la funcién f(z) = zcosz
a) Demuestre que f(z) es no negativa en el intervalo [O, g} .

b) Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de f(z) y el eje de las x, cuando x pertenece

al intervalo [0, g} .
Solucién:

T
a) flza)=0= z=0yax = 5 luego la curva no corta con el eje de abscisas en el intervalo

7T . s . .
{0, 5} y, por tanto, el signo de la funcién en este intervalo es el mismo para todos sus puntos.

Si probamos con uno de ellos, por ejemplo x = & = f (%) = %% = & > 0. Luego f en este
intervalo es positiva.

U=z = du=dzr . . .
b) F(z) = /xcosxdx = { dv = cos pde —> v — sin } = xsmx—/smxdm = zsinz +

cosr + C

|

/2 T -
S:/ xcosmdx:F<f>—F(0)= —1=0,5708 u?
0

0(0,0) (w2,0)

Problema 3.7.4 Se pide:

. e’ —cosx
a) Calcular xh_r)no @1

1 2
b) Calcular/ ﬂdaz
x

Solucién:
er —cosx 0 e’ +sinx
1/ —_— T _— = { —_— T 1/ 1 T 1 = 1
a) zino In(z + 1) {O} mino 1/(z+1) zglo[(m—i_ )(e” + sinw)]

t=Inx
1 2 2 3 1 3
b)/ﬂdx: df — Lo :/Lxdt:/tzdt:L+C:(nx) Lo
T T T 3 3
dx = xdt
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3.7.2.

Problema 3.7.5 Representar graficamente la funcién f(z) = ze®, calculando previamente sus ex-
tremos relativos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus asinto-

tas.

Solucion:
@ Dom(f) =R

@ Asintotas:

e Verticales: No hay, no hay discontinuidades.

e Horizontales:

lim
xr—r — 00

e Oblicuas: Cuando * — —oo hay asintota horizontal y, por tanto, no hay oblicua.

ze®

= lim (—te %) =

t—> oo

Cuando x — oo:

Luego no hay oblicuas.

&« flr)=e"(z+1)=0= z=—1.

La funcién decrece en el intervalo (—oo, —1) y decrece en (—1, +00). Tiene un minimo relativo

en (—1,—1/e).

Convocatoria Ordinaria junio de 2020

lim ze” = oo

r—> +00

—t

lim
t—s 0o et

(2]t =0 e

m = lim J@) = lim e* =e™
r—r 00 I T—> 00
-1 | (L)
f'(z) - +
f(x) | decreciente \ | creciente

- f”(x) :ew(x—i—Z) =0= = -2.

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—oo, —2) y céncava (~—) en el intervalo (—2, +00).

(700772) (72,+OO)
U -
f(x) | convexa — | céncava —

Tiene un punto de inflexién en (—2, —2/e?)

@ Grafica:

y=0

PI(-2,-2/673)

Min(-1,-1/¢)
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Problema 3.7.6 Demuestre que la ecuacién z® — 122 = —2 tiene una solucién en el intervalo
[—2,2] y pruebe ademds que esa solucién es tdnica.
Solucién:

@ La funcién f(x) = 23 — 122 + 2 es continua en R por ser un polinomio y, por tanto lo es en
el intervalo [—2,2]. Ademds f(—2) = 18 y f(2) = —14 cambia de signo en los extremos del
intervalo. Por el teorema de Bolzano Jc € [~2,2]/f(c) =0 = ¢ cumple ¢* — 12c+ 2 = 0.
Tenemos f'(z) =322 —12 =0 = z = 42

(700772) (7272) (25+OO)
F@ - -
f(x) | creciente | decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en todo el intervalo [—2, 2] luego s6lo puede haber un punto de corte
en este intervalo. Es decir, el punto ¢ que cumple f(¢) = 0 es tinico en este intervalo.

Problema 3.7.7 Se pide:

T
. e¥ —cosr—T
a) Calcular lim ———
z—0 e +sinx — 1

/2
b) Calcular / (sinx + cosx) dz
0

Solucion:

e —cosx —x 0 e¥ +sinx — 1

a) lim ,7:{7}: fim ———~ ~ —
zt—0 e? +sinx — 1 0 z—0 e¥+cosx
m/2
b)/ (sin:c—i—cosx)dx:—cosm+sinx]g/2:O+1—(—1+0):2
0

Problema 3.7.8 Se pide:

2
a) Calcule los puntos de corte de las graficas de las funciones f(z) = i g(z)=3—1

b) Sabiendo que en el intervalo [1,2] se verifica que g(x) > f(x) calcular el drea del recinto
limitado por la gréafica de ambas funciones en dicho intervalo.

Solucion:
=3-—r—= —2°+3rx-2=0=ax=1yax=2.

2 2 x? 3
b) S:/ (379377) dx:3x———21n\x|} == —-2In2~0,1137 v*
1 x 2 ;2

oo
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Problema 3.7.9 Determinar la funcién f(z) = 2® + ax?® + bx + ¢ conociendo que tiene un punto
de inflexién en x = 1 y que la recta tangente a su grafica en el punto (—1,0) es el eje de abscisas.
Solucién:

fx) =23+ ax® + bx +c= f'(x) =32 +2ax + b= f"(z) =6z +2a

f(-1)=0= —14+a—-b+c=0 a=-3
ff(-1)=0=3—-2a+b=0 = ( b=-9
1) =0= 6+2a=0 c=-5

flz) =23 =32 —92 -5

;
/ \{1{1,-1 6 /

/ Sl

Problema 3.7.10 Demuestre que la ecuacién z* 4+ 3z = 1 + sin z tiene alguna solucién real en el
intervalo [0, 2]. Probar que la solucién es tnica.
Solucién:

@ La funcién f(z) = 2* + 32 — 1 — sinz = 0 es continua en R por ser una composicién de dos
funciones continuas, un polinomio y un seno, por tanto lo es en el intervalo [0,2]. Adem&s
f(0)=—=1y f(2) = 20,09 cambia de signo en los extremos del intervalo. Por el teorema de
Bolzano Jc € [0,2]/f(c) =0 = ¢ cumple ¢* + 3c — 1 — sinc = 0.

@ Tenemos f/'(x) = 423 + 3 — cosx > 0Vz € [0,2] = f la funcién es creciente en todo el
intervalo [0, 2] luego sélo puede haber un punto de corte en este intervalo. Es decir, el punto
¢ que cumple f(c) = 0 es Unico en este intervalo.

Problema 3.7.11 Se pide:

Vez—x+1—+2zx—-1

a) Calcular lim

z—1 1-=z
I — e~ 7
b) Dada la funcién f(z) = %, hallar la funcién primitiva suya F'(z) que verifique F(0) =
T e~*
3.
Solucién:
201 2
L Vri—r+1—y2r-1 0 . aaP—aqi  2v2e1 1
a) lim =|=| = lim ==
r—> 1 11—z z—>1 -1 2
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2 —x
z t=az"te 20 — e % dt

b) F(x):/zxidx: dt = (22 — e=*)da :/ _

z2+e @ dr = ot t 2 — e

1

—dt =1Int] +C =z +e " +C

F0)=lnl+C=C=3= F(z)=In|z? +e % +3
Problema 3.7.12 Se pide:
1
a) Dada la funcién f(z) = 2% Encontrar sus extremos relativos y los intervalos de crecimiento
x

y decrecimiento.

b) Dada la funcién f(z) = z? — 2z. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1,3] y
encontrar el drea del recinto comprendido entre su grafica, el eje OX y las rectas z = 1y
z=3.

Solucién:
a) Tenemos Dom(f) = (0, 00)

B 1—Inx

f(x) = 2 =0= lnz=1= z=c¢
(05 6) (67 +OO)
f'(z) + -
f(z) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,e) y decreciente en el intervalo (e,o0), con un
maéximo relativo en (e, 1/e).

¥y

Mix(e,1/¢)

0(0,0) { (1,0

|

b) Comprobamos si la funcién corta el eje de abscisas en algiin punto del intervalo [1,3]: f(z) =
2?2 -2 =0= =0y x=2¢€ [1,3] = hay dos recintos.

2 3 9

51:/1 (x2—2x)dx:%—a:21:—§

3 3 3y

S:/ x2—2xdx:x——x2} = -

VA A I
2 4
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3.8. Cataluna
3.8.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

1
Problema 3.8.1 Trazamos la recta tangente a la funcién f(z) = — + 1 por el punto P(a, f(a))

del primer cuadrante. Esta recta junto con los ejes de coordenadas forma un tridngulo.

a) Compruebe que el drea de este tridngulo, en funcién de a, viene dada por la funcién

(a® +3)
a2

g(a) =

b) En qué punto P el drea del tridngulo es minima? Calcule este valor minimo.

Solucion:

1
a) El punto P (a, — + 1)
a

2 2
f(@) = =it m(a) = f'(a) = 3
1 2 2 3
Larecta tangenteen Pesiy — | 5 +1)=—-—(z—a)= y=——Fr+ 5 +1
a a a a
. 3+a?
Esta recta corta con el eje OY: (hacemos z =0) en B (0, —5—
a
243
Esta recta corta con el eje OX: (hacemos y = 0) en A (%, 0)

El 4rea del tridngulo que se forma por esta recta y los ejes de
coordenadas es

a(a®+3) 3+a® , , s
T e 43 -t
9(a) = 2 o 4a

2 _ 1 2
3(a )(@”+3) =0 = a = %1 sdlo es vélida la solucién positiva al tratarse del

b) g'(a) =

4a?
primer cuadrante.
(0,1) (1,00)
g'(z) - +
g(x) | decreciente \, | creciente
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Hay un minimo relativo para a = 1 en el punto P(1,2) con un érea g(1) = 4 u?

)
Problema 3.8.2 Considere la funcién f(z) = ar” t . En la que a y b son dos pardmetros reales.
x

Calcular los valores de a y b de modo que la funcién f(x) tenga una asintota oblicua de pendiente
1 y un minimo en el punto de la grafica de abscisa x = 2.

Solucion:
2
m = lim @ lim ar +b=a:1
r—>00 I T—> 00 x
2_p 4a — b
f'(x):axxz , f12) = “4 0= da—-b=0=>b=4
x2—4 8 P
f(z) = e :>f"(:1:)=ﬁ:>f”(2):1>0:> 2 = 2 es un minimo

Problema 3.8.3 Considere la funcién f(x) = 3.

a) Calcula en qué punto del tercer cuadrante la recta tangente a y = f(x) es paralela a la recta
3z — y = 4. Calcular la ecuacién de la recta tangente a la gréfica en este punto y haga un
dibujo aproximado de la grafica de la funcién y las dos rectas.

b) Calcula el drea de la regién delimitada por y = f(x) y la recta y = 3z + 2.

Solucion:

a) f'(z) = 322 = m = f'(a) = 3¢® = 3 = a = =£1 la solucién positiva no vale por tra-
tarse del tercer cuadrante. Luego el punto de tangencia (a, f(a)) = (-1,-1) = y+1 =
3(rz+1) = y=3zx+2

2

y=3x+2

3x-y=4

0(0,0)
-1,-1)

b) Calculamos los puntos de corte de las dos gréficas:

P =3r4+2= 23-32-2=0=z=-1, =2
2

2 4 2
3 x 3z 27
Si /_1(5E 3z —2)dx 1 5 x » 1
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3

Problema 3.8.4 Sean las funciones f(z) = 2% e g(z) = ax?, en la que a es un nimero real

positivo.

a) Busque, en funcién del pardmetro a, los puntos de corte entre las dos curvas y = f(x) e
y = g(x) y haga un esbozo de la regién limitada por las dos grificas.

b) Calcula el valor de a para el drea comprendida entre y = f(x) e y = g(z) sea — u?.

4

Solucion:

a) Calculamos los puntos de corte de las dos gréaficas f(r) = g(z) = 2° =az? = 2 =0y

x = a. Dibujamos con a = 2:
Y

(a,a*3)

0(0,0)
a 3 4q@ 4 27
b) S = 2 =2 T 2 243
) ; (ax® — 2°) dx I, "1 a



Problema 3.8.5 Sea f(z) una funcién derivable, su grafica pasa por el punto (0,1). La grafica de
su derivada, f'(z), es la que se muestra en la figura.

a) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la fun- \
cién f(z) en el punto de la grafica de abscisa z = 0. \ : j
|

b) Encuentre las abscisas de los puntos singulares de la funcién 3 ’
f(z) y clasificadlas. \ |

Solucién:

a) Observando la gréifica de f'(x) tenemos m = f'(0) = —4 y como pasa por el punto (0,1) =
y—1=—-4(r—-0)= y=—4z+1.

b) La funcién f'(z) =0= z=-2,z=—-1lyzx=1

(=00, —2) (-2,-1) (-1,1) (1,00)
77(x) + + - +
f(z) | creciente | creciente | decreciente \, | creciente
En z = —2 la funcién pasa de crecer a seguir creciendo y no es un extremo. Seria un punto

de inflexion.
En z = —1 la funcién pasa de crecer a decrecer y se trata de un maximo relativo.
En z =1 la funcién pasa de decrecer a crecer y se trata de un minimo relativo.

Problema 3.8.6 Una empresa estd trabajando en el disefio de unas capsulas de café. La empresa
ha construido la seccién transversal de las capsulas inscribiéndola en una semicircunferencia de
radio 1, trazando después una cuerda C'D paralela al didmetro AB e incorporando el punto F en
el punto medio del arco C'D. De esta manera queda trazado el pentdagono ACEDB, tal como se

muestra en la figura.
) /\ )

a) Expresar en funcién de z y h el drea del pentdgono
ACEDB

b) ;Cudl debe ser la distancia (indicada en la figura
por h) a que debe situarse la cuerda CD de AB para
que el area del pentdagono ACEDB sea maxima?

Solucion:

a) El pentdgono ACEDB estd compuesto por un trapecio ACDB y un tridngulo CED.

. AB D 2+2
Area del trapecio= ( —;C )h = 2+ 22)h =(1+2z)h
Area del tridngulo= OD(12 —h) = 2z(12— h) =xz(l—h)

Area del pentagono= (1 4+ x)h+x(1—h)=h+hz+z—hz =h+a
S(z,h) =h+x

172



b) Tenemos 22 + h? =1 = h = /1 — 22, luego:

[

—2x V1i—22 -2
z) =2+V1—22 = S'(z) =1+ = =0 = g =
) Viea (=) 21 — 22 V1—a?

0] | (7] PN
(.’L‘) + - C xr T D

f(x) | creciente | decreciente “\ o
h z"xl

2
Luego z = £ u es un maximo. -~

2 Aé 1 <1 \ B

1 2

Como h =1 —2? = 1—§:>h:§u.
ConunéreadeS(@) :72—1—72:\/5112.

3.9. Comunidad valenciana

3.9.1. Modelo de 2020

34 .2 _
Problema 3.9.1 Se da la funcién real h definida por h(z) = ’ —Zﬁ_ ;_ 5f5 5
x x

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la funcién h Los limites 1lim h(z)y lim h(x).
r—

r—r+0o0
b) La asintota de la curva y = h(z).

¢) La primitiva de la funcién h (es decir, [ h(z)dz) y el drea de la superficie encerrada entre
las rectas y =0, z = 1, z = 5 y la curva y = h(z).

Solucion:

a) Dom(f) =R, el denominador no se anula nunca.

; B +a2+5r—3 ; x3 ,
lim = Ilm —= llm z=+4+o0
z—>+00 z2+2x+5 z—>+oo 2 x—r+00
o 3+ +52-3 3
lim = —=
z— 242 +5 5

b) Asintotas:

= Verticales: No hay
= Horizontales: No hay

= Oblicuas: y = mx +n

Y f(x) , 23+ 22+ 52 —3
m= lim —~= Ilm =1
r—+oo I 2—s+oo 3 + 21623 + 5327
, L z° + x4+ 5 —3 >_
n—xg%w(f(x)—mm)—xg%w( x24+2x+5 )
b 3+ 22 +5r—3—23— 222 — bz 3 —z2-3
lim = lim —=-1
z—+o0 22 +2x+5 z—too 2 +2x +5
y=z—1
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0(0,0)

224+ 224+5x—3 2x + 2

h(z) = —z—14+ 212 Luego:
M) =y T M g
5 5 2 5
2z + 2 x
S = h(z)dx = <—1 7)d = — — In |22 + 2 5| =
/1 (z) dx /1 x +m2+2x+5 z= x4+ In |z + 22 4 5| 1

8+1In5 u?~9,61 u?

0(0,0) =

Problema 3.9.2 Un proyectil estd unido al punto (0,2) por una cuerda eldstica y tensa. El pro-
yectil recorre la curva y = 4 — 2% de extremos (—2,0) y (2,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcién de la variable z que expresa la distancia entre un punto cualquiera (z,4 — z2) de
la curva y = 4 — 22 y el punto (0, 2).

b) Los puntos de la curva y = 4—x? a mayor distancia absoluta del punto (0,2) para —2 < x < 2.
c¢) Los puntos de la curva y = 4—x? a menor distancia absoluta del punto (0,2) para —2 < x < 2.

d) El drea de la superficie por la que se ha movido la cuerda eldstica, es decir, el drea comprendida
entre las curvas y =4 — 22 e y = 2 — |z| cuando —2 < z < 2.
Solucion:

a) Sean el punto A(0,2) y un punto de la funcién P(x,4 — 22). LLamamos d(z) = d(AP):
y(4,0)

4(0,2)

(-2,0),

0(0,0)
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222 —
d(z) = z(2z% — 3) 0 x:(),x:i\/é
Vat — 322 +4 2

(=00, —v6/2) | (=v6/2,0) | (0,v6/2) | (/6/2,00)
d'(z) — + - +

d(x) | decreciente \, | creciente | decreciente \, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —v/6/2) U (0,4/6/2) y creciente en el intervalo

(—v6/2,0) U (v/6/2, 00). La funcién presenta dos minimos relativo en los puntos (—@ ﬁ),

272
(@, g) y tendria el méximo en (0, 2).

(627772

0(0,0)

c¢) Contestado en el apartado anterior.

0 2 0 2
S = / (4—2®—2—x) dx+/ (4—2®—2+4x)dx = / (—2%—z+2) d:c+/ (—z?+242)dx =
) 0 0

-2

— 0(0,0)

3.9.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

2
1
Problema 3.9.3 Se da la funcién real f definida por f(z) = %
x2(x —

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
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a) El dominio y las asintotas de f.

b) La integral [ f(z)dz, asi como la primitiva de f(z) cuya grafica pasa por el punto (2,0).
c) El drea de la regién limitada por la curva y = f(x) y las rectas y = 0, x = 2, z = 4.
Solucién:

a) Dom(f) =R —{0,1}.
Asintotas:

@ Verticales:

o 2z =0:
2?41 1 2?41 1

1/ B a——— R frd 1/ B — _— =

230 x2(x —1) 0+ +oo, 20+ 22(x —1) 0+t oo
o r=1:
i 2 +1 { 2 } 2 +1 2 N

m —=|—| =-— m ——=|—| =

z—1- 22(x — 1) 0- o L z2(z—1) 0t >
@ Horizontales: y =0
241
lim ——— =
zgnoo a’;2<:];— 1) 0
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
z>+1 _ A | B ¢ _ A@(z—1)+B(z-1)+Cz? 7
Han =t tea= frl 2,;)2(:,:—(1) .
2> +1=A(x(x — 1)) + Bz — 1) + Ca?
2241 r=0— 1=-B— B=-1
F = B S —— = =
b) F(x) /xQ(xfl)dx r=1=2=C= C=2
r=2=5=2A+B+4C = A=-1
2
L rzw(;_—ll) = _Tl + ;721 + % J

-1

-1 -1 2 1
/(——1———}—7) dm:—ln|x|—m—+2ln|x—l|+C:f—ln\m|+21n|x—1\+0
T 2 -1 -1 T

1 1 1 1
F(2)= i—ln 2| 4+2In|2-1]4C=0= C = 1n2—§ = F(z) = ——In|z|+2In \x—1|+C’+ln2—§
x
c¢) La funcién no corta el eje de abscisas en ningiin momento, por lo que la funcién no tiene
puntos de corte dentro del intervalo [2,4] y tenemos sélo un recinto:
4 2 4
- +1 1 1 9
S; = ———dr = ——1 2Injz —1|| =—=+In_
1 /2 peTp— z= - nlz|+2In|x |2 4—|— ng
S = |9 1+19 1,2541 u?
= =——+4+In- > u
1 4 2 )

\
\\

0(0,0) 2,0 40
N (0,0) 2.0
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Problema 3.9.4 En un tridngulo isésceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresion del drea A(x) del tridngulo, en funcién de la longitud = del tercer lado.
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién A(z), 0 < z < 20.

c¢) La longitud = del tercer lado para que el drea del tridngulo sea maxima y el valor de esta

area.

Solucion:

— 2
2 102 = 12+ (3)° — h— /10— (3)° = O

El drea del tridngulo es:

zh  xv400 — 22
2 4

2 2
A/(x)fM:()ﬁ CE:10\[2 10

2400 — 22 h
(0,10v/2) (10v/2, 20)
A'(x) + -
A(x) | creciente ' | decreciente \,

o) &
o] =

La funcién crece en el intervalo [0, 10v/2) y decrece en el intervalo
(10v/2, 20]. Luego hay un méximo cuando x = 10v/2 cm

10v/21/400 — 200 )
1 = 50 cm~”.

¢) La longitud de # = 10v/2 cm y el drea buscada es A(10v/2) =

3.9.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

x
Problema 3.9.5 Dada la funcién f(z) = ———.
Va?—1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de definicién y las asintotas de la funcién f.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacién gréfica de la funcién.

3
c¢) El valor de/ f(z)dax.

2
Solucién:
a) Dom(f) = (—o0,—1) U (1,00) Asintotas:

@ Verticales:

o r=—1:

lfim = {_1} = —00 lim = { _ } — Alimite
-1 - -1 Vo~

T——1" T2



1
Vo—

fm —— :{

z—1- /a2 — 1

¢ 1
} — Alimite, 1lim Ll = {—} =400

z—1t /2 —

@ Horizontales: y =1

, x
lIim — =

; r
z—00 /2 — ] zh—r>n<x> v x2 =1
y=-1
Ii - lim = =1
m —= lim —=-—
z—r—00 /2 — 1 T—>00 /2
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
b) f'(z) = —W # 0= f'(x) < 0= f es decreciente en todo el dominio y no tiene

extremos relativos.

- 0(0,0)

t=a2%-1
x r i 1 1¢1/2
F = —_— = | dt =2zd = — = = = 2 = 22 =
c) F(x) /mdaz dx_xdix /\/Z 5 2/15 dt 21/2+C
2z
240 =22 -14+C
3
/f(x)dsz(g)_F(z)zzf—\/??
2

Problema 3.9.6 Los vértices de un tridngulo son A(0,12), B(—5,0) y C(5,0). Se desea construir
un rectangulo inscrito en el tridangulo anterior, de lados paralelos a los ejes coordenados y dos de
cuyos vértices tienen coordenadas (—z,0) y (x,0), siendo 0 < xz < 5. Los otros dos vértices estan
situados en los segmentos AB y AC.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresién f(x) del drea del rectdngulo anterior.
b) El valor de = para el cual dicha drea es mdxima y las dimensiones del rectdngulo obtenido.
c¢) La proporcién entre el drea del rectdngulo anterior y el drea del tridngulo.

Solucion:

a) Calculamos la ecuacién de una recta r que pase por los puntos Ay C
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{071 (0,12)) - (5,0) = (=5,12) __
e

0 12
=—:>y:—€:v+12

12
Un punto de esta recta es (x,a) = (x, —5 % + 12). El 4rea del

rectangulo inscrito en el tridngulo serd

12 24
flz) =2z (—gx + 12) = —ng + 24z

B(-5,0) (—z,0) (z,0) C(5,0)

48 5
b) f’(m):—€m+24=0:> z=

(0,5/2) (5/2,5)
f'(z) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo | 0, 3] la funcién es decreciente en el intervalo

5 5
(5, 5). Luego x = 3 es un maximo.

La base del rectangulo es 2z =5 u

2
— 12=6u
5

.

2

24 (5 9
El drea del rectdngulo es f =-+\3 —|— 24 =30 u

La altura del rectangulo es a = —

0-12

c¢) El drea del tridngulo es = 60 u>. El 4rea del rectangulo es la mitad del tridngulo.

3.10. Extremadura

3.10.1. Modelo de 2020

Problema 3.10.1 Sean las funciones f(x) = —4z — 2y g(z) = 2% — 3x — 4

a) Represente de forma aproximada el recinto limitado por las gréficas de las funciones f(z) y
g(x).

b) Calcule el drea de dicho recinto con la integral apropiada.

Solucion:

a) f(z)=gx)= -4z —-2=22-3r—-4= 22 +2-2=0=2=-2yz=1
Dando valores dibujamos las graficas:
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! ! x> 2? ! 9

b) 51:/ (f(z) — g(z)) dx:/ (—x27x+2) dt = —— — — +2z| =-—

—2 _9 3 2 9 2
S:\Sl|:g:4,5u2

Problema 3.10.2 Calcular una primitiva de la funcién f(z) = 22 Inz, que se anule en x = 1.

Solucion:

u=Inzr = du= tdx 2nz 1
F(z) = 2] = x = 2dx =
(x) /a: nxdx {dv:demzvzf} 3 3/33 T

lnx 23 073x31nxf:c3+0::c3(31nx71)+C

5 o tOT 9 — 9
1 1 3(3lnx — 1 1
F(l):—§+C:0:>C’:§:>F(x):x( ”9 )+

Problema 3.10.3 Calcular asintotas, extremos relativos y represente graficamente f(x) = 1
T —

Solucion:
Tenemos Dom(f) =R — {1}
& Asintotas:

@ Verticales: x =1 )
{ 1

@ Horizontales: No hay

lim =00
z—o00 x — 1
@ Oblicuas: y = mz +n
2
m= tim I = g Ty
Tr—>r00 X r—oo < — I
2 2 2
, x*—x"+x
n= lim (f(z)—mz)= lim ( —x)— lim = lim =1

T—>00 T—r00 \ L — T—>00 r—1 T—>00 I —



2 — 2z

& Monotonfa: f'(x) = =0= z=0yax=2

(@1

(_0050) (Oa2) (27+OO)
f'(@) + - +
f(x) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (2, 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (0, 1) (1,2).
La funcién tiene un méaximo relativo en el punto (0,0) y un minimo relativo en el punto (2,4).

& Representacion grafica:

y //

e

Min(2,4
Misolp in(2,4)

Problema 3.10.4 Calcular a y b para que la siguiente funcién f(z) sea derivable en todo el
dominio y hallar la funcién derivada:

_f(z—a)? si z<1
f(a;)—{ b+lnz si z>1

Solucién:
Para que sea derivable tiene que ser continua en x = 1:

Im (r—a)*=(1-a)*) lim (b+Inz)=b= (1-a)*=b

r— 1~ r—s1t
Derivabilidad en z = 1:

f’(:c>={2(xi_“) : ifi = 1) =f01" = 2(1_a)=1:a:%
a=1/2 a=1/2
Luego{(l_a)zzb :>{b=1/4

f(x)z{ (x—%)Q sior<1

i—#lnz si x>1

y la funcién quedaria:

0(0,0)
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Problema 3.10.5 Se pide:

a) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos (méaximos y
minimos) de la funcién f(z) = e*(2? —x + 1)

b) Justifique si existe algin valor de x tal que f(x) =2
Solucién:

a) fl(z)=ze"(z+1)=0= 2z=0yx=-1

(_007_1) (_170) (0,+OO)
f'(z) + - +
f(x) | creciente 7 | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (0, 00).

La funcién es decreciente en el intervalo (—1,0).

La funcién tiene un médximo relativo en el punto (—1,3/e) y un minimo relativo en el punto
(0,1).

b) g(z) = e*(2? — x + 1) — 2 es una funcién continua en R y, por tanto, lo es en cualquier
intervalo. Buscamos un intervalo en cuyos extremos la funcién cambia de signo, por ejemplo
[0,1]: g(0) = -1 <0y g(1) =e—2 > 0= g cumple las condiciones del teorema de Bolzano
por lo que dc € [0,1]/g(c) =0 = f(c) —2=0= f(c) =2

Problema 3.10.6 Considere la funcién f(z), donde a € R, dada por

fw={ 5 %70

a si =0
a) Calcule el valor de a para que la funcién sea continua.
b) Calcule la ecuacién de la recta tangente en z = 1.
Solucién:

a) Continua en z = 0:

, 1—¢€" 0 . et _ _
Jim, =25 = [g] = Jim, = = -1, 50 ~a 0= -1
e(l—z)—1

b) b=f(1)=1—e, f'(z) = 2 = m=f(1)=-1=

y—l+e=—(zx—-1)=y=—-ax+2-c¢
Problema 3.10.7 Dadas las funciones f(z) = 22 —4x + 1y g(x) = —x + 1, se pide:

a) Represente de forma aproximada la regién delimitada por las dos curvas.

b) Calcule el drea de dicha regién.

Solucién:
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a) flz)=gx)= 22 —do+1l=-2+1= 22 -32=0= 2=0yz=3
Dando valores dibujamos

= \ ¥ {

Problema 3.10.8 Resuelva la integral

/ _ortT o
2 +x—2
Solucion:

P?+r-2=0=2=1, =-2

—x+7 _ _A + B _ A(z+2)+B(z-1)
?2+x—2 ~ z—1 z+2 T (z—1)(z+2)
/ —x+7 do — —x4+7=Axz+2)+B(z—-1) _
2 +x—2 xr=-2=— 9=-3B=— B=-3
r=1=6=34= A=2
—x47 2 3

r24x—2 = x—1 x+3

1 1
2/ dx—S/ dr =2In|z —1]—-3ln|z+2|+C
z—1 T+ 2

3.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

4
Problema 3.10.9 Sea la funcién f(z) = Hixz
x

a) Estudie las asintotas, la monotonia (crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos
(mdximos y minimos) de la funcién f(x).

b) Con los datos obtenidos en el apartado anterior, represente de forma aproximada la grafica
de la funcién f(x).

Solucion:

a) Es una funcién impar, con Dom(f) = R y punto de corte en (0, 0).
& Asintotas:

@ Verticales: No hay, el denominador no se puede anular.
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@ Horizontales: y =0
4x

L

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

4(2% - 1)
{q- / [ L = =
& Monotonia: f/(z) = EEmE 0= x=+=1
(—o0,—1) (-1,1) (1, +00)
f'(x) - + 2
f(x) | decreciente \, | creciente | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
La funcién es creciente en el intervalo (—1,1).

La funcién tiene un mdximo relativo en el punto (1,2) y un minimo relativo en el punto
(—1,-2).

b) Representacion gréfica:

Mix(1,2)

/7 —

(0,0)

R S

Min(-1,-2)

Problema 3.10.10 Calcule los valores de a y b sabiendo que la siguiente funcién f(z) es derivable
en todo su dominio:
2224+ ax+b si x<1

—24+Inz  si z>1

7o) = {

Solucién:
Para que sea derivable tiene que ser continua en z = 1:

lm (222 +arx+b)=a+b+2; lim (—2+Inz)=-2=a+b+2=-2= a+b=—4

r—1— r—1t

Derivabilidad en z = 1:

1 <
Flz) = { 4xf—a si z<1

Pr1—\ _ pti1+ B -
si z>1 = ff17)=f(1")=44+a=1= a=-3

a=-—3 a=-3 < -
Luego { “ - = { b 1 Y la funcién quedaria:

)7{2x2—3x—1 si <1
)= —241nz si x>1

=
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(0,0)

Problema 3.10.11 Dadas las funciones f(z) =1 — 2% y g(z) = —3

a) Represente la regién plana encerrada por las funciones f(z) y g(x).

b) Calcule el drea de la regién anterior.

Solucion:
a) 1—-22=-3= 22 -4=0= 7 =42

Dando valores dibujamos

oA
/// \
2 2 312
b) 51:/ (f(x)fg(:c))dx:/ M—a?dp—dz— 2| =322
L L 3], 3
3 2
S =15| = == ~ 10,667 u

Problema 3.10.12 Calcule la integral
3z
d
/ 2 —x—2 v

—r2—2=0=ax=-1, =2
_ A(z—2)+B(z+1)

Solucion:
22
3x _ A B

22—x—2  z+1 + —2 (z+1)(z—2)
/ 3x dr — 3x=A(x—2)+ Bz + 1)
2 —x—2 r=2—6=3B— B=2

r=—-1=— -3=-3A— A=1
s8¢ _ 1 4 2
r2—x—2 x+1 r—2

de=In|z+1]+2Injlz—-2|+C

1 1
d 2
/x—|—1 v /x—?
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3.11. Galicia
3.11.1. Modelo de 2020

Problema 3.11.1 Da respuesta a los siguientes apartados:
1 i . . . N
nz sz €0 , di que relacién debe existir entre a y b para que f sea

a) 8i f(z) = { ar+b si x € (e,00)
continua y que valores deben tener para que f sea derivable.

b) Calcular el drea encerrada entre el eje X, la recta z = 4 y la grifica de

{ Inz si  x€(0,¢

@)= 2 si xz€(e,00)
Solucién:
a) Continuidad en x = e
lim f(z)= lim lnz=1
r— e r—re—

lim f(z)= lim (ax+b)=ae+b
z— et z— et

ae+b=1

Derivabilidad en z = e f'(x) = { 1/;; :i xxee(e(()o,oe; flle)=Ly flle") =a=

a=— ae=1
{ae—i—b:l :>{a %
b=0

ae =1

b) f(2)=0= lnz=0= z=1:
Slz/ Inzdr = z(lnz —1)]] =1
1

4 244 2
T T 16 —e
? /P e ™7 2 . 2e

16 —e?  —e2+2e+1
6—e* —e"+2e+ 622,584u2

| 1| +‘ 2| + 2e 2
-
(e
/,
y
©0) yr) (w) “‘0)
/
//

Problema 3.11.2 Da respuesta a los apartados siguientes:
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a) De entre todos los tridngulos rectdngulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un
vértice en el origen, otro sobre la pardbola y = 4 — 2%, un cateto sobre el eje X y el otro
paralelo al eje Y, obtén los catetos y la hipotenusa de aquel cuya area es maxima.

b) Enuncia el teorema de Bolzano y Rolle.

Solucion:

a) El cateto b = z el ¢ = f(z) = 4 — 2% y la hipotenusa a = Va2 + b2 = /22 + (4 — 22)2 =

Vat — 722 4 16.

3 4 — 32 2V3
— x :Ozx:j:T\[

2v/3 23
S"(z) = -3z = 5" <\3[> = -2/3<0= z= T\f u es un maximo.
Luego los catetos miden b = 2T\/§ =1,155 u, ¢ = % =2,667Tuya= @ = 2,906 u

Pl txn2)

c

oo b )

b) Ver teoria.

3.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.11.3 Se pide:

2

, cos®xr —1
a) Calcule xh_l’)no m

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(z) = x(lnz — 1). Calcule, si
existen, los maximos y minimos relativos de la funcién f.

Solucién:
) cos?z —1 0 ., —2sinzcosz ) —sin 2z 0
a) lim ——————=|-|=1lm —(——————=1lm —~=|-|=
z—0 1+ 2z — €2 0l =—0 2—2%® z—0 2(1 — e?®) 0
i —2cos 2z -2 1
m ———— =— =2
z—0 —4e2® -4 2
b) Tenemos Dom(f) = (0,00) y f/(z) =lnz =0= z =1
(0,1) (1, +00)
f'() - +
f(x) | decreciente \ | creciente
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La funcién es decreciente en el intervalo (0, 1).
La funcién es creciente en el intervalo (1, 00).
La funcién tiene un minimo relativo en el punto (1,—1).

Problema 3.11.4 Se pide:
a) Calcule los valores de b y ¢ para que la funcién

2z

f(a:):{ e si <0

22+br+c si x>0

sea, primero continua, y luego derivable en z = 0.

2
b) Calcule / z(lnz —1)dx
1
Solucidn:

a) Para que sea derivable tiene que ser continua en x = 0:

lim e?** =1; lim (x2+bx+c)=c:> c=1
r—0~

r—0t

Derivabilidad en z = 0:

2x i
P ={ 200, TS = =t = b=

La funcién quedaria:
2z

f(x)—{ e si <0
Tl 2242241 si x>0

[ u=Inz 1= du=1 2?(lnz—1) 1
b) F = 1 —1 = 2 T _ 7 _ d —
) Fl@) /x(nx ) dz I dv=wxdr = v =% 2 2/1: o
2?(lnz — 1) _aj_'_C: z2(2lnx — 3) L C
) 4 4
3 9
/m(lnx—l)dm:F(Z)—F(l):2ln2—3—|—1:21112—1':—0,86371
1

3.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.11.5 Determine los valores de a y b que hacen que la funcién
a—Ccos T

f(x):{ 4-cosT i <0

T .
bx si >0
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sea, primero continua, y luego derivable. Solucién: Para que sea derivable tiene que ser continua
enz =0:

Tenemos f(0) = 0 y los limites laterales

, a —cosx a—1 0 , sin x
hm = —— q = 1| = j— hm — O
z—0~ T 0 0 z—0~
lim (bx) =0
z—0t
Luego por continuidad a = 1
Derivabilidad en z = 0:
cosxzt+xsinxz—1 :
roy ) SEEEREE= st 2 <0 SN el 1
pay={ T R 02l o) = 0t = 0=
F(07) = 1im cosz +xsinx — 1 _ {9} — lim —sinz +sinz 4+ xcosx _
z—0- x2 0 z——0-— 2x
, T CoST 0 , cosr — xsinx 1
hm = |—| = 1 - =
r—0~ 2x r—0~ 2 2
La funcién quedaria:
l—cosz .
=8 51 <0
flz) = { % si x>0

¥ B

/X

x<0 x>0 /

00,0

Problema 3.11.6 Se pide:

a) Calcule el drea encerrada por el eje X y la gréfica de

1 .
_J 3x+1 si z<0
f<x)_{(1:71)2 sio x>0

b) Calcule / xva? —ldx

Solucion:

a) Si x < 0 tenemos que f corta el eje de abscisas en %x +1=0= z = —3, luego tendremos
un recinto S; entre —3 y 0.

Si # > 0 tenemos que f corta el eje de abscisas en (r —1)? = 0 = x = 1, luego tendremos
un recinto Sy entre 0 y 1.

0 2 0
1 T 3
51 /_3 (39“r ) S I



(z—1)31" 1
3 1, 3

1 11
=" ~1 2
3 5 , 83 u

1
52:/ (x —1)%dz
0

3
S:|S1|+\52|:§+

v

g
o
g
S

-3,0) 0(0,0) (1,0

b)
t=a?—1 1 1 1 32
/.T\/l'Q—ld:E: dt = 2xdx :/mt1/27dt:7/ V2gyr—2-.2_ 4
i 22" T2 2 3/2
2z

Zo1)va2 -1
t—\?,/iJrC:—(x )3x +C

3.12. Islas Baleares

3.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.12.1 Considera la funcién f : R — R dada por y = f(z) = 2% — 3z

a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa
z=-—1

b) Haz un esbozo de la gréfica de y = f(x) y calcula: los puntos de corte con los ejes, los
extremos relativos y el comportamiento de la funcién en el infinito.

c¢) Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién dada y la recta y = 2.
Solucién:

a)b=f(-1) =2y fl(z) =322 -3 = m=f'(-1)=0= y—2=0—-1) = y=2
b) & Puntos de corte:

@ Con el eje de ordenadas: hacemos © = 0 = (0,0)

@ Con el eje de abscisas: hacemos f(z) =0 = 2° -3z =0 = (0,0), (—/3,0) y (/3,0)
& Monotonia:

fl(x) =322 -3=0= x=+1

(7007*1) (7171) (1,+OO)
Fa |+ - ¥
f(z) | creciente | decreciente \, | creciente
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La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 4+00).

La funcién es decreciente en el intervalo (—1,1).

& Extremos relativos: La funcién tiene un méximo relativo en el punto (—1,2) y un minimo
relativo en el (1,—2)

& Comportamiento en el infinito:

lim (2 — 32) = —o0, lim (2 —32) = +o0
Tr— —00 r— +00

& Representacién grafica:

Mix(-1,2)

3.0 0(0,0) 3,0

Min(1,-2)

c¢) Calculamos los puntos de corte de ambas graficas: 2°—32 = 2 = 23 -32-2=0= 2 = —1
yr=2.
2 4 2 2
3 27
Slz/ (:E3—3x—2)dx=x——i—2:z: =——
1 2 -1 4

3.0

Min(1,-2)

3
2 _

Problema 3.12.2 Considera la funcién f(z) =

T T

a) Calcula su dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcula una primitiva cualquiera de f(z).

c¢) Calcula el drea delimitada por la gréfica de la funcién y = f(x), el eje OX y las rectas z = 2
yzT=3.

Solucion:

322z —1) 1

a) Dom(f):R—{O,l}yf’(x)z—m:0:> T=3

(_0071/2) (1/27+OO)
f'() + -
f(x) | creciente | decreciente “\
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La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (0,1/2).
La funcién es decreciente en el intervalo (1/2,1) U (1, 00).
La funcién tiene un mdximo relativo en el punto (1/2,—12).

Max(1/2,-12)

/”\\
[
.
b)
P —r=0=2=0, =1
=4, B _ A(z—1)+Bx
22—z~ =z z—1 — x2—x
/ 3 d — 3=A(x—-1)+ Bz _
2 —x r=1—3=B=— B=3
r=0=3=-A= A=-3
3 _ =3, 3
2—z T z—1

-3 3
/—dw—!—Z/ dr =—-3Inlz|+3njz -1+ C
T z—1

Una primitiva cualquiera puede ser con C' = 2:

F(z) = -3In|z|+3n|z — 1]+ 2
¢) La funcién no corta nunca al eje de abscisas por lo que sélo hay un recinto:

33 3 3
51:/ dx = —3ln\x|+3ln|x—1|]2:—SIn(Z)
2

2

S =181 = —3In (g) ~ 0,863 u>

(20 3.0

Mix(1/2,-12)

v
/
4

[

|

3.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

1
Problema 3.12.3 Considera la funcién f(x) = CEEEET)]
x—3)(x

a) Determina: el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, las coordenadas de los

méaximos y minimos y el lim  f(z).
rz—> +oo
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b) Haz un esbozo de la gréfica.

A B
Obt 1 1 de Ay B 1 =
c) ener los valores de A y B para los que f(z) ——3 + 213
d) Calcula el drea de la regién limitada por la grafica de la funcién, el eje OX y las rectas de
ecuaciones * = —2 y r = 2.
Solucién:

a) @ Dominio: Dom(f) =R — {£3}
@ Puntos de corte:

e Con el eje de ordenadas: hacemos z = 0 = (0,—1/9)

e Con el eje de abscisas: hacemos f(x) = 0= no hay

@ Monotonia:

, _ 2x - v —
f(x) = [CERErEE 0= =0
(—00,0) (0, +00)
f'(x) + -

f(z) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (—3,0).
La funcién es decreciente en el intervalo (0,3) U (3, 00).

@ Extremos relativos: La funcién tiene un méximo relativo en el punto (0, —1/9).
@ Comportamiento en el infinito:
1 1

i —_— = i S
ML [ R S S oo Rl

b) Representacion gréfica:

// 0(0,0;_”",\
/ \\
1 A B A(x +3)+ Bz —3)
c) = + =
(—=3)(z+3) =x—-3 243 (x —3)(z+3)
_ r=-3=—1=-6B=— B=-1/6
1fA(x+3)+B(x—3):>{$:3z1:614214:1/6 =

1 _1/6  —1/6
(x—3)(z+3) x-3 x+3
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d) La funcién no tiene puntos de corte con el eje OX luego sélo hay un recinto.

2 2
1 1 1 1
Slz/ —————dx=-Iln|z— 3| — = Iln|z — 3| :_7115
L, (—3)(z +3) 6 6 ., 3

In5
S =S| = %:0,5365 u?

Problema 3.12.4 En un acuario, el estudio de la evolucién de la poblaciéon de peces se ha mode-
lado segtin la funcién t — P(t), P(t) = v/t + 1 — v/t donde la variable ¢, que es un niimero real
mayor o igual que cero, mide el niimero de anos transcurridos desde el 1 de enero del ano 2000 y
P(t) indica nimero de individuos, en miles, en el instante de tiempo ¢. Segin el modelo, calcula:

a)

b)

c)
d)

La poblacién que habia el 1 de enero del ano 2000 y la poblacién que habra a finales del afio
2020.

El tamafio de la poblacién (en niimero de individuos) a largo plazo.
El ano en el que se llega a la poblacién minima y cuantos individuos habra.

Haz un esbozo de la grafica de la evolucién poblacional t — P(t).

Solucion:

P(0) =1 = habia 1000 peces.
P(21) = /22 — +/21 = 0,10784 habrd sobre 108 peces.

VIFT = VOWT+T+ V1)
lim Vit+1—+Vt=[oo—o0]= Ilim (
r—> 400 [ ] r—> 400 (ﬂ/t_|_1+\/i)

(V i+ 1)2 - (\/E)2 lim 1 — |:i:| —
Cuando el nimero de anos que pasan se hace muy grande la poblacién de peces tiende a
desaparecer.

Pt = 11 V-Vt
VE+1 2Vt 2Vi+ 1V

solucién, luego no hay extremos relativos. El numerador de la derivada es siempre negativo y

el denominador es positivo, por lo que la derivada tiene siempre signo negativo y la funcién

es siempre decreciente.

El nimero de peces inicial de 1000 individuos irfa decreciendo hasta su extincién total.

=0 = \/i —+v/t+1 = 0 esta ecuacion no tiene
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d) Esbozo de la grafica de la evolucién poblacional:

(0,1000)

0(0,0) =0

3.13. Islas Canarias
3.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

|
Problema 3.13.1 Consideremos la funcién f(z) = H—Qx, donde In denota el logaritmo neperiano.
x

Resuelva justificadamente los siguientes apartados:

a) Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los posibles
extremos relativos de la funcién f(z).

b) Calcule el valor de la integral: / f(z)dx
1

Solucion:
a) @ Dominio: Dom(f) = (0, 00)
@ Puntos de corte:

e Con el eje de ordenadas: hacemos x = 0 = No hay
e Con el eje de abscisas: hacemos f(z) = 0= (1,0)

@ Monotonia:

1-21
f’(x)zTnx:0:> x=el/?
(0,61 2) (el 27_’_00)
f'(x) + -
f(z) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0, e'/2).
La funcién es decreciente en el intervalo (e!/2, 00).

@ Extremos relativos: La funcién tiene un méximo relativo en el punto (e'/2,1/(2¢)).

@ Asintota horizontal en y = 0

3 Inz 00 , 1/x 3 1
lim —:{—}: Iim — =1 —
z—> o0 2 00 z—s 00 2 z—s 0o 22
Asintota vertical en z = 0
i Inz {—oo}
m —=|—|=-00
z—s 0+ 22 0t



@ Grafica:

' Mix(e)(1/2,1/29)
0 / g
BN
\\\\‘\\ x
0(0,0) fz,m =0
|
Inx u=Ilnr = du:%dx} ~ Inz 1 R A
W Fw = [ = | T T = e [ e = R
_lna: +1

xr
/ F(z)de = F(e) — F(1) = & . 20,2642
1

Problema 3.13.2 Sean las funciones f(z) = 2z +ax?> + by g(z) = —223 + ¢

a) Calcule los valores a, b y ¢ de manera que las graficas de f(z) y g(z) cumplan las dos
condiciones siguientes:

= Se cortan en el punto P(1,1)

= En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes.

Dar las expresiones de las funciones resultantes.

f(x)

3 —1

b) Suponiendo a = b =1 en f(x), halle las asintotas de la funcion: h(z) =
Solucién:

a) Tenemos: f(z) = 22?4+ az? + b= f'(z) = 823 + 2az y g(x) = 223 + ¢ = ¢'(z) = —622

f)=1= 24+a+b=1 a=—7 — oph 72
g1)=1= —24c=1 = b=6 :>{f(($)):zx2x3_zzg 0
/(1) =g(1) = 8+2a=—6 c=3 =
24 2 1

b) h(z) = x—;—ix—&— con Dom(f) = R — {1}.
3 _

Asintotas:

@ Verticales: x =1

i 2et + 22+ 1 { 4 }

Iim —————=|—| =—-
—1- oz —1 0-

L 2t 4+ +1 { 4 }
wlilﬁ"' 3 —1 o 07Jr = oo

@ Horizontales: No hay
i 2ot + a2 +1
zinoo 3 —1 o



@ Oblicuas: y =mz+n

2zt + a2 4+1

7 2

. x ,
m= lim —~ = lim

224 241
n= lim (h(z) —mz)= lim (w —23:) =

r—>00 r—>00 3 —1

2422 +1
h’mx—zim—'—:o:yzgx
r—00 3 —1

3.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.13.3 Responda razonadamente a las siguientes cuestiones:
/2
a) Calcule: / x cos x dx
0

3 2
b) Halle las asintotas de la funcién: f(z) = %
72 —

Solucion:

u=x— du=dz
dv =cosxdr = v =sinx

a) F(x):/mcosxdx: }:xsinxf/sinmdx:

F(z) =zsinz +cosz+ C

/2 T T
sxde=F (=) —-F(0)=—--1
/0 x cos x dx (2) (0) 5
3 + 5a?

Asintotas:

@ Verticales:

SdEnzr=1
lim x3+5x2—{£}——oo
—1- 22 -1 0-J
1’3+51’27{£} n
s—1+ 22—-1  lot] >
& Enz=-1

@ Horizontales: No hay



@ Oblicuas: y =mz +n

3 52
m= tim 18— gy TS
r—o0 I r—oo I — X

i , 3 + 522
n=Jim (f(a) = ma) = tim (TS o) -

52
lim 7x2+x:5:>y::v+5

Problema 3.13.4 Halle los valores de a y b para que la recta de ecuacién y = 6x + a sea tangente

br — 1
ala curva f(z) = bm T en el punto de abscisa x = 0.
x
Escriba las funciones que se obtienen.
Solucién: 3 )
T —
F@) = G Y m =10 f@) =5

El punto de tangencia es (0, f(0)) = (0,-1) = —1=6-0+a = a = —1 luego la recta tangente
esy=6x—1.

3.14. La Rioja

3.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020
Problema 3.14.1 Se pide:

a) Calcular el siguiente limite: lim
r— 0

_1
(1 - smxcosx)s'”
1+ sinxcosx

b) Determinar el valor de la constante real a que se satisfaga la siguiente igualdad:

i tan((%—i—l)\/E—Z)ii
oy 22— 16 + ax 32

Solucion:

1

1 —si s
o) L= lim ( sm:ncosx) ] =

z— 0\ 14 sinxcosx
, 1 1 —sinxcosx , l—sinxcosx —1—sinxcosx
A= lim — - —1)= lim - - =
z—0sinz \1+sinzcosz z—0 sinz(1 + sinx cos x)
, —2sinx cosT ) —2cosx
lim — - = Ilim ———— = -2
z—0sinz(l+sinzcosz) =2—01+sinzcosz
Luego L = e 2.
b)
tan ((Z 4+ 1)z —2 tan ((Z +1)2—2 tan (Z
z—> 4 2 — 16 + ax z—> 4 4q z—4  4da
L _ 1 — 4a=32=— a=28
da 32 ‘= ‘=
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Problema 3.14.2 Determinar los valores de los pardmetros reales a y b para que las funciones

f(x) =az? +by g(z) = 22 + 2 + a sean tangentes en el punto de abscisa x = —1. Para los valores
obtenidos de a y b, calcular la recta tangente a las curvas en x = —1.
Solucién:

fx)=ax?’+b= f'(z2)=2azxyg(x)=2’+2+a= ¢'(x) =20 +1

m=f'(-1)=g(-1) = —2a=-1 a=1/2 flz) = %xQ
{f(*l):g(*l):>a+b:a :>{b:() z{g(z):ﬁ—kx—k%

1
El punto de tangencia es (—1, f(—1)) = (—1, 5) y la pendiente es m = f'(—-1) = -1 =

1_ (z+1)= y= L
Y 9 —\ €z | Yy=—x B
o \ \\\ ¥y
N 2/
N\
0(0,0)
Problema 3.14.3 Calcular el drea del recinto limitado por las rectas © = —2, z = 2, el eje OX y
la funcién )
¢ si <0
f(x)i{ z si >0
Solucién:
Hay dos recintos:
0 370 ] 2 212
51:/ xzda::x—} = - ng/ xdmzm} =2
P 315, 3 0 21,

8 14
S:\Sl|+|5’2|:§+2:§:4,67u2

2,0

3.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.14.4 Calcular los valores de los parametros reales a y b para que la funcién:
_ a(x279)+%"”7b si <3 .
flx) = { In(b(z — 2)) s x>3 sea derivable.

Solucion:
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» Continuidad en z = 3:

lim f(z) = lim (a(a:2 -9)+ bo _ b) =0

r—3~ r—3~ 3

= hhbt=0=0b=1
lim f(z)= lim In(b(z —2)) =1nb
z—>3t z—3t

£(3) =Inb

» Derivabilidad en x = 3:

2aa:—|—% si x<3 F1(37) =6 b b
/ _ 1 = ba + 3 — =
(@) { si z>3 ﬁ{f’(?,+):1 = batg=1
r—2
{ 18a+b=3 N { a=35
Problema 3.14.5 Determinar el dominio y las asintotas de la funcién
z+3
= arep
Calcular la recta tangente en su punto de inflexion.
Solucién:
Hago la representacién aunque no lo pidan
@ Dominio: Dom(f) = R — {—2}
@ Puntos de corte:
e Con el eje de ordenadas: hacemos z = 0 = (0,3/4)
e Con el eje de abscisas: hacemos f(x) =0= (-3,0)
@ Asintotas:
e Verticales:
Enax=-2
, z+3 { 1 }
1 —_— = — | =
e wr2? o) T
rz+3 { 1 } n
im ——=|—|=
z——2+ (z + 2)2 0+ >
e Horizontales: y =0
m 23 _g
e Oblicuas: No hay por haber horizontales.
@ Monotonia: 4
, x
=———=0=z=-4
(_007_4) (_47_2) (_47+OO)
f'(x) - + -
f(z) | decreciente “\ | creciente | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —4) U (—2 + 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (—4, —2).
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@ Extremos relativos: La funcién tiene un minimo relativo en el punto (—4, —1/4).

-

Curvatura: ( )
I 2(x + 5 _
() w2 0= z=-5
(—OO, _5) (_5a +OO)
f'(x) - +
f(x) | convexa —~ | céncava —

La funcién es convexa (—) en el intervalo (—oo, —5).
La funcién es céncava () en el intervalo (=5, —2) U (=2, +00).

@ Puntos de inflexién: (-5, —2/9)

@ Tangente en el punto de inflexion:

2, 1 111
S f(-5)@+5) =yt o= —c(x+5) = Y= —oer — —
ytg=Ff(DB)a+d)=y+y=-5@+d)=y=-gr-
@& Grafica: \
| \ y
| \
\
/ =2 \\
| \
/ \\
/ \ 0,34
o) // y=0 \11\\;
n 0(0,0)
PI-5-2/9) Min(-4-1/4) y=1/27x-11/27

Problema 3.14.6 Calcular el drea del recinto limitado por las funciones f y g, siendo éstas:

2

+3-2 5 g@)=(@-27-1

f@)="5+3

y las rectas © = 3, x = 5.
Solucién:
Calculamos los puntos de corte de ambas graficas:

2 15
f(2) = g(z) = %+372:($72)271:> 82”4300 —45=0= ¢ =3, v=2

El corte en z = % estd fuera de del recinto que se pide. S6lo se habra un recinto entre x = 3 y
=05

5 /02 o 1 [°
51:/ (——}—7—2—(.13—2)2%-1)6&):*/ (—8m2+39x—45)da:=
3 \9 3 9Js

5
), -
3
118

S =8| = 5 ~ 4,3704 u?

us
27
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0(0,0) ~__ __~760 G0

T | _—

3.15. Madrid
3.15.1. Modelo de 2020

Problema 3.15.1 Se considera la funcién real de variable real

2
o] si o z<1, z#-1
f(z) =
Inx .
si z>1
x—1

a) Estudie la continuidad de f en x = 1.

b) Halle las asintotas de f, si existen.
c¢) Determine el valor de zy < 1 que verifica que la recta tangente a la gréfica de f en el punto

1
(20, f(z0)) tiene pendiente —3 Escriba la ecuacién de dicha recta tangente.

Solucién:
o Inx {O} 1/x
Cont dad =1 1 =1, I =|=-| = I — =1 1) =
®) Cotimidad en = 1: I -2 =1, lim 55 = [g] = fim 5 =1y /()
1= f es continua en © =1 = f continua en R — {—1}.
b) Asintotas:
2
& En la rama z < flx) P
@ Verticales:
Enz=-1:
i, o7 =[]
fm =|—|=-
ezl o) T
2 |2 4
= B o A

@ Horizontales: y = 0.

w—1>nloo x+1 B
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Inz
r—1

& En larama x> 1= f(x) =
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Inz
1 Verticales: No hay, ya que lim =
z— 1+ —1

1 Horizontales: y = 0.

lim —

Inz [oo}
a——toox —1

e.¢]

i Oblicuas: No hay por haber horizontales.

2
- si x<1, x# -1
(x +1)2 - 7 9
c) fl(z) = . Como zp < 1 = f’(m):fﬁﬁ
zlnz—z+1 . (x+1)
- i x>1
x(z —1)2
2 1
/
= —— = —— =
F(@o) (o + 1)2 2
234279 —3=0= 19 = -3y 29 = 1, esta tltima no es vilida ya que xo < 1.
En zp = -3 = f(-3) = 732“ = —1 = (—3,—1) es el punto de tangencia. Luego la
ecuacion de la recta tangente es
1 z D
1 = —— 3 — —_ —— — =
y+ s@td)=y=-5-3

y=-x/2-52

Problema 3.15.2 Dada la funcién f(x) = 25 — 42?, se pide:
a) Estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Encontrar sus méximos y minimos relativos, y determinar si son o no absolutos.
c) Hallar el drea de la regién acotada limitada por el eje y = 0 y la grafica de f.

Solucion:

26

a) f'(z) =6x° — 1623 =223(322 -8) = 0= =0y o =+——.

3
oo [ () [ (03] [ (i)
f'(x) - + - +
f(x) | decreciente N\ | creciente /' | decreciente N\, | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—%, 0) U (%ﬁ, —|—oo), y decreciente en el intervalo
2V6 216
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b) Tiene un minimos relativos en los puntos de abscisa = i% y un maximo en el punto de
abscisa x = 0.

Tenemos que f es continua en todo R por ser un polinomio y tenemos que lim = ooy

Tr—>00

lim = oo, luego el maximo es relativo. Por el contrario, los minimos si son relativos
r—r—00

|

\ J

Min(-26/3,-256/27)

¥

Min(2\6/3,-256/27)

c) f(z) =25 — da* = 2*(2? —
S

4) =0= z =0y x = £2. Tenemos dos recintos S; : [-2,0] y
:10,2] y como la funcién es par estas dos dreas son iguales
0 T 4570 98
Sy = 6 _gotydp =2 -2 | =_Z
! / ) (2" —daT)do = = — = 35

29 512
S=28| =% =22

dx(0,0) !

Min(-2\6/3,-256/27) Min(2N6/3,-256/27)

3.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.15.3 Dadas las funciones f(z) = 2® + 322 — 1 y g(z) = 6z, se pide

) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algiin punto en el intervalo [1,10] en el
que ambas funciones toman el mismo valor.

) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) con pendiente minima
2
c) Calcular / f@) d
1 9(2)

Solucion:

a) Sea h(z) = f(x) — g(x) 1 funcién continua en el intervalo [1,10], con
h(l) = =3 < 0y h(10) = 1239 > 0. Por el teorema de Bolzano existe un nimero real
c €[1,10] en el que h(c) =

fle) =g(c) =0 = f(c) = g(c).

= 2% + 322 — 6z —
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b) m(z) = f'(z) = 32* + 62 = m/(z) =62 +6=0= z = —1 como m”"(—1) =6 > 0 =
x = —1 es un minimo. Tenemos m(—1) = =3 y f(—1) = 1. La ecuacién de la recta tangente
es:

y—1=-3@x+1)= y=-3x—2
2 .3 2 3 2 2
x° + 3z -1 1 <a: 3z )} 1 (41 )
do— 2 (%3 = - (= —m2) ~1,02336.
C)/l 6z r=g\g o k)] =5l ’

Problema 3.15.4 Sea la funcién

a) Estudie su continuidad en [—4, 4].
b) Analice su derivabilidad y crecimiento en [—4, 4].
¢) Determine si la funcién g(z) = f'(x) estd definida, es continua y es derivable en x = 1.

Solucion:

a) La funcién en las ramas es continua estudiamos en el punto = = 1:
lm f(z) = lim (z—1)*> =0, lim f(z)= lim (-1 =0y f(1) =0 = fes
rz—> 1— rz—> 1— z—> 1+ z—> 1—

continua en [—4,4].

iy 2(x—1) si <1 f/17)=0
Flw) = { 3(z—1)2 si a>1 j”{ Faty=0 —
f es derivable en [—4,4]

En larama [—4, 1] tenemos f'(z) = 2(x—1) es f'(z) < 0 = en esta rama decrece la funcién.
En la rama (1, 4] tenemos f’(z) = 3(z — 1)? es f’(x) > 0 = en esta rama crece la funcién.

(x)_{Q(x—l) si <1 . ,(x)_{ 2 si <1
I =V 3(x—1)% si z>1 I =V 6z—1) si 2>1
Continuidad de g en x = 1:

Im g(z)= lim 2(x—-1)=0, lim g(x)= lim 3(z—-12=0yg(l)=0= ges
z—> 1 z—>1— z—> 11+ z—>1-
continua en [—4,4].
Derivabilidad de g en 2z = 1: Tenemos ¢'(17) = 2 # ¢'(17) = 0 = ¢ no es derivable en
=1

3.15.3. Convocatoria Ordinaria-Coincidente junio de 2020
1
Problema 3.15.5 Dada la funcién f(z) = 3~ sinx + z cos z, se pide:
a) Estudiar su crecimiento en el intervalo [O, g] Justificar, usando el teorema adecuado, que

la funcién se anula en algtin punto de ese intervalo. Justificar razonadamente que ese punto
es Unico.

b) Calcular /7 f(z)de.
0
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Solucion:

a)

T
f'(x) = —cosx + cosx — xsine = —zsinz. En el intervalo [O, 5] es f'(z) < 0= fes
decreciente en todo este intervalo. ) N
Por otra parte f es continua y cumple que f(0) = 5> Oy f (g) = -3 Por el teorema

de Bolzano Jc € (O, g) tal que f(c) = 0. Como ademés la funcién es decreciente en todo el

intervalo este punto es tnico.

[NE]

2 (1
/ (ffsinerxcosm) der = E+cosx+cos;n+xsinx} =
0 2 2 0

z +2cosx+msinx}5 = 3r—8 ~ (0, 3562
2 0 4

U=z = du=dx }

Nota: T cosTdr = { .
dv =cosrdr — v =sinx

rsinx — / sinx dr = xsinx + cosx.

Problema 3.15.6 Disponemos de 10 metros de una barra metélica.

Con ella queremos construir una estructura formada por un rectangulo que estd rematado por
arriba por un tridngulo equilatero. La base del triangulo coincide con el lado superior del rectangu-
lo, como se observa en la figura. Para construir la estructura, se cortan 6 trozos de la barra original
de longitudes adecuadas y se sueldan para obtener la forma pedida.

Se pide:

a) Si denotamos por z la base del tridngulo, calcular su altura en

b) Determinar cémo debemos cortar la barra original para que la

funcion de z.

estructura resultante encierre un area total méixima.

Solucion:

b) 10=4o+2y— y=5—2zx

S(z) = Si(z) + Sy(z) = = f +z(5 — 22)

S(x) = (\/34_8> 2?2 + 5z %

2
V3-8

S"(x) = 5 = -3,13 < 0 = z = 1,595 es un mdximo |¥ y

wly
ol

S (x) = <\/§_8>x+5:02> x=1,595 m

relativo.
r=1,099mey=5—-2x=1,809 m
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3.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

-1
s ow<l, a1
4 —1
Problema 3.15.7 Dada la funcién f(x) = , se pide:
2
2+l si r>1
4x

a) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en z = 1 y determinar si en dicho punto
existe un extremo relativo.

c¢) Estudiar sus asintotas.

Solucion:

Q) Siz<lyat 1= ()= Gt = f0)=1y (Fo ) = F(F0) = f1) = 5.

b) & Continuidad en = 1:

x—1 0 1 1
i = 1f 7:{,}: It — ==
I—I)Inl* f(x) 1*1>H11* .132 —1 O :1:*1> 1- QZ‘ 2
2+1 1
1 = I ==
Jm fl) = dim = =3
1
1) ==

Luego la funcién es continua en x = 1.
& Derivabilidad en z = 1:

_(1:+11)2 si o z<1l, x#-1
fix) = )
x4;21 si rz>1
)= faN)=0= f(17) #£f(1") =

f no es derivable en x = 1.
La funcién es continua en z = 1 y en ese punto la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

hay un minimo local en ese punto.

¢) Asintotas:
& En la rama z < 1:

@ Verticales: la tinica posible es en x = —1

ln, = 5] | = 7] =+
1m = |—]| = — 1m = =
et z+1 lo- L e Lo o
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@ Horizontales: en y = 0

1m =
x*)700m+1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
& En la rama x > 1:

1z Verticales: No hay.

1 Horizontales: No hay

= Oblicuas: y = mz +n

’ () i ?2+1 1
m= lim — = Ilim —s=-
T—> 400 T z— oo 4x2 4
. / 2?2 +1 x) ,
n= i (@) —ma) =t (T2 -F) = oo

1
yzzx: r—4y =0

x=-1 \ 4
\ Tdy=0
\ / -~

y=0 Min(1,1/2)

x>1

Problema 3.15.8 La potencia generada por una pila viene dada por la expresién P(t) = 25te_t2/4,
donde ¢t > 0 es el tiempo de funcionamiento.

a) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funcionamiento
indefinidamente.

b) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza.

c) La energia total generada por la pila hasta el instante ¢, FE(t), se relaciona con la potencia
mediante E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida por la pila entre el
instante t = 0 y el instante ¢ = 2.

Solucion:
, 25t 00 , 25
e e L i =0

La bateria se agota con el tiempo.
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25

b) P'(t) = ?(2 - t2)e*t2/4 =0= (2—t%) =0 = t = V2. La solucién negativa no es

relevante.

(0,v2)

(v2,00)

(o) +

P(t) | creciente

decreciente

— 2 = /2 es un méximo local.

2
El méximo se produce a las v/2 unidades de tiempo con P(v/2) = 25\/j unidades de potencia.
e

/
/
/

/

Mx[1.41, 21.44]

(0,0)

¢) E'(t) = P(t) = E(t) = / (25te—t2/4) dt = —50e~t/4 L ¢

2
La funcién P(t) no corta el eje de abscisas en el intervalo (0,2) luego / <25te_t2/4> dt =
0

E(2) - E(0)

e

3.16. Murcia

_ 50(e —

1)

3.16.1. Modelo de 2020

~ 31,61 u?

Problema 3.16.1 Considere un tridngulo isésceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya
altura es de 5 cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la altura a una distancia = de
la base de manera que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo sea

minima. Observe la figura:

384

X

12

a) Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo viene
dada por la expresién f(z) =5 — z + 2v/x2 + 36.

b) Calcule el valor de z para que la suma de las distancias sea minima.

¢) Calcule dicha cantidad minima.

Solucion:
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a) La funcién suma de distancia de A a los vértices es:
f(z) = 2a+5—x = 5—2+2v/22 + 36 segiin se deduce
del dibujo.

(0,2v3) (2v/3,00)

f'(x) +
f(x) | decreciente N | creciente

=0= =23

La funcién es decreciente en el intervalo (0,2v/3) y
creciente en el intervalo (2/3,00). La funcién presen-
ta un minimo relativo en el punto (2v/3,5 + 6v/3) =
(3,46; 15, 39).

¢) f(2v/3) =5+6v3 ~15,39 cm
Problema 3.16.2 Se pide:

a) Calcule la integral indefinida / z? cosz dx

b) Determine el drea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales z =0y x =, y

la grafica de la funcién f(x) = 22 cos .

Solucion:

9 u=2?>= du=2xdr
a) [ x®cosxdr = .
dv = coszxdr — v =sinx

{ U= = du=dzx
dv =sinxdr — v = —cosx
2sinz + C' = (2% — 2)sinz + 2z cosz + C

:xzsinx—Z/ rsinrdr =

} =a?sine—2 (—zcosz + [ coszdr) = a? sinz+2x cosz—

b) La funcién f(z) = 2?cosz = 0= 2 =0,z = Z y 2 = 3Z. Uno de los puntos de corte

de la funcién f con el eje OX se encuentra dentro del intervalo de integracion, luego habra

dos dreas a calcular, una S; en [0, g} y otra Sy en [g,w]. Sea F(x) = 22 cosxdr =

(2 — 2)sinx + 2z cosx y tenemos:

w/2
Slz/ a:zcosxdx:F(—)fF(())szg
0

52:/ x2cosxdx:F(7r)fF(ﬁ):71727r+2

2 2 2 A — 8
S:|Sl|+|Sg\:%72+%+2w72zﬂ+z7,22u2
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3.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.16.3 De entre todos los tridngulos rectdngulos cuya hipotenusa mide 4 metros, de-
termine las dimensiones de aquel cuya area es maxima. ;Cudl es el valor de dicha drea maxima?
Solucién:

@ Tenemos 22 + y? =42 — y = /16 — 22

@ La funcién a optimizar es S(z,y)

I
|
I
“\
&
|

2 2
@ Derivamos: )
16 — 2z
S'z) = ———— = 0 = z = +2V/2, la solucién
@) 2¢/16 — a2
negativa no es relevante. A
)
(0,2v2) (2v2,00)
f'(x) + - :
f(z) | creciente ' | decreciente N\ -

La funcién es creciente en el intervalo (0,2+/2) y decreciente en el intervalo (21/2, c0). La fun-
cién presenta un méximo relativo en el punto (2v/2,4). El otro cateto vale y = /16 — 8 =

2V/2.

@ Las dimensiones son z =y = 2v/2m, y S =4 m?.

Problema 3.16.4 Se pide:

a) Calcule la integral indefinida / VT dx
1+ vz

N
1+

b) Determine el drea del recinto limitado por el eje OX, la grifica de la funcién f(z) =

B

v la recta vertical x = 1.
Solucién:

t=\x 2
a)/lﬁfdm: it =ghnde = e | = [ <o onar=2 [ =
TV dz = 2tdt " !

2f (t—1+ ) dt=2(5 —t+l|t+1]) +C=2—-2yz+2ln|ya+1]+C
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b) La funcién es siempre positiva y no corta el eje de abscisas (salvo en x = 0), por lo que sé6lo
hay un recinto

1 \/5 1
51:/0 T e = = 2VE 2 VE 1] = ~14 22

S=15]=-1+2In2~0,3863

0(0,0) (1,0

3.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.16.5 Calcule los siguientes limites:

a) lim In(3+z) — In(3 — x)

r— 0 2x
b) lm (Va1 vVET2).
Solucién:

i PO s [0 sk b
a) xh_r)no 2 ~lo —xh_r)no 9 T 9 T3

i o] = WEFI-VEE (Ve A T+VE+2)
A = (Ve tl+vzto) -

i VEHD?-(Vet2? -1
= too (VT +1+vz+2) z—+too (\z + 14z +2)

Problema 3.16.6 Se pide:

a) Calcule la integral indefinida / In(1 + 2?) da

1
b) Calcule la integral definida / In(1 + 2?) dz.
0

Solucién:
A 9 [ u=In(l+2?) = duzilifﬁz _ 2y §
a) F(x)—/ln(l—i—x)dx—{dv:dx:>vzaj =zIn(l1+2%)—2 1+x2dw
Hacemos:

2 2 _
de: 1—’_xildx: <1,;) dr = — arctanx
1+ 22 1+ 22 1+ 22

F(x) = zIn(1 + 2?) — 2(z — arctan ) + C

1
b) / In(1+ 2% de = zIn(1 + 2?) — 2(x — arctanx)](l)
0

4
:557+m2:a%w
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3.17. Navarra

3.17.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.17.1 Calcula los siguientes limites

z—1

a) lim (2 +sin 3”%)

b) lim (Vat—a224+1—+a2t-7)

r—> 400

Solucion:

a) L= lim (2+sin37r—m>
z—>1 2

3 1 + sin 372 0
A= lim (2+sin——1): lim 272: {7} —
r— 1% — 2 r—1 x4 —z 0
3T 3rx
== COS =5~ 0
Im 2—2 = =0= L=¢"=1
-1 2 —1 1 ©

b) lim (Vat—22+1—Vat—7)=[c0—o0] =

r— 400
g VT T VT (Ve T P T4 Va T T)
z— 400 (\/LE4*:L‘2+1+\/I4*7)
) (Vat =22 +1)? — (Va1 = 7)? ) —22 48 —00
lim = lim :{ ]:
e—rtoo (Val—a?+14Va"=7) oot Vol -2+ 14" -7 L oo
2

1§ —T 1 —z? 1
1m —_— = im - = ——
o oo \/zd 4 /7A@ oo 22 2

Problema 3.17.2 Sea la funcién f(z) = (1 + sin %)m
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [0, 1].

b) Demuestra que existe o € (1,2) tal que f/'(a) = 0. Enuncia los resultados teéricos empleados
y justifica su uso.

Solucion:

a) La funcién seno es siempre continua y la exponencial también lo es, si tiene la base positiva.
Por otra parte la funcién seno estd acotada —1 <sint <1 == 1+sint > 0 = 1+sin 5* > 0.
Ademas esta funcién no se anula en el intervalo [0, 1], luego es estrictamente mayor de cero
en [0,1] luego f es continua en el intervalo. (1 +sin 5f = 0 = = = £3 ¢ [0, 1])

b) Derivamos f(z):

B . X f(x) LT 5 cos 5F
In(f(x)) =zln (1—|—sm 7) = () =In (1—|—51n ?) +xm

m T cos TE
f’(m):(l—&-sin%) {m(l_’_singw)_klism%}

Tenemos f/(1) =2In2 >0, f/(2) = —7 < 0y f’ continua en (1,2) condiciones del teorema
de Bolzano. Este teorema nos afirma que existe un punto a € (1,2) tal que f'(a) = 0.
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Problema 3.17.3 Sea la funcién f(x) = (x + 3)5™(™) In(2? — 2 + 2)
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—1,0].

b) Demuestra que existe a € (—1,0) tal que f'(«) = —In2. Enuncia los resultados tedricos
empleados y justifica su uso.

Solucion:

a) La funcién x + 3 es continua y positiva en [—1, 0] por ser lineal. Luego la exponencial también
es continua. Concluimos que (z + 3)*™(™®) es continua en [—1,0].
La funcién z? — x + 2 es un polinomio y, por tanto, continua en el intervalo en cuestién.
Ademés z? — x4 2 > 0 luego la funcién In (2% — 2 + 2)) es continua.
f(z) es el producto de dos funciones continuas, por lo que es continua.

b) Si f es continua en [—1,0] y derivable en (—1,0), por el Teorema de Lagrange, existe un

punto « € (—1,0) que cumple f'(a) = f(g):({(l_)l) =m2=2n2 — ]2

Problema 3.17.4 Encuentra los dos puntos en que se cortan las gréaficas de estas dos funciones:

2

f(x) =sin(rz) vy g(z) = |2" — |

Calcula el area de la regién del plano encerrada entre ambas graficas.

Solucidn:
f(x) =g(x) = sin(rz) = 2? —2| = =0, =1

En el intervalo [0,1] g(z) = —2? + =

! ! 1 2 220 2 1
_ _ _ - 2 _ __1 . _r _2 1
Sl_/o (f(z) —g(x)) dx /O(sm(ﬂ'x)—i—x x)dz Tcos(m&)—i— 3 21,77 7%
12 —
S =181 = ——" ~ 0,47 u?
6

x=1

3.17.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 3.17.5 Calcula las integrales indefinidas:
x—17
—d
2) / 224+x—-6 v
b) / e*®sin(2z + 1) da
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Solucion:

2?+2-6=0=2=-3, v=2

=7 _ A + B _ A(z—2)+B(z+3)
z24+x—6 ~ z+3 r—2 r24+x—6
2) x—7 dor — x—T7=A(x—2)+ B(z+3)
24+x—6 r=2— -5=5B— B=-1

r=-3= —10=-5A= A=2

=7 _ 2
z2+2x—6 ~ x+3 + r—2

2 1
/( - )dx:21n|x+3|—ln|:r72\+c
r+3 x-—2

u=sin(2x + 1) = du = 2cos(2x + 1)dx

. 2x —
dv = e**dx = v = %

b) I:/ezfcsjn(Qx—i—l)dx: {

2T o2 2 1
@A) ee osop 4 1)dn =

2z

dv=e*de = v=

e?*sin(2x +1)  e?**cos(2z + 1)
2 2

e?® (sin(2x + 1)2— cos(2z +1)) [ o] = e2® (sin(2z + 1)2— cos(2z + 1)) .

I / -7 e?®(sin(2x + 1) — cos(2z + 1))

2
u=cos(2x + 1) = du = —2sin(2z + 1)dz }

- / e*® sin(2z + 1)dx

I =

dr =

C
224+ —6 4 +

1 242 o
Problema 3.17.6 Sea la funcién f(z) =< 3 + 1n2 e <1
% si x>1
a) Demuestra que la funcién es derivable en todo R.

b) Demuestra que existe un valor a € (0,2) tal que f'(o) = 1. Enuncia el (los) resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s) y justifica su uso.

Solucién:
a) Para que la funcién sea derivable tiene que ser continua.

@ Las dos ramas son continuas, hay que comprobar la continuidad en z =1

1 219\ 1
lm f(z)= lim (7+lnx + >:,

r—> 1~ z—1- \3 3 3
2?2 1 1

1f — lm L == 1) ==
i 1ml+f(:c) im =g,y f(1) 3

Luego la funcién es continua en z = 1 y, por tanto, en R.

@ Las dos ramas son derivables, hay que comprobar la derivabilidad en z = 1
2z :
= 1
fl(z) = { zo+2 :i iil y tenemos f/(17) = 2 = f/(17) = f es derivable en
3 =
z =1y, por tanto, en R.
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b) Sea g(x) = f'(z) — 1, esta funcidén es continua en (0,2) y tenemos ¢g(0) = f/(0) —1=-1<0
vyg2)=f'(2)—-1= % > 0 por lo que se puede aplicar el teorema de Bolzano que nos afirma
que Ja € (0,2)/g9(a) =0 = f'(a) —1=0= f'(a) =1

Problema 3.17.7 Calcula los extremos absolutos de la funcién f(x) = €™ sin7a en el intervalo
[%, 2]. Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
Solucién:

f(x) =e™sinme = f'(z) = me™ sinwx + me™ cosmx = we™ (sinwx + cos ) = 0 =

_ 3w
sinTtx + cosmr = tanmr + 1 =0 = tan7mzr = -1 —= { TE e + o ke N—=
mr =T +km
r=34+k
g
3 7
omo € T=gyr=g
(0,3/4) (3/4,7/4) (7/4,2)
f'(x) + - +
f(z) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo [0, 3/4)U(7/4, 2] y decreciente en el intervalo (3/4,7/4). La
funcién presenta un maximo relativo en el punto (3/4;7,46) y un minimo relativo en (7/4; —172,64)
Para que estos extremos sean absolutos tenemos que compararlos con los valores correspondientes
a los bordes del intervalo [%, 2]. Tenemos f (%) = ¢™/2 ~ 4,81 menor que el maximo y f (2)=0
mayor que el minimo, luego los extremos relativos son también absolutos en el intervalo.

Mix(3/4;7,46)

\

Min(7/4;-172,64089)

(1/2;4,81)

Problema 3.17.8 Sean las funciones f(z) = § 41y g(x) = & — 2+2. Encuentra los dos puntos
en los que se cortan sus gréficas, y calcula el drea de la regién del plano encerrada entre ambas
graficas.

Solucion:

f@)=ge) = S+1=Vo—2+2= T —1=Va-2— s-2=2/z-2

2

22 —dr4+4=4r-8= 2> -8+ 12=0=2=2, =6

Las dos soluciones obtenidas son validas y corresponden a los puntos (2,2) y (6,4)

6 2 _9\3/276
B x o 2(x — 2) 4
51—/2 (5-1-va2)de=" o 557 73
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3.18. Pais Vasco
3.18.1. Modelo de 2020

Problema 3.18.1 Dada la funcién f(z) = 22 + 64 y el punto exterior a su grafica P(6,0), encon-
trar la recta o rectas tangentes a f que pasen por P.

Solucién:
Lo primero que tenemos que encontrar son los puntos de la funcién en los que su tangente pasa
por el punto exterior P(6,0). Sea (a, f(a)) = (a,a*+64) el punto de tangencia que buscamos, si la
a? + 64
a—6 "
parte calculamos la pediente con la derivada de la funcién f'(x) = 22 = m = f'(a) = 2a. Luego

recta tangente tiene que pasar por P(6,0) la pendiente de esta recta serd: m =

a’®+ 64

c =2%2= a’—120—64=0= a=—4, a=16
P

Py (—4,80), P»(16,320)

La tangente en P;(—4,80) tiene de pendiente m; = —8 = y — 80 = —8(x + 4).
La tangente en P;(16,320) tiene de pendiente m; = 32 = y — 320 = 32(z — 16).

e \ /’,f-szwz(x-m)
T 8080+ //

- \\ ”
2= 16,320
_ . 6320

17
— oo

Problema 3.18.2 Calcula / re~ 4% dx, explicando el proceso utilizado para dicho calculo.

Solucién: \
—dx g _ U=z = du=dzx ]__xe‘w 1 —dx . _
re Fdr = dv — =47 dp —> v:—%e“"” = 1 +4 e *Tdr =
ze~ e x 1 A 11
— — C=— —4I(7 7) C=— —4r( > C
1 6 " 3t T ¢ o)t
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Problema 3.18.3 Sea f la funcién f(z) = x?e~**. Calcular la primera y la segunda derivada de
f. Hallar los méximos y minimos de f.

Solucién:
f/(z) = 2ve 4 — dz?e 4% = ¢74%(27 — 42?%) = 22e7*%(1 — 27)
f(z) = —de 4 (2x — 42%) + e74%(2 — 8z) = 27 **(82% — 8z + 1)
1
f(z) =2ze (1 - 22) = 0 = J:zny:§
=2> 0= en (0,0) hay un minimo local.

,e% <0= en (%, ﬁ) hay un méaximo local.

\ Mix(1/2,1/(4%3))

Problema 3.18.4 Representar el recinto finito del plano limitado por la recta y = x + 2 y por la
pardbola y = x2. Calcular su 4rea.

Solucion:
t4+2=2’= 2’ —20-2=0=z=-1, =2
2 2 392
T x 9
S = r+2—2dr =204+ — — = =2
/_1( + ) +2 31, 2

A

LD

e

Min(0,0)

3.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 3.18.5 Dada la funcién f(x) = az® + ba? + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ para que
su gréafica pase por (0,2) y tenga un extremo en (1, —1). ;Tiene f més extremos?
Solucién:

& f(z)=az+ b2’ +c= f'(x) = 3ax?® + 2bx

fA)=—1= a+b+c=-1 = < b=-9
f1)=0= 3a+2b=0 c=2
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f(z) = 62> —92% 42

& fl(r)=182> - 18z =0= =0y ax =1
(*O0,0) (071) (1700)
F@ [+ - +
creciente | decreciente \ | creciente

f(x)
La funcidn es creciente en el intervalo (—oo,0) U (1,00) y decreciente en el intervalo (0, 1).

Con un méaximo en el punto (0,2) y un minimo en el punto (1, —1).

i(0.2)
-
il N
N
/ N\ /
\{1(1/2,1/2; /
¥

o a2’
Min(1,-1)

/
Problema 3.18.6 Sea f(x) = 22 + 9 y P el punto exterior a su grafica de coordenadas P(0,0),

Lo primero que tenemos que encontrar son los puntos de la funcién en los que su tangente pasa
a’+9
. Por otra

Calcular razonadamente la (o las) tangentes a la gréfica de f que pasan por el punto P.
por el punto exterior P(0,0). Sea (a, f(a)) = (a,a® +9) el punto de tangencia que buscamos, si la
a

Solucion:

recta tangente tiene que pasar por P(0,0) la pendiente de esta recta serd: m =
parte calculamos la pediente con la derivada de la funcién f'(x) = 22 = m = f'(a) = 2a. Luego

=%2= a’-9=0= a==+3

a®?+9
a
Pi(=3,18), Py(3,18)

iene de pendiente m; =6 = y — 18 = 6(x — 3) = y = 6.

La tangente en P;(—3,18) tiene de pendiente m; = -6 = y — 18 = —6(z + 3) = y = —6z

La tangente en P5(3,18) t

WA

; / =6x

/3,18

Problema 3.18.7 Dibujar la regién encerrada por f(x) = 22 —2x+1y g(x)

el area de dicha regién.

22 +5, y calcular
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Solucion:

22— 4+1=-2’4+5= 22 -2 —4=0=2=—1, =2

2 23:3
51:/ (222 — 2z —4)de = =~ —2* —4x| =-9
—1 3 -1
S = |Sl| =9 U2
(-1,;)
5
/, 0(0,0)
/ \
# \
/ \

Problema 3.18.8 Calcular las integrales siguientes, explicando el proceso utilizado para dichos
célculos.

a) Iz/:rcos(?m) dz

1
b = —_d
) J / 2+ 2x—3 v
Solucion:

_ _ u=z = du=dx _ wsin(2z) 1 )
a) I'= / @ cos(2z) 48 = dv = cos(2z)dr = v = %sin(Zx) - T_i/ sin(2z) dx
xsinQ(2x) N COSEfLL’) L= 2x sin(2x)4+ cos(2x) Lo

2242 -3=0= 2=-3, =1

1 _ A, B _ A-D)iBiy)

1 a:2+2w—31_ Z;_(S i)—l ;( 12?-:-)21—3
_ _ = Az —1)+ Bz + _
b)J_/;v2—|—2m—3dx_ t=1= 1=4B— B =1/4 =

r=-83=— 1=—dA— A=—1/4

1 14, 1/4

z24+2x—3 ~  x+3 + z—1 _

—~1/4 1/4) 1 1
do = —-1 “lnjz—1
/<$+3+$_1 i 4n|x+3|+4n|x |+ C

3.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

ar’+3z si z<2
22 —bx—4 si x>2
cular a y b razonadamente, sabiendo que f es derivable en toda la recta real.
Solucién:

Problema 3.18.9 Sea f la funcién definida como sigue: f(z) = { . Cal-

@ Las dos ramas son polinémicas y son continuas y derivables. Hay que estudiar la continuidad
primero y luego la derivabilidad en x = 2.
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@ Continuidad en z = 2

4a4+6=-2b= 4a+2b=—-6= 2a+b=-3

@ Derivabilidad en x = 2

[ 2ax+3 si <2 fl(27)=4a+3
f(w)—{ 20—b st z>2 :>{

da+3=4—b— 4a+b=1

{ 2a+b= -3 N { a=2
4a+b=1 b=-7

222 + 3z si <2
d f(x)i{x2+7x—4 si x>2°

’ /
/

>

/(2‘141

0(0,0)

Problema 3.18.10 Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) =
x%e?®. Encontrar sus extremos.

Solucion:

fl(x)=e*(222 +22) =0= =0y x = —1.

(—OO,—l) (_170) (0,00)
f'(x) + - +
f(z) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (0, 00) y decreciente en el intervalo (—1,0). Con
un maximo en el punto (—1,e~2) y un minimo en el punto (0,0).

v

Mix(-1;0.1353) /
e

Min(0,0)
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Problema 3.18.11 Representar la regién finita del plano limitada por la curva y = 3 — 22 y por
la recta y = 2z. Calcular su &rea.

Solucion:

fx)=g(z) = 3-2’=2r = 2>+ 20 -3=0=2=-3, v =1

Con una tabla de valores se representa:

y

1 3
32
51:/($2+2$—3)dx:$—+332—3x —
s 3 s 3

32
S =5 = < = 10,667 u?

Problema 3.18.12 Explicar en qué consiste el método de integraciéon por partes y aplicarlo para

calcular la integral / x cos(3x) dx.

Solucién:
Consiste en separar la funcién a integrar en el producto de dos funciones: f(z) = u - dv. Veamos
la féormula:

d(uv) = vdu + udv = udv = d(uwv) — vdu = / udv = / d(u-v) — / vdu =

/udv:uv—/vdu

uw=1z = du=dzx xsin(3z) 1 .
3x)dr = ; = — = 3x)dx =
/ oGl { dv = cos(3z)dx = v = 731n§33£) } 3 3 / sin(3z) de

xsin(3z) = cos(3x) LO— 3z sin(3x) + cos(3x) LC

3 9 9
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Capitulo 4

Probabilidad

4.1. Resumenes tedricos

Frecuencia absoluta de un suceso A es el nimero de veces que se repite dicho suceso

— f(4)

Frecuencia relativa de un suceso A es la proporcién de veces que ha sucedido A de N ex-
o _ /4
periencias = f,.(A) =
N
Ley de los grandes nimeros: lim f,.(A) = P(A)
N —o0c0

Ley de Laplace: P(A) Numero de casos favorables

Ntumero de casos posibles

() = Espacio muestral es el de todos los sucesos, serfa el suceso seguro: P(2) = 1.
() = Espacio vacio es el de ningin suceso, seria el suceso imposible: P()) = 0.

Diagramas de Venn: (esquemas usados en la teoria de conjuntos)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
En el caso de que los dos sucesos sean incompatibles la formula quedaria:
P(AuUuB)=P(A)+ P(B)

Sucesos independientes: Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A) - P(B).

Leyes de Morgan: AUB=ANByANB=AUB
Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que ocurra un suceso A sabiendo que ha

P(ANB
ocurrido el suceso B: P(A|B) = (P(B))
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Union de dos conjuntos: Es el total de
todos los elementos del conjunto 4 con to-

dos los de B: AU B

Interseccion de dos conjuntos: Es el to-
tal de todos los elementos comunes entre los
conjuntos 4 v B: AN B

[

Sucesos Incompatibles: Dos sucesos son
incompatibles si su interseccidn es vacia.

ANB=0= P(ANnB)=0

P(BJA)P(A)

Teorema de Bayes: P(A|B) = 20

Teorema de la probabilidad total: Si A; U Ay U A3 U A4 U A5 = Q y los sucesos A; con

i=1,...,5 son incompatibles dos a dos (interseccién vacia), entonces:

P(A) = P(A1)P(A[A1) + P(A3) P(A|Az) + P(As3) P(A|As) + P(A4) P(A[As) + P(A5)P(A|A5)
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P(ANB) = P(B)— P(An B)

Organizacién por arboles:

Organizacién por tablas de contingencia:

A es el suceso contrario o complementario

de A:

A=} — A—> P(A)="1—P(A)

P(ANTD) = P(A)— P(AN B)

Renault | Seat | Mercedes | Totales
Blanco 15 20 10 45
Negro 300 455 200 955
315 475 210 1000
20 200 45 210
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Probabilidad condicionada:
P(AnB)
FP(B)

P(A|B) =

probabilidad total

P(A) = P(41)P(A|A1)+P(A2) P(A]As)+ P(As) P(A] A3) + P(A1) P(A| Ag) + P(As) P(A|As5)

Py A PO

P@B)  «a
PE /
w

PO b

C
w
b

:
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4.2. Andalucia

No pusieron problemas de probabilidad.

4.3. Aragén

4.3.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.3.1 Segun estadisticas del Instituto Nacional de Estadistica, la probabilidad de que
un varén esté en paro es del 12 %, mientras que la de que una mujer lo esté es del 16 %. Adema4s,
la probabilidad de ser varén es del 64 % y la de ser mujer del 36 %.

a) Hemos conectado por redes sociales con una persona jcudl es la probabilidad de que sea
mujer y esté en paro?

b) Si se elige una persona al azar jcudl es la probabilidad de que esté en paro?

¢) Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en paro jcuél
es la probabilidad de que sea mujer?

Nota informativa: las estadisticas anteriores (y los experimentos) estan realizados con personas
en disposicién de trabajar.

Solucién:

Sea T trabaja, T en paro, V varén y M mujer.

P(T|V)=0,12, P(T|M) = 0,16, P(V) = 0,64y P(M) = 0, 36.

_ _ 012 _-T
a) P(MNT)=P(M)P(T|M)=0,36-0,16 = 0,0576 v
_ _ _ 0,64
b) P(T) = P(V)P(T|V)+ P(M)P(T|M) = 0,64-0,12+0,36-0,16 = ol
0,1344
—  P(TIM)P(M) 0,16-0,36 0,30 016 —T
c) P(M|T) = (7] L( ) = - ~— =0,4286 M
P(T 0,1344 o

4.3.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.3.2 En el mes de abril de 2020 se realiz6 una encuesta a los estudiantes de segundo
de bachiller de un centro acerca de los dispositivos con los que segufan las clases online. El 80 %
disponia de ordenador, el 15% disponia de mévil y el 10 % disponia de ambos dispositivos. Nos
hemos encontrado por casualidad en la calle con un estudiante de este centro.

a) Halle la probabilidad de que el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos (o
ambos).

b) Halle la probabilidad de que el estudiante no dispusiese de ninguno de los dispositivos men-
cionados.

Solucién:
Sea O : dispone de ordenador, M dispone de mévil
P(O)=0,8, P(M)=0,15y P(ONM) =0,1.

a) P(OUM) = P(O)+ P(M)—P(ONM)=0,8+0,15—-0,1 =0,85

b) P(ONM)=POUM)=1-P(OUM)=1-0,85=0,15
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4.4. Asturias

4.4.1. Modelo de 2020

Problema 4.4.1 Consideremos dos dados, uno normal con las caras numeradas del 1 al 6 y otro
trucado, con 4 caras con el nimero 5 y 2 caras con el nimero 6. Se elige al azar uno de los dados
y se lanza.

a) Calcula la probabilidad de sacar 5.
b) Si el resultado de la tirada es 5, jcudl es la probabilidad de haber elegido el dado trucado?

Solucién:
Sea N : dado normal y T : el dado truncado.
Tenemos P(N) = P(T) =1, P(5|N) = ¢ y P(5|T) = 3.

ol
N|—=
+
[
N [—=
Il
Rl
Il
=
I
=
(=)
JQ
~N
N
=
1< ~N
ﬂé\
3

a) P(5) = P(5|N)P(N)+ P(5|T)P(T) = & -

b) Prls) = TOREE S22 o ;

4.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.4.2 En un espacio muestral se tienen dos sucesos A y B. Se conocen las siguientes
probabilidades: P(AN B) = 0,3, P(A|B) = P(B|A) y P(A) = 0,2 (A es el suceso contrario)
Calcula:

a) P(B|A).
b) P(B).

c¢) ;Son los sucesos independientes?

Solucién:
o Pl = TE0E B o
_ P(ANB) _P(AnB) P(ANnB) 0,3
b) P(A|B) = P(B) P(B) = P(A|B)  P(BJ]A) 0,375 =08

c) P(A)-P(B)=0,8-0,8=0,64+# P(ANB) = los sucesos A y B no son independientes.

4.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.4.3 En un curso de un instituto hay tres clases: la clase A con 50 alumnos, la clase
B con 30 y la clase C' con 20. Cada clase tiene un profesor distinto de matemaéticas. Con el profesor
de la clase A aprueban el 40 % de los alumnos, con el de la clase B el 50 % y con el de la clase C
el 75 % de los alumnos. Se coge al azar un alumno del curso. Calcula:
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a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matemadticas.
b) Sabiendo que ha aprobado, cudl es la probabilidad de que sea de la clase B.

Solucidén: Sea A el alumno elegido es del grupo A, B el alumno elegido es del grupo B, C' el
alumno elegido es del grupo C', AP el alumno elegido aprueba y AP el alumno elegido no aprueba.

50 30 20
T : P(A) = — = P(B) = — = P(C) = — = 0,2, P(AP|A) = 0,4
P(AP|B) = 0,5y P(AP|C) = 0,75.
p4.=®
A -
a) P(AP) = P(AP|A)P(A) 4+ P(AP|B)P(B) + P(AP|C)P(C) = 0 o
0,4-0,5+0,5-0,340,75-0,2=0,5 05
. 0,5 AP
b) P(B|AP) = P(APIB)P(B) _ 0.5-0,3 _ 0,3 0

P(AP) 0,5 (_'g.m
0,25
L _‘11)

4.5. Cantabria

4.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.5.1 En un concurso de televisién el premio consiste en lanzar de forma independiente
un dado cibico y una moneda (suponemos que ambos son perfectos). Por cada punto obtenido con
el dado sumamos 100 € (si sacamos un 1 ganamos 100 €, si sacamos un 2 ganamos 200 €, etc.) y
si en la moneda sale ”Cara” sumamos 300 € adicionales.

a) Calcula la probabilidad de ganar exactamente 400 €.
b) Calcula la probabilidad de ganar 400 € si sabemos que ha salido ”Cara” en la moneda.
¢) Calcula la probabilidad de que haya salido ”Cara” sabiendo que hemos ganado 400 €.

Solucion:
Sea C' sale cara en la moneda, X sale cruz en la moneda, 1 sale un uno en el dado, 2 sale un 2 en

el dado y asi sucesivamente hasta el 6.

a) Los sucesos posibles para ganar 400 € son (X,4) y (C,1):
11 11 1
P 4 =P X4H+PC1==-—+4+=-.= ==
(ganad00 €) (X,4)+P(C,1) 5673 6 6
1
b) P(ganad00 €|C) = P(1) = 6
P(ganad00 €|C)P(C)  1/6-1/2 1
P 4 = = ==
¢) P(Clganad00 €) P(ganad00 €) /6 2

4.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.5.2 Un tenista juega el 20% de sus partidos en tierra batida y el resto en otras
superficies. Jugando en tierra batida gana el 90 % de sus partidos, pero en otras superficies, solo
consigue ganar el 40 % de los partidos.
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a) Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin que sepamos en qué superficie
juega.

b) Calcula la probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida sabiendo
que ha ganado dicho partido.

Solucién:
Sea T jugar en tierra batida y G ganar el partido.

a) P(G) = P(G|T)P(T)+ P(GT)P(T) =0,9.0.2+0,40.8 =05

b)
P(G|T)P(T) _ 0,9-0,2

P(T|G) = PG - 05 =0,36 08 T<(:
0,6 E

4.6. Castilla La Mancha

4.6.1. Modelo de 2020

Problema 4.6.1 Una fébrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comu-
nidad Auténoma, una fabrica B produce el 20 % y la fabrica C el resto. El controlador de calidad
sabe que son defectuosos el 4 % de los tractores fabricados por A, el 10 % de los fabricados por B y
el 2% de los fabricados por C'. Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad
de:

a) No salga defectuoso.
b) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C'.

Solucién:

A: fabrica A, B: fabrica B, C: fabrica C'y D: defectuoso.

P(A)=0,3, P(B)=0,2, P(C)=0,5, P(D|A) =0,04, P(D|B) =0,1y P(D|C) =0,02
P(DNA)=P(D|A)P(A)=0,04-0,3 =0,012; P(DNB) = P(D|B)P(B) =0,1-0,2y P(DNC) =
P(D|C)P(C)=0,02-0,5

A B C | Total A B C | Total
D 0,012 0,02 0,01 N D |0,012]0,02 0,01 | 0,042
D D 0,288 0,18 | 0,49 | 0,958
0,3 0,2 | 0,5 0,3 0,2 | 0,5

a) P(D)=0,958

C C | Total
0,032 | 0,01 | 0,042
0,468 | 0,49 | 0,958
0,5 | 0,5

(CnD 0,032
P(D) 0,042

— pEp) =L

=
Slle)

=0,7619

230



De otra manera:

2)

— — _ _ 004 D
P(D) = P(DIA)P(4) + P(DB)P(B) + P(D|C)P(C) = =
096 —D
03
0,96-0,3+0,9-0,2+0,98-0,5=0,958 0,1 D
0.2
b P <5
) 03 . KD
P(CND) 0,3-0,04+0,2-0,1 098 —D

P(C|D) =

- =0,7619
P(D) 1-0,958 ’

4.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.6.2 En un servicio de emergencias el 60 % de los avisos que se reciben se clasifican
con el cédigo amarillo, el 30 % con el naranja y el 10% con el rojo. Se sabe que el porcentaje de
avisos recibidos son falsas alarmas es 3% en el caso del cédigo amarillo, 2% en el naranja y 1%
en el rojo. Si se recibe un aviso.

a) ¢{qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?

b) Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, jqué probabilidad hay de que haya
sido un aviso cédigo rojo o naranja?

Solucién:
Sea A al suceso "se activa el cédigo amarillo”, B al suceso ”se activa el c6digo naranja”, C al
suceso ”se activa el cédigo rojo” y F falsa alarma.

0,03 F
a) P(F) = P(F|A)P(A) + P(F|B)P(B) + P(F|C)P(C) = A o
0,03-0,640,02-0,3+0,01-0,1=0,025 i ’ v
’ 0,02
_._P((BUC)NF) P(BNF)U(CNTF)) 0.3 B<_
b) P(BUC|F) = P = 1= P(F) = 0,98 — F

0,1
0,3-0,98+0,1-0,99

P
=0,98-0,04+0,02-0,96 = 0,4031 ~ 0,01

10,025 ,98-0,04+0,02-0,96 =0, (<

099\

4.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.6.3 El 70 % de los usuarios de instagram tiene menos de 34 afos, el 25 % entre 34
y 54 anos (ambos incluidos) y el 5% mads de 54 afios. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el
98 % de los menores de 34 afios, el 40 % de los usuarios entre 34 y 54 afios (ambos incluidos) y el
10 % de los mayores de 54 anos. Si se selecciona un usuario al azar:

a) ¢{qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?

b) Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, {qué probabilidad hay de
que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?

Solucién:
Sea M E los usuarios con menos de 34 anos, E los usuarios entre 34 y 54 afios, M A los usuarios
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con mayores de 34 anos y D acceden diariamente.

D
— — _ _ D

a) P(D) = P(D|ME)P(ME) + P(D|E)P(E) + P(D|MA)P(MA) = D
0,02-0,740,6-0,25+ 0,90 - 0,05 = 0,209 ’

_ P(D|E)P(E) 0,4-0,25 D

b) P(E|D) = PO) 10200 1204 p

4.7. Castilla Le6n
4.7.1. Modelo de 2020

Problema 4.7.1 Una corporacién informatica utiliza 3 bufetes de abogados para resolver casos
legales en los tribunales. El bufete A recibe el 30 % de los casos legales y gana en los tribunales el
60 % de los casos presentados, el bufete B recibe el 50 % de los casos legales y gana el 80 % de los

casos presentados, mientras que el bufete C recibe el 20 % de los casos legales y gana el 70 %de los
casos presentados.

a) Se consideran los sucesos A = ”caso adjudicado al bufete A”, B = ”caso adjudicado al bufete
B”, C' = 7caso adjudicado al bufete C”, G = "caso ganado”. Deduzca del enunciado los
valores de P(A), P(B), P(C), P(G|A), P(G|B), P(G|C).

b) Se elige al azar uno de los casos presentados en los tribunales. Determine la probabilidad de
que la empresa gane el caso.

c¢) Si se ha ganado el caso elegido, calcule la probabilidad de que haya sido encargado al bufete

A.
Solucién:
G
0,6
a) P(A) = 0,3, P(B) = 0,5, P(C) = 0,2, P(G‘A) = 0,6, A -
P(G|B) = 0,8, P(G|C) =0,1. . 0.4 -
2 0,8 G
b) P(G) = P(G|4)P(4) + P(G|B)P(B) + P(GIC)P(C) = 03 ,),<
0,6-0,3+0,8-0,5+0,7-0,2=0,72 0,2 red
0,2
P(G|A)P(A) 0,6-0,3 07 _—C
P(A = = =0,2 (
¢) P(AG) e oy =0 <
0,3

4.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.7.2 La probabilidad de que a un puerto llegue un barco de tonelaje bajo, medio o
alto es 0,6, 0,3 y 0,1, respectivamente. La probabilidad de que necesite mantenimiento en el puerto

es 0,25 para los barcos de bajo tonelaje, 0,4 para los de tonelaje medio y 0,6 para los de tonelaje
alto.
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a) Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento.

b) Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje
medio.

Solucién:
Sea B al suceso "tonelaje bajo”, M al suceso "tonelaje medio”, A al suceso ”tonelaje alto” y N al
suceso ”necesita mantenimiento”:

N

0,25
a) P(M) = P(N|B)P(B) + P(N|M)P(M) + P(N|A)P(A) = Bg7—n
0,25-0,6+0,4-0,3+0,6-0,1=0,33 0.6 ot N
0.3 \f
g P(N|M)P(M) 0,4-0,3 G =%
P(M|N) = = 2200 3636 o= 06 _—N

P(N) 0,33 A <
04 —_—
’ N

4.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.7.3 Los estudiantes, que comienzan los estudios de Medicina, en el conjunto formado
por las comunidades auténomas de Andalucia, Baleares y Castilla y Leén, se distribuyen de la
siguiente forma: un 50 % de Andalucia, un 15% de Baleares y un 35% provienen de Castilla y
Ledn. Los porcentajes de dichos estudiantes que no consiguen el titulo de Médico son los siguientes:
15% de Andalucia, 10 % de Baleares y 5% de Castilla y Ledn

a) Calcular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no consiga el titulo
de Licenciado en Medicina.

b) Siun alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, jes més probable que provenga
de Andalucia o de Castilla y Le6n?

Solucién:
Sea A="estudiante de Andalucia”, B="estudiante de Baleares”, C'="estudiante de Castilla Le6n”
e T="consiguen el titulo de medicina”.

2) P(T) = P(T|A)P(A) + P(T|B)P(B) + P(T|C)P(C) =
0,5-0,15+0,15-0,1+0,35- 0,05 = 0, 1075

—_ P(TIA)P(A) _0,5-0,15

b) P(A|T) P - 0,107 =0,6977
—._ PT|C)P(C) _ 0,35-0,05
P(C|T) = PT - o105 - 0,1628

Es més probable que venga de Andalucia.

4.8. Cataluna

No pusieron problemas de probabilidad.
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4.9. Comunidad Valenciana

No pusieron problemas de probabilidad.

4.10. Extremadura

4.10.1. Modelo de 2020

Problema 4.10.1 En una clase de bachillerato, el 40 % han aprobado filosofia y el 50 % matemadti-
cas. Ademas, la probabilidad de aprobar filosofia habiendo aprobado también matematicas es de
0,8.

a) {Qué tanto por ciento de alumnos suspende ambas asignaturas?

b) Calcule el porcentaje de alumnos que, teniendo aprobada la filosofia, aprueba también las
matematicas.

Solucién:
Sea M al suceso ”aprueba matematicas” y F' al suceso ”aprueba filosofia”:

P(FNM
P(M)=0,5, P(F)=0,4 y P(F|M):O,8:(P(M)):> P(FNM)=0,8-0,5=0,4
F | F | Total F F | Total
M| o0,4 0,5 Ml|o4l010] 05
—
M M| O 0,5 0,5
0,4 0,2 0,4 0,6 | 1

a) P(FENM)=0,5= 50%

P(MNF) 0,4

=—=1 1
PF) 0.4 = 100%

b) P(M|F) =

4.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.10.2 Una libreria compra lotes de material escolar a tres empresas A, By C. A la
empresa A le compra el 40 % de los lotes, a B el 25% y a C el resto. De la empresa A le viene
defectuoso el 1% de los lotes, de B el 2% y de C el 3%. Elegido un lote al azar, se pide:

a) Calcule la probabilidad de que sea defectuoso.

b) Si sabemos que no es defectuoso, calcule la probabilidad de que lo haya fabricado la empresa
B.

Solucién:
LLamamos A al suceso "lotes A”, B al suceso "lotes B”, C al suceso "lotes C” y D al suceso "lotes
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defectuosos ”.

a) P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C) =
0,01-0,4+0,02-0,25+0,03-0,35 = 0,0195
_ P(D|B)P(B) _ 0,98-0,25

b) P(BID) P(D)  1-0,019

= 10,2499

4.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.10.3 Se realizaron dos debates electorales, uno el lunes y otro el martes. Se hizo una
encuesta a 1500 personas para estimar la audiencia, de las cuales: 1100 personas vieron el debate
del lunes, 1000 vieron el debate del martes y 300 no vieron ninguno. Eligiendo al azar a uno de los
encuestados:

a) Calcule la probabilidad de que viera los dos debates.

b) Si vio el debate el lunes, calcule la probabilidad de que viera el del martes.

Solucién:
Sea A al suceso "vieron el debate del lunes” y B al suceso "vieron el debate del martes”.
1100 11 1000 2 -4 _ 300 1
T PA)=——=— P(B)=——=-yP(ANB)= — =
enemos P(4) = 1555 = 15 PIB) = 1550 = 3 Y PUNE) = 1555 = 5
. - 1 1 4
a) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) = £ — P(AUB) :1—5 =%
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)=— P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) =
1 2 4 3
53 5 5
P(ANB 3/5 9
b) P(B|A) = ( ) _ 3/ —

P(4) ~11/15 11
4.11. Galicia

4.11.1. Modelo de 2020

Problema 4.11.1 El 40 % de los habitantes de una cierta comarca tienen camelias, el 35 % tienen
rosas y el 21 % tienen camelias y rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa comarca, calcular
las cinco probabilidades siguientes: de que tenga camelias o rosas; de que no tenga ni camelias
ni rosas; de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que tenga rosas, sabiendo que tiene
camelias; y de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias.

Solucion:

LLamamos C' al suceso ”tiene camelias”, R al suceso ”tiene rosas”
P(C)=0,4, P(R)=0,35y P(CNR)=0,21

» P(CUR) = P(C)+P(R)— P(CNR)=0,4+0,35—0,21 = 0,54
« PCNR)=P(CUR)=1—P(CUR) =1-0,54 = 0,46
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P(CNR) 0,21

= P(CIR) = P(R) 0,35

0,6

P(RNC) 0,21

" PURIC)==p@ = 0.4

=0,525
» P(RNC)+ P(CNR)=P(CUR) - P(CNR)=0,54—0,21=0,33

4.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.11.2 Se seleccionan 250 pacientes para estudiar la eficacia de un nuevo medicamento.
A 150 de ellos se les administra el medicamento, mientras que el resto son tratados con un placebo.
Sabiendo que se curaron el 80 % de los que tomaron el medicamento, jcudl es la probabilidad de
que, seleccionado un paciente al azar, tomara el placebo o no se curara?

Solucién:
Sea A al suceso ”se le administra el medicamento”, A al suceso ”se le administra placebo”, C' al
suceso ”se cura” y C' al suceso "no se cura”

1 2
P(A) = %8 _ g P(B) = y P(Cl4) = 0,8 ¥ 0~z
3

PAUC)=P(ANC)=1-P(ANC)=1-PA)PC|A) =1 =

5 ,
0,8 =0,52 7 _1<‘
C

4.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.11.3 El 57% de los estudiantes matriculados en la Universidad de Cambridge son
naturales del Reino Unido y, de entre todos esos, el 83 % aprueban con honores. Ademds, el por-
centaje global de aprobados con honores es del 80 %. Calcular la probabilidad de que un estudiante
elegido al azar no haya nacido en el Reino Unido sabiendo que aprobé con honores.

Solucién:
Sea I al suceso ”estudiante de Reino Unido”, H al suceso ”aprobado con honores”

P(HNI
P(I) = 0,57, P(H)=0,8 y P(H|I)=0,83 = (P(I)) — P(HNI)=0,83-0,57 = 0,4731

I T | Total I T Total

H | 0,4731 0,8 H |0,4731|0,3269 | 0,8
=
" 10,0069 | 0,1031 | 0,2
0,57 | 0,57 | 0,43 | 1
— PHNT 0, 3269
Py = PHEOD 03269 g

PH) 0,8
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4.12. Islas Baleares

4.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.12.1 Una empresa de fabricacién de impresoras tiene dos centros de produccion, la
fabrica europea E y la fabrica asidtica A. E1 1% de las impresoras de la fabrica E y el 3% de
las impresoras de la fabrica A se producen con un defecto. El mercado de un determinado pais se
abastece de impresoras procedentes de la fibrica E en un 80 %, mientras que el resto proviene de

la fabrica A.

a) ({Cudl es la probabilidad de que una impresora de este pais tenga el defecto?

b) Si el pafs tiene, aproximadamente, dos millones de impresoras fabricadas por esta empresa,
jcuantas tendran el defecto?

¢) Si se elige al azar una impresora de este pafs y resulta ser una impresora defectuosa, {cudl
es la probabilidad de que provenga de la fabrica E?

Solucion:
a) P(D) = P(D|E)P(E)+ P(D|A)P(A) = 0,01-0,8+0,03-0,2 = B
0,014 :
0.8 0,97~F
b) 2000000 - P(D) = 2000000 - 0,014 = 28000 impresoras tendran
defectos.
0,2 0,03 D
P(D|E)P(E) 0,01-0,8 A
P(E|D) = - = 0,5714 :
¢) P(EID) P(D) 0,014 ’ 07~

4.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.12.2 Tenemos tres urnas, la primera contiene 2 bolas azules; la segunda, 1 bola azul
y 1 de roja; la tercera, 2 bolas rojas. Hacemos el experimento aleatorio: ”Elegimos una urna al
azar y extraemos una bola”. Se supone que todas las urnas tienen la misma probabilidad de ser
elegidas.

a) Calcula la probabilidad del suceso R = ”bola extraida roja”

b) Si la bola extraida resulta que es roja, jcudl es la probabilidad de que la urna elegida haya
sido la tercera?

Solucién:
Sea A la primera urna, B la segunda urna, C' la tercera urna, Az bola azul y R bola roja.

P(A) = P(B) = P(C) = % P(Az|A) =1, P(R|A) =0,
P(Az|B) = % P(R|B) = % P(Az|C) = 0, P(R|C) = 1.
a) P(R) = P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) + P(R|C)P(C) =

b) P(C|R) = P(PC(;;)R) = 1i/12/3 = ;
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4.13. Islas Canarias

4.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

No pusieron problemas de probabilidad.

4.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.13.1 Mi despertador no funciona muy bien, pues el 20% de las veces no suena.
Cuando suena, llego tarde a clase el 20 % de las veces; pero si no suena, la probabilidad de que
llegue tarde es 0,9.

a) Represente el diagrama de drbol del problema.

b) Justifique si el porcentaje de veces que llego tarde a clase y ha sonado el despertador es
mayor que el 20 %.

c¢) Justifique si la probabilidad de que no llegue tarde a clase es menor que 0,5.
d) Si un dia llego tarde a clase, jcudl es la probabilidad de que haya sonado el despertador?

Solucién:
Sea S el suceso suena el despertador y T llego tarde a clase.

a) diagrama de arbol:

0,2 T
b) P(SNT) = P(T|S)P(S)=0,2-0,8=0,16 => 16% < 20 %. S
_ _ - 0,8 08~
¢) P(T) = P(T|S)P(S) + P(T|S)P(S) = 0,8 0,8 + 0,2 -0,1 =
0,66 > 0, 5.
d) 0,2 0,9 iy
£
P(T|S)P 2. : <_
P(SIT) = (T15)P(5) _ 0,2:0.8 _ 0, 4706. 2 T

P(T) ~ 1-0,66

4.14. La Rioja

4.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.14.1 En una clase de primero de primaria el 50 % de los nifios practica natacion, el
20 % practica baloncesto y el 5% ambos deportes.

a) Calcular la probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique ni natacién ni baloncesto.
b) Calcular la probabilidad de que un nifio practique natacién si juega al baloncesto.

Solucion:
Sea N el suceso ”practica natacién” y B el suceso ”practica baloncesto”
Tenemos: P(N) =0,5, P(B)=0,2y P(NNB) =0,05.

a) P(NUB) = P(N)+ P(B) — P(NNB) =0,5+0,2 — 0,05 = 0,65
P(NNB)=P(NUB)=1-P(NUB)=1-10,65=0,35

b) P(N|B) = P(NNB) _ 0,05 1
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4.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.14.2 En una clase de 35 alumnos, asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban todas
las asignaturas el 80 % de los alumnos que asisten a clase y el 10 % de los que no asisten. Se elige
un alumno al azar.

a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueban todas las asignaturas.

b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que un alumno haya
asistido a clase.

Solucién:
Sea A el suceso ”asiste a clase” y T el suceso ”aprueban todas”

Tenemos: P(A) = % = g =0,86, P(T|A) =0,8 y P(T|A) =0,1

08 T
a) P(T) = P(T|A)P(A) + P(T|A)P(A) = A <
6 ) . 67 0.~
082401 - = 75 =0,7= 0%
e
A
MT

177

6
sl 0.2.- =

. P@aAp@ O 4

b) P(AIT) = (}L()T)( ):1—077:?:0’5714

4.15. Madrid

4.15.1. Modelo de 2020

Problema 4.15.1 Una prueba diagnéstica para una enfermedad da resultado negativo el 5% de
las veces que se aplica a un individuo que la padece y da resultado positivo el 10 % de las veces que
se aplica a un individuo que no la padece. Las estadisticas muestran que dicha enfermedad afecta
a 50 de cada diez mil personas. Si una persona elegida al azar se somete a la prueba diagnéstica,
calcule la probabilidad de:

a) Que la prueba dé resultado positivo.
b) Que la persona padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido positivo.
¢) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido negativo.

d) Que el resultado de la prueba diagnéstica sea erréneo.

Solucién:
FE: enfermo, F: no enfermo, +: positivo y —: negativo.

_ 50
P(~|E) = 0,05, P(+[E) = 0,10y P(E) = 1555 = 0,005
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a) P(+) = P(+|E)P(E) + P(+|E)P(E) = 0,95 - 0,005 + 0, 10 -
0,995 = 0, 10425

b ey - PEIBPE)

0,95 - 0,005 P
W — 0,0456 L
_ P(—|E)P(E
’ ]g(ﬂ_g ;95 | }L ()—)( - 0,99 01 —"
T—0,10025 07 v e
d) P(erronea) = P(E N —) + P(EnN+) = P(—|E)P(E) +
P(+|E)P(E) = 0,05 - 0 005 + 0,10 - 0,995 = 0,09975

4.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.15.2 Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en
el centro de una diana. La probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30 %. En los
lanzamientos sucesivos la punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del 40 %, en el
tercero del 50 % y en el cuarto del 60 %. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto
disparo.

b) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) En una exhibicién participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85 % de sus lanza-
mientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos
al primer disparo.

Solucion:

a) La probabilidad P; de que no se lance la cuarta flecha seré:
P, = probabilidad de acertar en el primer lanzamiento + probabilidad de fallar el primer
lanzamiento y acertar el segundo + probabilidad de fallar el primer lanzamiento y fallar el
segundo lanzamiento y acertar el tercer lanzamiento = 0,3+0,7-0,4+0,7-0,6-0,5=0,79

b) P, = probabilidad de no acierta en la primera y no acierta en la segunda y no acierta en la
tercera y no acierta en la cuarta =0,7-0,6-0,5-0,4 = 0,084

c) B(10;0,85):
10

P(X:G):< 6

)~0,856~0,154:0,04

Problema 4.15.3 Se consideran dos sucesos A y B tales que P(A4) = 0,5, P(B) =0,25y P(AN
B) = 0,125. Responder de manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos:
a) Sea C' otro suceso, incompatible con A y con B. jSon compatibles los sucesos C'y AU B?

b) ;Son Ay B independientes?

¢) Calcular la probabilidad P(AN B) (donde A denota el suceso complementario al suceso A).
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d) Calcular la probabilidad P(B|A)

Solucion:

& P(B|A) = Pf(z)A) _ P4 ;a;mB) _ 0,56(;), 125 _ o

4.15.3. Convocatoria Ordinaria junio de 2020-coincidente

Problema 4.15.4 De una bolsa con 20 fichas numeradas del 1 al 20 se extraen sucesivamente 2
fichas sin reemplazamiento. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que ambos nimeros sean multiplos de 3.

b) Calcular la probabilidad de que el primer nimero sea miltiplo de 6 y el segundo sea miltiplo
de 3.

¢) Calcular la probabilidad de que ninguno de los dos nimeros sea miltiplo de 2.

d) Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea un ndmero impar, sabiendo que la
primera también lo ha sido.

Solucién:
A : mltiplo de 3 (3,6,9,12,15,18), B : multiplo de 6 (6,12,18), C : multiplo de 2 (2,4,6,8,10,12,14,16,18,20)
y D : impar (1,3,5,7,9,11,13,15,17,19)

6 5 3

3 5 3

b) P(BA) = - = = =
_ 10 9 9
P —P(DD) = — . 2 =2
¢) P(CC)=PDD) =55 75 =35

d) P(D2|D1) = 1%

4.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.15.5 Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la
urna B contiene 3 bolas de cada color y la urna C' contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al
azar y se extraen de ella dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.

b) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra. que
la carta eliminada tampoco lo haya sido.
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c¢) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que la segunda sea

negra.
Solucion:
4R 3R OR
TenemosA.{ ON ,B.{ 3N y C: { 6N
2 R
o n< __
a) P(R primera) = P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) = 6 :
S A ) A iR
63 63 3 18 ’ Ty i
b) P(RN) = P(RN|A) - 7

P(RN|C) - P(C) = S0
17 T

5 R
3 . =
~L —0,189. 3 : \< E

90 h 59 R
P(N2|R1)  17/90 17 3 W i
o) p(Nv2|r1) = TW2IRD _17/90 1T o

P(RI) 7718 35

4.16. Murcia

4.16.1. Modelo de 2019

Problema 4.16.1 La probabilidad de que un determinado equipo de futbol gane cuando juega

2
en casa es 3 y la probabilidad de que gane cuando juega fuera es —.

a) Sin saber dénde jugard el préximo partido, calcule la probabilidad de que gane.
b) Si gané el dltimo partido del campeonato, jcudl es la probabilidad de que jugara en casa?

Solucién: LLamamos G al suceso ”gana”, Pi al suceso ”pierde”, C al suceso "en casa” y F' al
suceso "fuera de casa”:

21 21 23 _~C
a) P(G) = P(G|C)P(C)+ P(G|F)P(F) = 3% + 53
c
% = 0,533 12 13 pj
2 1 G
PGIC)P(C) 33 5 25

b) P(C|G) = = = 220625 12
5 353 .
Pi

4.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.16.2 En una determinada poblacién, el 40 % de los individuos lee diariamente la
prensa y el 75 % ve diariamente las noticias en la televisién. Ademads, el 25 % de los individuos lee
la prensa y ve las noticias en la television diariamente.
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a) ¢Son independientes los sucesos ”leer diariamente la prensa” y ”ver diariamente las noticias
en la television”?.

b) Cuél es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias
en la televisién?

¢) Si un individuo lee la prensa diariamente, jcudl es la probabilidad de que también vea las
noticias en la television?

Solucién:
Sea L al suceso "leer diariamente la prensa” y T al suceso "ver diariamente las noticias en la
television”.
Tenemos P(L) = 0,4, P(T) =0,75y P(LNT) =0,25.

a) P(L)-P(T)=0,4-0,75=0,3# P(LNT) = Ly T no son independientes.
b) P(LNT) = P(L)— P(LNT)=0,4—0,25=0,15

P(LAT) 0,25 5
= = — = 2
PL) 04 5 0%

¢) P(T|L) =

4.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 4.16.3 Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicién: La
urna A contiene 3 bolas verdes, 4 negras y 3 rojas, y la urna B contiene 6 bolas verdes y 4 bolas
negras. Ademads, se tiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas
con la letra B. Se lanza el dado y se saca una bola al azar de la urna que indica el dado.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que esa bola sea verde?
b) Cuadl es la probabilidad de que esa bola sea roja?

¢) Sila bola extraida es verde, jcudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Solucion: 1 5
Tenemos: P(A) = 3’ P(B) = 3’ P(V|A) =0,3, P(N|A) = 0,4, P(R|A) = 0,3, P(V|B) = 0,6,
P(N|B)=0,4y P(R|B) =0.

1 2
a) P(V) = P(V|A)P(A) + P(V|B)P(B) =0,3- 5706 5=
1
5 - 0,5
1 2 1 7
b) P(R) = P(R|A)P(A)+P(R|B)P(B) = 035405 = 75 =0.1
9 23 0,6 L
_pwvBpB) 903 4 BL 04
c) P(B|V) = POV =7 =;=038 r
5 R

4.17. Navarra

No pusieron problemas de probabilidad.

243



4.18. Pais Vasco

4.18.1. Modelo de 2020
Problema 4.18.1 Sobre una mesa tengo tres cajas con botones; la primera caja tiene 3 botones,

la segunda 5 y la tercera 4. Cada una de las cajas contiene un solo botén rojo. Si elijo al azar una
caja y saco de ella un botén al azar:

a) Cudl es la probabilidad de que sea un botén rojo?
b) Si he sacado un botén rojo, jcudl es la probabilidad de pertenezca a la primera caja?
Solucién:

LLamamos V' al suceso ”botoén rojo”, C1 al suceso ”caja primera”, C2 al suceso ”caja segunda” y
C3 al suceso ”caja tercera”:

a)
173 R
P(R) = P(R|C1)P(C1) + P(R|C2)P(C2) + P(R|C3)P(C3) = C1<
1 1 1 1 1 1 47 13 » ®
e T LS OV 3 | s
373753713 10 V% 13 ¢y R
45 R
b) 43 14
1 1 C3§§
P(RICL)P(C1) 33
P(C1 = — =0,42
(CLIR) P(R) 0,261 ~ 0420

4.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 4.18.2 En una empresa el 70 por ciento de sus trabajadoras estdn satisfechas con su
contrato, y entre las satisfechas con su contrato el 80 por ciento gana més de 1000 €. Entre las no
satisfechas solo el 20 por ciento gana mas de 1000 euros. Si se elige una trabajadora al azar:

a) {Cudl es la probabilidad de que gane més de 1000 €7
b) Si gana més de 1000 €, jcudl es la probabilidad que esté satisfecha con su contrato?

¢) ;Cuél es la probabilidad de que gane menos de 1000 € y esté satisfecha con su contrato?

Solucién:
Sea .S al suceso ”satisfecho con el contrato” y G al suceso ”gana mds de 1000 €.
Tenemos: P(S) =0,7, P(G|S)=0,8y P(G|S) =0,2.

0,8 G
a) P(G) = P(G|S)P(S)+P(G|S)P(S) = 0,80,7+0,2:0,3 = 0, 62 s
0,7 0,2 rai
P(G|S)P(S) 0,8-0,7 ; ' s
P = = = 2
b) P(S|G) ) oo~ 0903
_ 0,3 G
¢) P(GNS)=P(S)— P(SNG) = P(S) — P(G|S)P(S) = e
0,7-0,8-0,7=0,7-0,2 =0, 14. ™
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Problema 4.18.3 En un instituto el 40 por ciento de sus alumnos tiene el cabello castano, el 35
por ciento tiene los ojos azules y el 15 por ciento tiene el cabello castano y los ojos azules. Se escoge
una persona al azar:

a) Si tiene los cabellos castanos, jcudl es la probabilidad de que tenga los ojos azules?

b) Si tiene los ojos azules, jcudl es la probabilidad de que no tenga el cabello castano?

¢) ;Cudl es la probabilidad de que no tenga el cabello castano ni los ojos azules?

)
)
)
)

d

(Cual es la probabilidad de que tenga el cabello castano o los ojos azules?

Solucién:
Sea C' al suceso ”cabello castano” y A al suceso ”ojos azules”:
Tenemos P(C) = 0,4, P(A) =0,35y P(CNA)=0,15).

C | C | Total C C Total
Al0,15 0,35 A10,15/0,201 0,35
—
A A10,25(0,40 | 0,65
0,40 1 0,40 | 0,60 | 1
P(ANC) 0,15
a) P(A|C) = PO) ~ 04 =0,375.
_ P(ANC 2
b) P@Cl4) = LADC) 020 oy

P(A) 0,35
c) P(CNA)=0,40 ver tabla.
d) P(CUA) = P(C)+ P(A) — P(CNA) =0,440,35— 0,15 = 0, 60.
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Capitulo 5

Estadistica

5.1. Restmenes tedricos

Graficos:

= Varable discreta: con diagrama de barras.
zi, p(xi) = pi, Z pi=1
Media = p = Z x;p;, Varianza = o2 = Z pi(x; — ,u)2 = Z pixi — 12
Desviacion tipica — V/Varianza
» Variable continua: histogramas (intervalos)
zi, fi,

Media = X = %Z{Z, Varianza = o2 = 2 fl(zng X)? _ szlff% -xX

Desviacién tipica = v Varianza

Histograma

Habitantes seguin edad media de una poblacién (en miles)

@

5

o
=

I

25

habitantes

s 0N W

=

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-70 70-30 90-110
edad media

Distribucién Binomial B(n, p):



p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de fracaso. Por ejemplo, si B(7,0,4) =
n="7p=0,4y q=0,6:

<mX=2y:(;)me&:03m

P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3), 6
P(X<3)=1-P(X>3)=1—(P(X=4)+P(X =5)+P(X =6)+ P(X = 7))

Su Media= p = np, su Varianza= 02 = npq y su Desviacién Tipica= +/Varianza.
Distribucién Normal N(u,o):

Tipificacién Paso de una normal N(u, o) a otra N(0,1): & — 'u, si queremos calcular P(a <

X < b) y X es de una normal N(u,0) entoces Z seguird una normal N(0,1)

P@<X<w=P@%ﬁ<Z<a;@

N(L2) o

N{y,0) = = N(0,1)

Cuando una distribucién binmial B(n,p) cumple np > 3 y ng > 3, se aproxima a una normal
N(np, \/npq), si son mayores de 5 la aproximacién es perfecta.

Pz<a)

P(Z>a)=1-P(Z<a), P(Z<—-a)=1-P(Z<a)
Pla<Z<b)=P(Z<b)—P(Z<a)
La correccién por continuidad de Yate seguird las siguientes reglas:

Plx=a)=P(a—0,5< X <a+0,5)
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P(X >a)=P(X >a—-0,5)
Célculo de z,/2 con un Nivel de confianza del 95%: NC = 0,95 = 1 — a (o =Nivel de signifi-

cacién)=— « = 0,05. Para una distribucién bilateral tendremos % =0,025 = P(Z < 24/2) =

1— % =1-0,025= 0,975 se busca en la tabla N(0,1) y obtenemos 2,/ = 1,96

Para muestras aleatorias de tamaiio n con media X de una N(u, o) la media X se distribuye como
una normal N <,u, %)

Error: F = za/gﬁ
Intervalo de Confianza: (X — E, X + E) = (Y — za/Q%,y + Za/g\;—ﬁ) zona de aceptacion
de hipétesis de igualdad de medias.

Proporciones: Sea p proporcién de la muestra de tamano n, se distribuye como una N (p, @)

Error: E = 2,2/ Lln_p)
Intervalo de Confianza: (p — E,p+ F) = (]5 - Za/2\/ @,ﬁ + 2a/2y/ @) zona de acepta-
cién de hipotesis de igualdad de proporciones.
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5.2. Andalucia

Sin problemas de estadistica

5.3. Aragén

5.3.1. Modelo de 2020

Problema 5.3.1 Una maquina automética que rellena botellas de un refresco esta presuntamente
regulada para que rellene cada botella con 250 ml. Sin embargo, se sabe que la cantidad real de
liquido que hay en cada botella se representa por una variable aleatoria Normal de media 250 ml
y varianza 400.

a) Se considera que una botella estd correctamente rellenada si contiene entre 240 y 260 ml.
(Cudl es la probabilidad de que una botella esté correctamente rellenada?

b) Por otra parte, las botellas con un contenido inferior a 210 ml deben ser desechadas. ;Cuél
es la probabilidad de que se deseche una botella?

Solucion:
Tenemos N (250,/400) = N (250, 20)

260 — 250>

240 — 2
a)P(240§X§260):P(%§ = P(-0,5< Z <05 = P(Z <

0,5)—P(Z < —0,5) = P(Z < 0,5)— (1 P(Z<O 5)) = 2P(Z <0,5)—1=2-0,6915—1 =
0,383

210 — 2
b) P(X§210):P<Z§%> = P(Z<-2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

5.3.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.3.2 De los estudiantes universitarios espanoles, uno de cada 5 abandona sus estudios.
Se seleccionan 5 estudiantes universitarios espanoles al azar, de modo independiente

a) §Cudl es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus estudios?
(No es preciso finalizar los cdlculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando y
desarrollando los nimeros y operaciones bésicas que la definen, pero sin hacer los cédlculos
finales)

b) {Qué es mds probable, que todos abandonen sus estudios, o que ninguno lo haga? Razone la
respuesta de modo numérico.

Solucién:
Sea S el suceso "abandona los estudios” luego p = P(S) =0,2,g=1—p=0,8 y n = 5. Se trata
de una distribucién binomial B(5;0, 2)

a) P(X < 1):P(X:1)+P(X:O):( ? )0,210,84+< 8 )0,200,85:0,73728

5
0
mx:m:(?

Es méas probable que ninguno abandone los estudios a que los abandonen todos.

b) P(X =0) = ( ) 0,200, 8% = 0, 32768

) 0,250, 8° = 0,00032
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Problema 5.3.3 Un estudiante universitario de matematicas ha comprobado que el tiempo que
le cuesta llegar desde su casa a la universidad sigue una distribucién normal de media 30 minutos
y desviacién tipica 5 minutos.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad?
b) (Cual es la probabilidad de que tarde entre 20 y 40 minutos?

c¢) El estudiante, un dia al salir de su casa, comprueba que faltan exactamente 40 minutos para
que empiece la clase ;Cudl es la probabilidad de que llegue tarde a clase?

Solucion:
Sea N(30,5)
a) P(X < 40) :P(Z < 40;30> = P(Z <2)=0,9772
b) P(20§X§40):P(20;30§Z§40;30) =P(-2<Z<2)=PZ<2)-PZ<

—2)=P(Z<2)—(1-P(Z<2)=2P(Z<2)—1=2-0,9772 -1 = 0,9544
40730> B

i)

¢) P(X240):P<Z2 (Z>2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

5.4. Asturias

5.4.1. Modelo de 2020

Problema 5.4.1 Al 80% de los alumnos de una clase les gusta el futbol; al 40% les gusta el
baloncesto y al 30 % les gustan ambos deportes.

a) Si se elige un alumno al azar, jcudl es la probabilidad de que le guste alguno de los dos
deportes (uno o los dos)?

b) Se eligen 100 alumnos al azar con reemplazamiento, es decir, cada vez que se elige un alumno
se le pregunta por sus gustos y se repone a la clase, pudiendo ser elegido nuevamente. Calcule,
aproximando la distribucién por una normal, la probabilidad de que como mucho a 75 les
guste el fatbol.

¢) Si en el apartado anterior la muestra hubiese sido de 10 alumnos, y no de 100 jcuél hubiese
sido la probabilidad de que exactamente a 5 les gustase el futbol?

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y desviacién
tipica 1: F(z) = P(Z < z), x > 0: F(1,5) = 0,9332; F(1,375) = 0,9154; F(1,25) = 0,8944;
F(1,125) = 0,8697; F(1) = 0,8413) Solucién:
Sean F' al suceso ”flitbol” y B al suceso ”baloncesto” Tenemos P(F) = 0,8, P(B) = 0,4 y
P(NB) =0,3
a) P(FUB) = P(F)+ P(B)— P(NB) = 0,8 +0,4—0,3=0,9
b) Tenemos p = P(F) = 0,8 = B(100;0,8), n > 10, np = 80 > 5y ng = 20 > 5 la podemos
aproximar con una normal N (np, \/npq) = N(80,4)
75,5 — 80
P(X < 75) = P(Z’f) = P(Z < -1,125) = 1 — P(Z < 1,125) = 1 — 0,8697 =
0,1303
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c) Sin=10<10,np =8> 5y ng = 2 < 5, luego B(10;0,8) no se puede aproximar por una
normal.

10

P(X:5):( s

) 0,8%0,2° = 0, 02642

5.4.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.4.2 Los 5 defensas, 3 medios y 2 delanteros de un equipo de futbol se entrenan
lanzando penaltis a su portero. Los defensas marcan gol la mitad de las veces, los medios las 2/3
partes de las veces y los delanteros las 3/4 partes de las veces.

a) Se elige un jugador al azar, jcudl es la probabilidad de que meta el penalti?

b) Se supone que la probabilidad del apartado anterior es del 60 %. El equipo realiza en una
semana 600 lanzamientos. En cada lanzamiento se elige un jugador al azar y regresa al grupo
pudiendo ser elegido nuevamente. Calcula la probabilidad de que como mucho se metan 400
goles aproximando la distribucién por una normal.

Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y desviacién
tipica 1:

F(z) = P(Z < x), F(3,25) = 0,9994, F'(3,2917) = 0,9995, F(3,3333) = 0,9996, F'(3,375) =
0,9996, F(3,4167) = 0,9997)

Solucion:
Sean D defensa, M medio, De delantero y G marca gol. -
Tenemos: P(D) = 0,5, P(M) = 0,3, P(De) = 0,2, P(G|D) = 0,5, P(G|D) = 0,5, P(G|M) =
2 — 1 —
5 = 0.667, P(G|M) = 5 = 0,333, P(G|De) = § = 0,75 y P(G|De) = ; = 0,25

2 3 3

a) P(G) = P(GD)P(D)+P(G|M)P(M)+P(G|De)P(De) = 0,5:0,5+ 0,3+ 0,2 = = = 0,6
b) p=0,6,¢g=1—p=0,4yn=600= B(600;0,6). Tenemos: n > 10, np = 600-0,6 =

360 > 5y ng=0600-0,2=120>5= N(np;/npq) = N(360,12)

400,5 — 360

P(X < 400) = P (Z < T) — P(Z < 3,375) = 0,9996

5.4.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.4.3 En una pumarada la produccién en kilogramos de cada manzano sigue una
distribucién normal de media p = 50 y desviacién tipica o = 10. Calcula:

a) La proporcién de drboles que dan entre 30 y 60 kilogramos.
b) El ntimero de kilogramos por drbol a los que no llegan o igualan el 60 % de los &rboles.

Algunos valores de la funcién de distribucién de la distribucién normal de media 0 y desviacién
tipica 1:

F(z) = P(Z <
F(0,2533) = 0,6,

z), F(2) = 0,9772, F(1) = 0,8413, F(1,5) = 0,9332; F(0,5) = 0,6915,
F(0,5244) = 0,7, F(0,8416) = 0,8)

Solucion:
N(50,10)

252



a) P(30§X§60):P<301_050 Zg%) =P(-2<Z<1)=PZ<1)-PZ<
—2)=P(Z<1)-(1-P(Z<2)=P(Z<1)+P(Z<2)—1=0,841340,9772 -1 =

0,8185 = 81,85%

IN

—50

X
b) P(Z<a)=0,6—= a=0,2533 = a= 10

=0,2533 = X = 52,533

5.5. Cantabria

5.5.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.5.1 Un determinado test rapido para anticuerpos de COVID-19 consigue detectar
concentraciones iguales o superiores a 10 U, en donde U son unidades de concentracién de anti-
cuerpos. De esta forma, concentraciones iguales o superiores a 10 U dan un resultado positivo,
mientras que concentraciones inferiores a 10 U dan un resultado negativo en el test. Suponemos
que la concentracién de anticuerpos sigue una distribuciéon normal con media 20 U y desviacién
tipica 5 U y que todas las personas que han pasado la enfermedad han desarrollado anticuerpos.

a) Calcula la probabilidad de que una persona que ha pasado la enfermedad de negativo en el
test.

b) Calcula qué concentraciones deberia detectar el test para que la probabilidad calculada en el
apartado anterior fuese del 1 %.

Solucion:
N(20;5)
10 — 20
a) P(X < 10):P(Z§ 3 ) =P(Z<-2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 10,0228 =
38,3%
X -20
b) P(X <a) =0,0l = P(X < —a) =099 = —a =232 = —a = — 5 =

2,325 = X = 8,375

5.5.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.5.2 En la Unién Europea hay aproximadamente 250 millones de hombres adultos,
de los cuales 12 millones miden mas de 190cm. En Holanda hay aproximadamente 7 millones de
hombres adultos, cuya altura sigue una distribucién normal con media 184 cm y desviacién tipica
7 cm. Supongamos que elegimos un hombre adulto al azar de toda la Unién Europea.

a) Calcula la probabilidad de que mida més de 190 cm.

b) Calcula la probabilidad de que sea holandés.

d

)
)

¢) Calcula la probabilidad de que mida més de 190 cm sabiendo que es holandés.
) Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide mas de 190 cm.

Solucion:
N(184;7)

12
a) P(altura > 190 cm) = 250 = 0,048
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b)

c) P(X > 190|holandés) = P <Z >

d)

5.6.

P(holandés) =

7
— = 0,028
250 ’
190 — 184
> f> = P(Z >0,86)1 — P(Z < 0,86) =

1—0,8051 = 0, 1949

P(X > 190|holandés) P(holandé
P(holandés|altura > 190 cm) = (X = 190]holandés) P(holandés) =
P(altura > 190 cm)
0,1949-0,028

0,048

=0,1137

Castilla La Mancha

5.6.1. Modelo de 2020

Problema 5.6.1 En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar
para que salga a la pizarra. Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables

de la semana salgan a la pizarra:
a) Tres chicas.
b) Al menos tres chicos.
Solucién:
LLamamos A : chica. e
p=P(A) = 35 = 0,8 = B(20;0,8)
a) P(X =3)= < g >0,830,22 =0,2048

b)

Si hay 3 chicos quiere decir que hay 2 chicas, que hay 4 chicos quiere decir que hay 1 chica
y que salgan 5 chicos quiere decir que han salido 0 chicas. Esta claro que 5 chicos no puede
haber.

P=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) = ( 8 ) 0,800,25+( ? ) 0,810,23+( g ) 0,820,2% =
0,0579

Problema 5.6.2 El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervenciéon quirtrgica sigue
una distribucién normal N(10,2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones
que se pueden realizar:

2)
b)

Entre 6,5 y 13 horas.

En menos de siete horas.

Solucion:

a)

b)

N(10;2)

-1 13-1
P(6,5 < X < 13) :P(6’5270§2< 3 0)

<=5 = P(-1,75 < Z < 1,5) = P(Z <

1,5) — P(Z < —1,75) = P(Z < 1,5) — (1 — P(Z < 1,75)) = 0,9332 — (1 — 0,9599) =
2.0,9772 — 1 = 0,8931

P(X<T)=(Z2< 0 =P(Z<-1,5)=1-P(Z <1,5) =1-0,9332 = 0,0668
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5.6.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2019

Problema 5.6.3 En un servicio de emergencias el 60 % de los avisos que se reciben se clasifican
con el cédigo amarillo, el 30 % con el naranja y el 10% con el rojo. Si en una centralita se reciben
9 avisos,

a) jqué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 o menos avisos naranjas?
b) jqué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?

Solucién:
Sean A al suceso ”se activa el cédigo amarillo”, B al suceso ”se activa el cddigo naranja” y R al
suceso ”se activa el cédigo rojo”

a) p=P(N)=0,3= B(9;0,3)
P(X <2)=PX =0+PX =1)+PX =2) = ((9))0,300, 70 + <?>0,310,78 -

9
<2> 0,3%0,77 = 0, 46283

b) p=P(AUN)=0,9= B(90,9)
9
P(X =9)= (9)0,990, 19 = 0, 38742

5.6.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.6.4 El tiempo que un usuario de la red instagram pasa conectado a diario a dicha
red social sigue una ley normal de media 53 minutos y desviacion tipica 10 minutos.

a) {Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte mas de 30 minutos
al dia?

b) ;Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67 minutos al dia?

Solucion:
N (53;10)

a) P(X >30) = P(Z > 301_053> =P(Z>-23)=1-(P(Z<-2,3))=

1-(1-P(Z<2,3)) :P(Z§2,3) =0,9893

§671053) P(-1,3<7Z<1,4) =
1,3)=P(Z<1,4)-(1-P(Z<1,3) =
,3)—1=0,9192+0,9032 — 1 = 0,8224 = 82,24 %

b) P(40 < 67) P(

P(Z<1,4)—
P(Z <1,4) +

| /\

P(Z g—
P(Z<1

5.7. Castilla Leon
5.7.1. Modelo de 2020

Problema 5.7.1 La variable aleatoria IMC (indice de masa corporal, de modo abreviado) de las
personas adultas de un determinado pais sigue una distribuciéon normal de media 26 y desviacién
tipica de 6. Si tener un IMC superior a 35 significa ser obeso, encontrar la proporcién de personas
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adultas obesas de ese pais.
Solucién:
N(26;6)
35— 26
6

P(X > 35) :P<Z2 ) =P(Z>1,5)=1-P(Z<1,5)=1-0,9332 = 0,0668 —>

6,68 %

5.7.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.7.2 El peso de los alumnos de 2° de bachillerato de un instituto de Ledn, sigue una
distribucién normal, de media 75 kg y de desviacién tipica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular
la probabilidad de que:

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg.
b) Tenga un peso superior a 85 kg.

Solucién:
N(75;5)
a) P(70§X§80):P<70775 <Z< 8Og75> =P(-1<Z<1)=
P(Z<1)—P(Z<-1)=P(Z<1)—(1-P(Z<1)=2P(Z<1)—1=

2-0,8413 -1 = 10,6826
85—75>

b) P(X > 85) = (Zz —P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

5.7.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.7.3 El consumo de azicar en un determinado pafs, calculado en Kg (kilogramos)
por persona y ano, varia segun una distribuciéon normal de media 15 y desviacion tipica 5.

a) {Qué porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 Kg de azicar al ano?

b) (Cudl es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de azicar es superior a 25

Kg?
Solucion:
N(15;5)
10— 15
a)P(Xgl()):P(Zg 5 ):P(ngl):lfP(Zg1):170,841320,1587
25 —15
b) P(XZ25):P(ZZ 5 ):P(ZZQ): —P(Z<2)=1-0,9772—-1=0,228

5.8. Cataluna

No pusieron problemas de estadistica.

5.9. Comunidad Valenciana

No pusieron problemas de estadistica.
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5.10. Extremadura

5.10.1. Modelo de 2020

Problema 5.10.1 Un pediatra de un centro de salud extremeno estd haciendo un estudio del peso
de los ninos que atiende. El peso de estos ninos se distribuye de acuerdo a una distribucién normal
de media 26 kg y desviacion tipica 4,3. Se elige un nino al azar.

a) Calcular la probabilidad de que el peso del nifo esté entre 25 y 28 kg.

b) ;Qué peso ha de tener el nino como minimo para que esté por encima del umbral del 20 %7

Solucion:
N(26:4,3)
25— 2 28 — 2
a) P(25§X§28):P( 5436§Z§ 8436>:P(f0,23gzgo,47):
P(Z < 0,47) — (1 — P(Z < 0,23)) = 0,6808 + 0,5910 — 1 = 0, 2718
—9 —9 —9
b)P(Xga)zp(zga436):o,2:>P<Z§—“ 6):1—0,2:0,8:>—“436:
0,845 — a = 22, 3665 kg 7 ’

5.10.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.10.2 Se ha hecho un estudio de un famoso jugador de baloncesto de la ACB y se
sabe que tiene una probabilidad de encestar un triple del 60 %. Si realiza 8 tiros a canasta

a) Calcule la probabilidad de que enceste 5 triples.

b) Calcule la probabilidad de que enceste al menos 2.

¢) Determine la media y la desviacién tipica de la distribucidn.
Solucién:

B(8;0,6)

a) P(X

8
5) = (5)0,650,43 =0,27869184

b) P(X>2)=1-Pz<2) =1-[P(X =0)+ P(X =1)] =

8 8
=1- K0> 0,6°0,4% + <1) 0,610,41 =1—0,00851968 = 0, 99148032

¢) La media: np = 8 -0,6 = 4,8 triples y la desviacién tipica: /npg = /8-0,6-0,4 =
1, 385640646 triples

5.10.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.10.3 El radio de un pistén se distribuye segin una distribuciéon normal de media 5
cm y desviacion tipica de 0,01 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un pistén tenga un radio mayor que 5,01.

b) Calcule la probabilidad de que un pistén tenga un radio entre 4,98 y 5 cm.
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Solucion:

N(5;0,01)

5,01—5
a)P(X25,01):P(22W>:P(Zzl):l—P(Zg1):1—0,8413:0,1587

4,985 5—5>
P(4,98 < X < <z< = P(—2<Z<0)=
b) P(4,98 5) (()01 =7 =001 (-2<2<0)
P(Z<0)—P(Z<-2)=P(Z<0)—(1-P(Z<2)=
P(Z<0)+P(Z<2)—1—05+09772—1:04772

5.11. Galicia

5.11.1. Modelo de 2020

Problema 5.11.1 En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue
una distribucién normal de media 25°C y desviacion tipica 4°C. Calcula la probabilidad de que la
temperatura méaxima de un cierto dia esté comprendida entre 21°C y 27,2°C. ;En cuéntos dias del
mes se espera que la temperatura méaxima permanezca dentro de ese rango?

Solucion:
N(25,4)

13(21;25 ggzg%) P(—-1< Z<0,55) =
P(Z<0,55)—P(Z<-1)=P(Z<0,55)—(1-—P(Z<1))=0,7088 — (1 — 0,8413) = 0,5501
Como julio tiene 31 dias: 31- P(21 < X < 27,2) = 31-0,5501 = 17,0531 ~ 17 dias aproximada-

mente.

P(21 < X <27,2) =

5.11.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.11.2 En una cadena de montaje, el tiempo empleado para realizar un determinado
trabajo sigue una distribucién normal de media 20 minutos y desviacién tipica 4 minutos. Calcule
la probabilidad de que se haga ese trabajo en un tiempo comprendido entre 16 y 26 minutos.

Solucion:
N(20,4)

16 — 20 26—20):P(71§Z§1’5):

<z<

P(16§X§26):P(

P(Z<1,5)—P(Z<-1)=P(Z<1,5)—(1-P(Z<1))=0,9332 — (1 —0,8413) = 0, 7745

5.11.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.11.3 Se pide:

a) En una determinada poblacién de drboles, el 20 % tienen mds de 30 anos. Si se eligen 40
arboles al azar, calcule la probabilidad de que solamente 4 de ellos tengan méas de 30 anos.
El ntimero total de arboles es tan grande que se puede asumir elecciéon con reemplazo.
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b) Si X sigue una distribucién normal de media 15y P(X < 18) = 0,6915, ;cudl es la desviacién
tipica?

Solucion:

a) B(40;0,2). Tenemos n > 10, np =40-0,2=8 > 5y ng =40-0,8 = 32 > 5 = la binomial
se aproxima a una normal N (np, ,/npq) = N(8;2,53)
_ 4.5
P(X=4)=P (3’25538 <7< ’25538) = P(-1,78 < Z < —1,38) = P(X < —1,38) —
P(X < —1,78) = P(X <1,78) — P(X < 1,38) = 0,9625 — 0,9162 = 0, 0463

40
P(X =4)= (4 )0, 240,836 = 0,04745

18 - 15

3
b) N(15;o):>P(X§18):P<Z< ):0,691z5=0,5=>a=6

5.12. Islas Baleares

5.12.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.12.1 El nimero de horas de vida de una cierta bacteria (tipo A) se distribuye segiin
una normal de media 110 horas y desviacion tipica de 0,75 horas. Calcula la probabilidad de que,
escogiendo al azar un bacteria:

a) su numero de horas de vida sobrepase las 112,25 horas.
b) su nimero de horas de vida sea inferior a 109,25 horas.

De otra bacteria (tipo B) se sabe que el ntimero de horas de vida se distribuye segiin una normal de
media 110 horas, pero se desconoce su desviacion tipica. Experimentalmente se ha comprobado que
la probabilidad de que una bacteria tipo B viva mas de 125 horas es 0,1587. Calcula la desviacién
tipica de la distribucién del nimero de horas de vida de las bacterias tipo B.

Solucion:
N(110;0,75)

a) P(X > 112,25) = P(zz%) —P(Z>3)=1-P(Z<3)=1-0,9987 =

0,0013 ’
b) P(X < 109,25) = P(Zg W) —P(Z<-1)=1-P(Z<1)=1-0,8413 =

0,1587 ’

N(110;0)
P(X > 125) :P(Zz M) =0, 1587 = P(Zg ?) =1-0,1587 = 0,8413 —>
15

—=1=—= 0=15
o
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5.12.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.12.2 El peso de un grupo de personas sigue una distribucién normal de media 54,3
kg y desviacion tipica de 6,5 kg.

a) {Cudl es el porcentaje de personas con peso superior a 57 kg?
b) {Qué porcentaje de personas pesan entre 50 y 57 kg?

c) Si se elige una persona al azar que estd dentro del 70% de las personas que menos pesan,
como a maximo, cuantos kilos deberfa pesar?

Solucion:
N(54,3;6,5)

a) P(X >57)=P (Z>57 5343) P(Z >0,42) =1— P(Z <0,42) =1 —0,6628 = 0,3372

50 — 54,3 57 — 54,3
b)P(50§X§57):P<675’<Z T) P(~0,66 < Z < 0,42) =
P(Z <0,42)— P(Z < —0,66) = P(Z < 0,42) — (1— P(Z < 0,66)) = 0, 6628 — (1—0, 7454) =

0, 4082

— 54 — 54
“753’):07 a75,3:07525:>

c)P(XSa):O77:>P(Z§ 6 G

a = 57,7125 kg.

5.13. Islas Canarias

5.13.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.13.1 El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca
de impresoras de chorro de tinta viene dado, aproximadamente, por una distribucién normal con
un promedio de 1500 horas y una desviacién tipica de 200 horas.

a) {Qué porcentaje de esas impresoras fallardn antes de 1000 horas de funcionamiento?

b) {Qué porcentaje de esas impresoras tendran la primera averia entre las 1000 y 2000 horas de
uso?

Solucién:
N(1500; 200)

1000 — 1500
a)P(XglOOO):P(Z§T>:P(Zg—2,5):1—P(Z§2,5):1—0,9938:
0,0062 = 0,62 %
1000 — 1 2000 — 1
b) P(1000§X§2000):P(W§Z§ 000200500) (=2,5 < Z < 2,5) =
P(Z < 2,5)—P(Z < -2,5) = P(Z <25 —(1-— < 2,5) =2P(Z <25 —1=

2-0,9938 — 1 =0,9876 = 98,76 %

Problema 5.13.2 Se sabe que el 8% de los anélisis de comprobacién del niquel en una aleacién
de acero son erréneos. Se realizan 10 andlisis.
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a) Se afirma que la probabilidad de que 3 o mé&s anélisis sean erréneos es menor que el 3 %.
Justifique si es cierto.

b) Se afirma que la probabilidad de obtener exactamente 3 andlisis erréneos es menor que el
3 %. Justifique si es cierto.

c¢) Si se realizan 100 andlisis, justifique si el nimero esperado de andlisis correctos es igual a 8.

Solucion:
B(10;0,08)

a) P(X >
10
)

10
b) P(X =3) = ( 5 )o, 08%0,92” = 0,0343 = 3,43 % > 3% Luego la afirmacién del problema,

)=1-PX <3)=1-(P(X =0)+P(X = 1) +P(X =2) =1-

3
10 10
,08%0,9210 ( ) )0,0810,929 + (2 )0,0820,928} =0,04

no es cierta.

c) B(100;0,92) = E[X] = np =100 - 0,92 = 92 andlisis correctos y 8 erréneos.

5.13.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.13.3 Si una bombilla fluorescente presenta un 90 % de posibilidades de tener una
vida til de al menos 800 horas, seleccionando 20 bombillas fluorescentes de este tipo, justificar si
las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) Al seleccionar exactamente 18 bombillas fluorescentes, més del 30 % tienen una vida 1til de
al menos 800 horas.

b) La probabilidad de que dos bombillas fluorescentes o menos NO tengan una duracién de al
menos 800 horas es menor que 0,7.

c¢) El valor esperado de bombillas con una vida 1til de al menos 800 horas si se toma una muestra
de 100 bombillas fluorescentes es igual a 10.

Solucion:
B(20;0,9)

20

18 0,9'%0,1%2 = 0,2852 = 28,52 % < 30% = no se cumple la afirmacién

a) P(X =18) =
de més del 30 %.

b) que dos o més bombillas tengan una duracién menor de 800 horas es lo mismo que 18 o més
bombillas tengan una duracién superior de 800 horas.

20 20
P(X >18) = P(X =18) + P(X = 19) + P(X =20) = (18> 0,90, 1% + (19> 0,9%0,1" +

20
(20)0, 9%00,1% = 0,67693 < 0,7 la afirmacién si se cumple.

¢) np=100-0,9 =90 = la afirmacién no es correcta.
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5.14. La Rioja

5.14.1. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.14.1 Se sabe que dos poblaciones distintas X e Y se distribuyen segiin una Normal
de media 25. Ademds P(X > 27) = P(Y > 30) = 0,1587. Calcular sus respectivas varianzas.

Solucién:
X ~ N(25;0,), Y =~ N(25;0,)

P(X227):P(Zz 270_25> =0,1587 = P(Zg 270_ 25) =1-0,1587 = 0,8413 =

;:1:» 0, =2= Var(X)=0,>=4

P(YZBO):P(Zz 300_25> =0,1587 = P<Z§ 300_25> =1-0,1587 = 0,8413 =
Yy Y

3=1:> oy =5= Var(X)=0,>=25

Oy

5.14.2. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.14.2 La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribucién Nor-
mal, de media 15 dias y desviacién tipica 4 dias.

a) Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias.

b) Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 dias.

N(15;4)
10—15
a) P(X <10)=P (Z < — ) =P(Z<-1,25)=1-P(Z <1,25) = 1—0,8944 = 0, 1056
11—15 19-15

b)P(11§X§19):P( <Z< )zP(—1§Z§1):
=PZ<1)-P(Z<-1)=PZ<1)-(1-P(Z<1))=

=0,8413 — 1+ 0,8413 = 0,6826

5.15. Madrid

5.15.1. Modelo de 2020

Problema 5.15.1 En cierta ciudad se estima que la temperatura maxima de cada dia, en el mes
de junio, sigue una distribucién normal de media 30°C y varianza 25. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que un dia cualquiera del mes la temperatura méaxima esté entre
28°C y 32°C.

b) Calcular el ntimero esperado de dias del mes con méxima superior a 36°C.

c¢) Determinar la temperatura méxima alcanzada el dia 10 de junio, sabiendo que dicha tempe-
ratura fue superada exactamente el 50 % de los dias del mes.
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Solucion:
0? =Var(X)=25= 0 =5= N(30,5)

28—30§Z§32—30

a) P(28§X§32):P< ):P(70,4§Z§0,4):P(Z§0,4)7
P(Z < —0,4) = P(Z <0,4)—(1—P(Z <0,4)) =2P(Z < 0,4)—1 =2-0,6554— 1 = 0, 3108
36 — 30

b) P(X > 36) :P(Zz > =P(Z>1,2)=1-P(Z<1,2) =1-0,8849 = 0,1151.

Como el mes de junio tiene 30 dias tendremos 30P(X > 36) = 30-0,1151 = 3,453 —> entre
3 o 4 dias se superaran los 36° de temperatura.

— 30 —~ 30 — 30
) P(Xza):P<Z2a5 ):1—P<Z<a5 ):0,5:,»a5 = 0= a=30°

5.15.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.15.2 Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en
el centro de una diana. La probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30 %. En los
lanzamientos sucesivos la punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del 40 %, en el
tercero del 50 % y en el cuarto del 60 %. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto
disparo.

b) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) En una exhibicién participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85 % de sus lanza-
mientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos
al primer disparo.

Solucion:

a) La probabilidad P; de que no se lance la cuarta flecha seré:
P, = probabilidad de acertar en el primer lanzamiento + probabilidad de fallar el primer
lanzamiento y acertar el segundo + probabilidad de fallar el primer lanzamiento y fallar el
segundo lanzamiento y acertar el tercer lanzamiento = 0,3+0,7-0,4+0,7-0,6-0,5=10,79

b) P, = probabilidad de no acierta en la primera y no acierta en la segunda y no acierta en la
tercera y no acierta en la cuarta =0,7-0,6-0,5-0,4 = 0,084

c) B(10;0,85):
10

P(X:ﬁ):( p

)-0,856~0,154:0,04

5.15.3. Convocatoria Ordinaria junio de 2020-coincidente

Problema 5.15.3 El peso de las crias recién nacidas de una especie de primates sigue una distri-
bucién normal X de media p = 3353 gramos. Sabiendo que P(X > 3693) = 0, 2, se pide:

a) Calcular la desviacién tipica, o, de la distribucién de pesos.

b) Calcular el valor zg tal que P(X < z¢) =0, 2.
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Solucion:
N (3353;0)

— 4
3693 3353) _ 1—P( 340

a)P(X23693):P(Z2 Zg—):o,zzua(zg@)z
g g

340
0,8 = — =0,845 = o = 402, 37 gramos.
o

g

o — 3353) ( o — 3353)
b) P(X < :P(Z<7 _1_p(z< =503
) PX < 20) = 402,37 =TT 402,37 —
o — 3353

P <Z < %0 —3353 o5 57 = 0.845 = 2o = 3013 gramos.

=TT 402,37 ):0’8:>_

5.15.4. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.15.4 En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos
que P(X)=0,4y que P(XNY)=0,08 (donde Y es el suceso complementario de Y ). Se pide:

a) Calcular P(Y).
b) Calcular P(X UY).

c¢) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento es un éxito
cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la probabilidad de
haber tenido éxito al menos 2 veces.

Solucion: -
Tenemos P(XNY)=P(X)P(Y), P(X)=0,4y P(XNY)=0,08

a) P(XNY)=P(X)-P(XNY)= P(XNY)=P(X)-P(XNY)=0,4—0,08 = 0,32
P(XNY)=P(X)P(Y)=> 0,32 =0,4P(Y) = P(Y) = 00’ 342 =0,8

b) P(XUY)=P(X)+P(Y)—P(XNY)=0,4+0,8—0,32=0,88.

c) p=P(X)=1-P(X)=0,6ysea A el n° de aciertos con probabilidad p. Se trata de una
distribucién binomial B(8;0,6).

P(A>2)=1-(P(A=0)+ P(A=1)) =

1- {( g )0,60-0,48+< 515 )0,61 ~0,47} = 0,99148032

5.16. Murcia

5.16.1. Modelo de 2020

Problema 5.16.1 El tiempo de duracién de las bombillas de una cierta marca, medido en horas,
sigue una distribucién normal de media p y desviacién tipica o. Se sabe que el 69,50 % de las
bombillas duran menos de 5061,2 horas, y que el 16,60 % de las bombillas duran més de 5116,4
horas.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061,2 y 5116,4 horas?

b) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién normal.
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IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.

Solucion:
N(p,0)

a) P(X < 5061,2) = 0,6950 y P(X > 5116,4) = 0,1660 = P(X < 5116,4) = 1 — 0, 1660 =
0,834

P(5061,2 < X < 5116,4) = P(X < 5116,4) — P(X < 5061,2) = 0,834 — 0,695 = 0, 139
b)
5061,2 — p

g

>:0,6950:> = 0,51 = 0,510+ p = 5061, 2

1,2 -
P(X < 5061,2) = ( 50612 — p
g

= 0,97 = 0,970 + = 5116,4

5116,4 — 5116,4 —
P(X < 5116,4) = (%) = 0,834 = T“

{O,5la+u:506172 L { 1 = 5000
0,970 + pu = 5116, 4 o =120

5.16.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.16.2 Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas rojas. Consideramos la variable alea-
toria que cuenta el nimero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente
experimento: se saca una bola de la urna y, después de anotar el color, se devuelve la bola a la
urna.

a) {Qué tipo de distribucién sigue dicha variable aleatoria y cudles son sus pardmetros?
b) ;Cudl es la media y la desviacién tipica de esta distribucién?

¢) (Cuadl es la probabilidad de que el niimero de bolas anotado sea menor o igual que 47

IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.
Solucién:

a) B(9,0,4)
b) Media=np=9-0,4 = 3,6 y la desviacién tipica= /npq = 1/9-0,4-0,6 = 1,4697

¢) PIX<4)=PX=0+PX=1)+PX=2)+P(X=3)+P(X =4)= (9 0,4°0,6° +

0
9 1 8 9 2 7 9 3 6 9 4 5
1 )0:470,6%+ () )0,4%0,67 +  )0,4%0,6° + (| )0,4%0,67 =0, 7334

5.16.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2020

Problema 5.16.3 El peso de los recién nacidos, medido en kilogramos (kg), sigue una distribucién
normal de media p = 2,8 kg y desviacién tipica o. Se sabe que sélo el 20,05 % de ellos pesa més
de 3 kg.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese més de 2,6 kg?
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b) Calcule la desviacién tipica de esta distribucién normal.

¢) ;Cuél es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg?

IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.
Solucién:

a)
N(2,8;0)
3-2,8 0,2
Px>3)=pP(z> ~0,2005 = P(Z< — 10,2005 = 0,7995 =
g g
2
0.2 _ (84— o =0,2381
g

N(2,8:0,2381)

2,6 —2,8

> = >
P(X 226) P<Z* 0, 2381

) =P(Z>-0,84) = P(Z <0,84) =0,7995
b) Calculada en el apartado anterior.

2,02
¢) P(X§2,9):P<Z<u

= P(Z £0,42) = 0,6628
- 0,2381) (2<042) ’

5.17. Navarra

No pusieron problemas de estadistica.

5.18. Pais Vasco

5.18.1. Modelo de 2020

Problema 5.18.1 Lanzamos un dado de seis caras 6000 veces. Calcular la probabilidad de que el
nimero de veces que salga el 5

a) sea superior a 1500.
b) esté comprendido entre 1000 y 1100.
Solucién:

B(6000;0,167), n = 6000 > 10, np = 6000-0,167 = 1000 > 5, ng = 6000- 0,833 = 5000 > 5 =
B(6000;0,167) ~ N(np, /ipq) = N(1000, 28, 87)

1500, 5 — 1000
a)P(X>1500):P(Z>W):P(Z>17,34):17P(Z<17,34):171:0
999, 5 — 1000 1100, 5 — 1000
P(1000 < X < 1100) = p (222> = 000 5 2100.5 = 1000
b) P(1000 < X < 1100) < 887 7S 2887 >

P(—0,02 < Z < 3,48) = P(Z < 3,48) — P(Z < —0,02) =
P(Z <3,48) — (1—P(Z <0,02) =1—1+ P(Z < 0,02) = 0,5080
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5.18.2. Convocatoria Ordinaria junio de 2020

Problema 5.18.2 En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse
0 no un automoévil, con independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un
aparcamiento esté ocupado es de 0,4, se pide:

a) Identificar y describir este modelo de probabilidad.
b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automdviles aparcados.
¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automdéviles aparcados.

Solucion:
B(6000;0,167), n = 6000 > 10, np = 6000-0,167 = 1000 > 5, ng = 6000-0,833 = 5000 > 5 —>
B(6000;0,167) ~ N(np,/npg) = N (1000, 28, 87)

a) Se trata de una binomial B(30;0,4), n = 30 > 10, np = 30-0,4 = 12 > 5y ng = 30 -
0,6 = 18. La distribucién binomial se puede aproximar mediante una normal N (np, \/npq) =
N(12;2,6833)

30
b) P(X =8) = (8)0’4807622 = 0,0505. De otra manera:
7,512 8,5—12>
(X=8)=PT5<X<85) <z%% == 79 6833
P(~1,68<Z < —1,30) = P(Z < —1,30) — P(Z < —1,68) =

(1-P(Z<1,30)—(1—P(Z<1,68)) = P(Z < 1,68) — P(Z < 1,30) = 0,9535 — 0,9032 =
0,0503

9,512 20,5 — 12
P10<X <2 =P(’7<Z<’7>:P—, <Z<3,17) =
¢) P10 < X <20) 2.6833 = 26833 (0,93 < 2 <3,17)

P(Z <3,17T)— P(Z < —0,93) = P(Z < 3,17) — (1 — P(Z < 0,93)) =
P(Z <3,17)+ P(Z < 0,93) — 1 = 0,9992 + 0, 8238 — 1 = 0,823
5.18.3. Convocatoria Extraordinaria julio de 2019

Problema 5.18.3 Una maquina produce recipientes cuyas capacidades se distribuyen segin una
distribucién normal N(10;0,1). Un fabricante considera que un recipiente es defectuoso si su ca-
pacidad no esta entre 9,8 y 10,1. Calcular:

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso.

b) Si se han fabricado 1500 recipientes, jcudntos se esperan defectuosos?

Solucion:
N(10;0,1)
-1 10,1 -1
@P@gngm@pﬂ%%%ngzgi%TJ»:P@nggn:

P(Z<1)-P(Z<-2)=P(Z<1)—(1-P(Z<2))=0,8413—-1410,9772 = 0,8185
Esta probabilidad corresponde a no defectuoso, luego P(defectuoso) =1 —0,8185 = 0, 1815.

b) E[X] = nP(defectuoso) = 1500 - 0, 1815 = 272,25 ~ 273 recipientes defectuosos.
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