Examen de Matemaéticas Il (Selectividad - Extraordinaria 2024)

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificard sobre 2,5 puntos.

TIEMPO: 90 minutos.

Opcién A

A. 1 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro A,
0 1 1 T 1 0
A—1 1 1 yl—(A)=1(0],
1 A—1 1 z 0 0
Se pide:

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores de .

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucién con

T =3>5.
Solucion:
0 1 1\ [z 0 1 1
A-1 1 1 yl=(0]+[A]=1]A
1 A-11 z 0 0 0
0 111
a) A= A=1 1 1|X |=|4]=X-3)\+2=0= A=1yA\=2.
1 A=1 1]0

® Si\eR-{1,2} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =n° de incégnitas=—>
sistema compatible determinado. (Solucién tnica)

* SiA=2: ~ _
01 1|1 F 01 1|1
A= 1 1 12 = Fy = 1 1 1] 2 ==
1 1 1]0 | F3—Fy | 0 0 0]-2
Sistema incompatible. (No tiene solucién)
& Si)\=1: ~ _
01 1|1 Ey 01 1|1
A= 01 1|1 |=|FB-F |=( 0000 |=
10 1[0 B 10 1[0
Sistema compatible indeterminado. (Infinitas soluciones)
b) SiA=1:
T =—p
{giz:(l) = y=1—p VueR
z=p
T=95
Siz=—= p=-5— y=206
zZ=-5



A. 2 (2,5 puntos)

a) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polindmica de grado 2 cuya gréfica sea tangente
a la recta y = x en el punto (0,0).

b) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 que tenga un méximo
relativo en el punto (1, 1).

¢) (0,5 puntos) Justifique si una funcién polindmica de grado 2 puede tener dos extremos rela-
tivos en R.

Solucion:

a) Seaf(aj):aaj2+bm—|—c:> fl<x):2a$+b$ m:f/(o):bzlyf(o):C:Oﬁ
f(z) =ax® + 2, Ya € R Sicogemos a = 1 = f(x) =2+

b) Ahora f(1) =1 = a+b+c =1y f(1) =2a+b =0 = b= —2a si cogemos
a=1=1-2+c=1= c=2tenemos f(z) = 2> — 22 + 2.
Hay que comprobar si es un maximo f'(z) =2z -2 = f'(z) =2 = f"(1)=2> 0=

x = 1 es un minimo, luego a tiene que ser negativa a € (—o0,0) por ejemplo ¢ = —1 =
1424+c=1=c=0= f(x)= 2*+2x = fl(x) = 22+2=0= z =1
y f(z) = =2 = f"(1) = =2 < 0 = (1,1) es un mdximo relativo. La funcién serfa

fz) = —2° 4 2.

¢) No es posible, la derivada de una funcién polinémica de grado 2 es otra de grado 1 que al
igualar a cero sélo tendria una solucién y, por tanto, como mucho un extremo relativo.

A. 3 (2,5 puntos) Sean los puntos P(1,—1,3) y Q(2,1,—1):
a) (1 punto) Determine una ecuacién del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

b) (1,5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del tridngulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentraenlarectar = x—-2 =y = 2.
Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es nula.

Solucion:

a) Se trata del plano mediador. Un punto de este plano H(z,y, z) cample: d(P, H) = d(Q, H) =
IPH| = 1QH| = /e 17+ s+ 12+ =37 = /@ —22 + (1= 1’ + z + 12 =

m:2x+4y—82+4+5=0

2+ A
A — R(2+ M\
A

x
by riz—2=y=2z— Y
z

IPGI2 = |(1,2,—4)[2 = 21

PR = (14 AMA+ LA —3)2=2(1+A)2 + (A —3)2
ICﬁ\2 I(MA=TA+ D2 =22+ A =12+ (A +1)? 1
PGP + |PRP + |QR|> = 6)2 — 27+ 34 = 34 — 2A(3A — 1) = 0 — A=0yA=3.

Como ninguna de las coordenadas de R puede ser nula tenemos como tnica solucién vélida:

111 711
worbbd)- G4
+333 3'3°3

2



A. 4 (2,5 puntos) En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A; y As, de igual
probabilidad 0,4 y se considera A3 = A; U Ay (por tanto, la probabilidad de As es 0,2). De cierto
suceso B se sabe que P(B|A;) = P(B|As) y P(B|A3) = 2P(B|A1).Y de un suceso C independiente
de A; se sabe que P(C|A43) =0,3y P(C|A3) =0,6. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de B si P(B|A4;) = 0, 25.
b) (1,5 puntos) Calcular la probabilidad de C'y determinar si C' es independiente de As.
Solucién:

a) Tenemos que A; U Ax U A3 = Q y ademds son incompatibles dos a dos. Por el teorema de la
probabilidad total: P(B) = P(BN A1) + P(BN As) + P(BN As3)
Calculamos estas probabilidades:
P(BNnA;)=P(A)P(B|A;) =0,4-0,25=0,1
P(BnNAy) = P(A2)P(B|Ag) = P(A)P (B|A1) 0,4-0,25 =
P(BnNAs)=P(A3)P(B|As) = P(A4s) - 2P(B|A;) =0,2-0,5
Luego P(B)=0,1+0,14+0,1=0,3

0,1
=0,1

b) Tenemos igualmente que A; U A3 U A3 = Q y demas son incompatible dos a dos. Por el
teorema de la probabilidad total: P(C) = P(CNA;)+ P(CNAg)+ P(CnNAs3)
Calculamos estas probabilidades:
P(CNAy))=P(A)P(C)=0,4P(C)
P(CNAs) =P(A3)P(C|A3) =0,4-0,3 =0,
P(CNnA3) =P(As5)P(C|A3) =0,2-0,6 =0,
Luego P(C) = 0,4P(C) +0,124 0,12 = 0,6P(C
P(CﬂAg):0,12yP(C)'P(A2):0,4-04 1
y As no son independientes.

Opcién B
B. 1 (2,5 puntos) Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes
det(A 4+ B) = detA + detB

no es cierta en general.

a) (0,75 puntos) Si A y B son dos matrices para las que det(A + B) =det A+detB, pruebe que
entonces

det((A + B)?) = det(A?) + det(B?) + 2det(AB).

b) (1 punto) Dadas las matrices

1 0 -1 1 01
C=(a 1 0], D=2 1 2
2 -1 «a -1 2 1

determine el tinico valor de « con el que sf se cumple la igualdad det(C' + D) =detC+detD.

¢) (0,75 puntos) Para el valor & = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C' como matriz de coeficientes.

Solucion:



a) [(A+ B)’| = A+ B* = (|A] + |B))* = |A]” + |B* + 2|4]| B = |A]* + |B|* + 2|AB]|
2 0 0
b) |C+D|=|a+2 2 2 | =da, |C|=2a+2y |D|=2.
1 1 a+1
|[C+D|=|C|+|D| = 4a=20a+2+2= a=2
1 0 -1
¢c) Sia=-1:C=| -1 1 0 )] = |C|=0y como se trata de un sistema homogéneo es
2 -1 -1

un sistema compatible indeterminado:

—xr+y=20

S rT=p
{x z=0 == y=p VYueR
z=p

B. 2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = 2 — 3z, se pide:

a)

(0,75 puntos) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de decre-
cimiento.

b) (1,75 puntos) Calcular el drea de la regién acotada delimitada por las grificas de f(z) y de
g(x) = x(z — 3).
Solucién:

a)

f(=z) = —2® 4+ 32z = —(2® — 32) = — f(x) = f es IMPAR. Simétrica respecto al origen de
coordenadas.
fl(x) =32 -3=0= z=+1

(—OO,—l) (_171) (1700)
f'(x) + - +
f(z) | creciente | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1)U (1, 00) y decreciente en el (—1,1). Presenta
un méaximo relativo en el punto (—1,2) y un minimo relativo en el (1, —2)

3 3

flz) =g(x) = =z —3x=2-3r= 2> —22=0= 2 =0y 2 = 1. El recinto de

integracién serd S : [0, 1]

1 1 5 ) 1’4 1’3 1 1
S1 = x)—g(x))dr = P —x)dr="——"—| =——
= [ U@ -g@nis= [ @ -ty = T <
1
S = |Sl‘ = E U2
La integral sale negativa por estar la funcién g(z) por encima de la f(z).
\\\ /‘/ //
\ / /
P = \\\\ /’/ A
y \ - ; / y
‘ / Y,
V4 0000\ -
,'// \;g;i\“c A / ///
/ L 2
/
/




B. 3 (2,5 puntos) Dado el punto P(5,—1,2) y las rectas:

x—2 y+1 =2z-0

{m—y:5
3 -1 1’ r+z=3

r S

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.

b) (1,5 puntos) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente
a la recta r.

Solucién:
ar = (3,-1,1)
T:{ (3, =1, y=—1—-X VAeR
P.(2,~1,0) SN
— . l‘:>\
8:{?(6(_1515)1) — { y=-5+1 VAeR
ST z=3—-A
Tenemos PP, = (2,4, —3)
2 4 =3
a) [Pspr,lﬁﬂz]: 3 -1 1|=4#0= ry s secruzan.
1 1 -1
- = >
i ] k
ar xal =113 -1 1|1=1(0,4,4)]=4v2
1 1 -1
—
s [P @]l 4 B
r,8) = = = —
’ T W2 2

b) Calculamos un plano 7 L r tal que P € m:
mT:3x—y+2+a=0=—= 16+1+24a=0=—=a=—-18=7m:3xr—y+2—18=0
Calculamos el punto de corte @ de r con 7:
32430 —(-1- M)+ A-18=0= A=1= Q(5,-2,1)
La recta buscada ¢ pasa por Py @Q:

— B B T=09
t: ut—Pﬁ_(577271)7(577172)_(Oa71771) . y:_l_)\ VAeR
Pt(5a7172) z2=2—\

B. 4 (2,5 puntos) Antonio y Benito, compafieros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco
veces a una diana para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de la diana.
En caso de empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en el 25% de sus
lanzamientos y Benito en el 30 %, se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para
decidir quién friega.



b) (1,5 puntos) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el
centro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Solucion:

a) Sean A las dianas de Antonio y B las de Benito.
No es necesario llegar al cuarto lanzamiento si solo uno de los lanzadores ha acertado tres
dianas en los tres primeros lanzamientos mientras el otro los ha fallado:
P(AAABBB)=0,25-0,25-0,25-0,70-0,70-0,70 = 0,005359375
P(AAABBB) =0,75-0,75-0,75-0,30-0,30 - 0,30 = 0,011390625
P(AAABBB)+ P(AAABBB) = 0,005359375 + 0,011390625 = 0,01675
(

b) B(60;0,75) => np=60-0,75 =45 > 5, ng = 15 > 5 —>

N (np,/npq)
B(60;0,75) X" N(45:3,354)

> P(X > 40) P(2>M

=P(Z>-1,64) =
- 3,354 ) ( B 76)
= 0,9495

el
N/—\
I/\N



