Examen de Matematicas II (Junio 2011)
Selectividad-Opcion A

Tiempo: 90 minutos

Problema 1 (3 puntos) Dada la matriz:

2 -2 a?
A= -1 a —1
2 1 a

Se pide:

a) (1 punto). Calcular el rango de A en funcién de los valores de a.

T 2
b) (1 punto). En el caso de a = 2, discutir el sistema A | vy | =] 1
z b

en funcién de los valores de b, y resolverlo cuando sea posible.
x -1
¢) (1 punto). Enel casode a = 1, resolver el sistema A | y | = 2
z 2

Solucion:

a) |[A| =4 —a® =0 = a= 42, por tanto, si a # +2 = |A| # 0 =

Rango(A) = 3.
Sia=2:
4 -2 4 _2
A=| -1 2 21 |==0y| | |=6#0
2 1 2
Luego en este caso Rango(A4) = 2.
Sia= -2
4 -2 4 4
A= -1 -2 -1 | = |A]=0y 1 _o =6#0
2 1 -2

Luego en este caso Rango(A4) = 2



b) Sia=2:

4 -2 4 x 2
-1 2 -1 y | =11
2 1 2 2 b
B 4 -2 4 2 Lo
A= -1 2 -1 1 :>\A\:O‘_1 5 |=6#0
2 1 2 b

Luego el Rango(A) = 2 independientemente del valor de b. Tal y como
se habia estudiado en el apartado anterior.

-2
2 _
1

N

2
1|=6b-3)=0= b=3
b

Si b # 3 = Rango(A) = 3 y el sistema serfa Incompatible, por el

contrario, si b = 3 el Rango(A) = 2, y en este caso serfa Compatible
Indeterminado. En este tltimo caso:

xr=1—2A
—r+2y—z=1 — 1
2 +y+2z=3 N

-2 1 T -1 r=2
—1 1 -1 y | = 2 | =4 y=1
1 1 z 2 z=-3

Problema 2 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro que tiene un vértice en
el origen y los otros tres vértices en las intersecciones de las rectas

[ _Jy=0 _ ) z=0
m=rx=yYy==z, = ZZO,T'gz 5 =0

con el plano m = 2x + 3y + 7z = 24.

b) (1,5 puntos). Hallar la recta s que corta perpendicularmente a las
rectas

r y+1 =z-1

2 3 -1

T4:

z+1 y—-5 =z+1
= = , Ts =
1 2 —2

Solucion:



a)

LLamamos A al punto interseccién de 7 con ry:
e +3x+Tr=24—= x=2= A(2,2,2)
LLamamos B al punto interseccién de 7 con ro:
2r =24 = x =12 = B(12,0,0)
LLamamos C' al punto interseccién de 7 con r3:
3y=24— y=8= B(0,8,0)

Tendremos con el origen los siguientes vectores:

=0=m

=0=m

81+ Ty+112—16 = 0

1 3x+y+92—8 =0

OA = (2,2,2) OB = (12,0,0) OC = (0,8,0)
1 2 2 2
V= 6] 12 0 0|]=32u
0 8 0
b) Calculamos un vector perpendicular a las dos rectas
i j k
U = Uy XUp = | 1 2 =2 (4,-3,-1)
2 3 -1
Calculamos la recta perpendicular a estas rectas como interseccion de
dos planos:
ut (4,-3,-1) 4 1 z+1
R U =(1,2,-2) = m:| -3 2 y—>5
Pr (—=1,5,—1) -1 -2 z+1
u = (4,-3,-1) 4 2 =z
i U =(2,3,-1) = m:| -3 3 y+1
P.,(0,—1,1) -1 -1 z-1

La recta buscada seré:

‘. 8r+Ty+11z—16=0
' 3r+y+92—-8=0

Problema 3 (2 puntos) Se pide:

a)

3
(1 punto). Calcular la integral / xV4 + 5x? du.
1

b) (1 punto). Hallar los valores minimo y maximo absolutos de la funcién

f(z) = V12 — 322



Solucion:

a)

15 L 15

3
3 JET5227)° 316
/ VAT b de = YT
1

b) El dominio de la funcién viene dado por la inecuacién 12 —3z2% > 0 =
Dom(f) = [-2,2] y su signo es siempre positivo, la funcién siempre
estd por encima del eje de abcisas; como en z = +2 la funcién vale
cero en estos dos puntos que serdn minimos relativos. Por otra parte:

: V3z
f(x):—imzoz z=0
(—2,0) 0,2)
/() + -
f(x) | creciente | decreciente \

Luego hay un maximo en el punto (0, 2\/3) que, por ser el tnico, serd un
méximo absoluto. Alcanzard un minimo absoluto en los puntos en los

que f(z) =0= (—2,0) y (2,0).

¥

Problema 4 (2 puntos) Se pide:
a) (1 punto). Calcular el siguiente limite:
lm YT
b) (1 punto). Demostrar que la ecuacién 42° + 3z +m = 0 sélo tiene

una raiz real, cualquiera que sea el nimero m. Justificar la respuesta
indicando qué teoremas se usan.



Solucion:

a)

o — Vg VE

X

b) Sea cual sea el valor de m, la funcién f(z) = 42° + 32 + m es una
funcién polinémica y, por tanto, continua y derivable en R.

1

Im (2’ 4+3z+m)=o00 y lim (2°+3z+m)=—o0
T—>00 T—>—00

Luego la funcién cambia de signo en el intervalo (—oo, 00) y, por el
teorema de Bolzano, necesariamente tiene cortar al eje de abcisas.

f(xr)=202* +3>0 Vo € R

Luego la funcién es siempre creciente, en consecuencia sélo puede haber
un punto de corte (Teorema de Rolle).

Examen de Matematicas II (Modelo 2011)
Selectividad-Opcion B

Tiempo: 90 minutos

Problema 1 (3 puntos) Dada la funcién:

azt +1
flz) = 3
Se pide:

a) (1 punto). Determinar el valor de a para el que la funcién posee un
minimo relativo en x = 1. Para este valor de a obtener los otros puntos
en que f tiene un extremo relativo.

b) (1 punto). Obtener las asintotas de de la grafica de y = f(z) para
a=1.

c¢) (1 punto). Esbozar la gréifica de la funcién para a = 1.

Solucion:

a)

f)==73"=0y f(1)=0=a=3



12

f(z) = 5= f"(1)=12>0

Luego en x = 1 la funcién tiene un minimo relativo.

3zt -3
Fa)=2 "% 0= st =3 = s =41
x
Enz=-1: 19
(z) = 5= f"(-1)=-12<0
Luego en x = —1 la funcién tiene un méximo relativo.
b) Sia=1:
4
zt+1
f(z) = T3
Asintotas:
= Verticales: x =0
4 -
oo+l 17
a:h—n>10 .Z‘?’ N _0:| -
i zt+1 1 n
im =|—| =4
z—s0t a3 _0+
” 41 T1
im =|—| =-
z— 0~ $3 _0+
= Horizontales: No hay
|
lim 37— =00
T—>00 €T
= Oblicuas: y = mx +n
4
1
m= tim IO g T
rT—0 I T—>00 T
4
, , ¥ +1 _
0= i (10 o) =t (T ] o

c¢) La grafica para a = 1:

Se trata de una funcién IMPAR, bastaria con calcular sus extremos

La funcién tiene un méximo relativo en el punto (—1,32; —1,75) y un

y=x

-3
f(z) = — =0=2=-1,32, z=1,32
x
(—o0;—1,32) [ (—1,32;1,32) | (1,32;00)
f'(z) + - +
f(z) | creciente /' | decreciente \ | creciente

minimo relativo en el punto (1,32;1,75)




R

Min(183,1.75)

//
Mix(-132175)

2\

Problema 2 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones AX = B, donde

0 1 (m—1) x m
A= 0 m—1 1 , X=|1y |, B= m
m — 2 0 0 z m 4+ 2

segun los valores de m.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema en los casos m =0y m = 1.

Solucién:
a)
y+ (m—1)z = m
(m—1)y+ z = m
(m —2)x+ = m+2
0 1 (m—=1)| m
A= 0 m-—1 1 m Al = —m(m—2)>=0= m =0, m=2
m — 2 0 0 m+ 2

» Sim #0ym# 2= |Al # 0 =Rango(A4) =Rango(4) =
3 =n° de incégnitas, luego en este caso el sistema serd compati-
ble determinado.

m Sim=0
0 1 —-1]0
A= 0 -1 110
-2 0 0|2

Sistema es Compatible Indeterminado.



n Sim=2

01 1|2 _
A=|0 1 1|2 {Eangogﬁgif —
0004 Ao =
Sistema es Incompatible.
b) Sim =20
z=-—1
y— z= 0 .
{—2:5 e
z=A
Sim=1
Y =1 z=-3
z= 1 = ¢ y=1
—x = 3 z=1

Problema 3 (3 puntos) Dados los planos
m=2r+y—22=1, m=x—y+2z=1
se pide:
a) (0,5 puntos). Estudiar su posicién relativa.

b) (1,5 puntos). En caso de que los planos sean paralelos hallar la distan-
cia entre ellos, en caso de que se corten, hallar un punto y un vector
de direccién de la recta que determinan.

Solucion:
a)
17 3 se cortan
b)
x=2/3
) 2z 4+y—22=1 _
t'{ r—y+2z=1 y—zl_/?))\—l—2)\

La recta interseccion viene determinada por el punto P, (%, —%, O) y
el vector director uf = (0,2, 1).

Otra manera de calcular estos datos serfa a; = zﬁf X u_,T; , v el punto
P,, dando un valor cualquiera (mismamente z = 0) y resolviendo el
sistema que queda.



Problema 4 (2 puntos) Se pide:

a) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano m; que pasa por los puntos
A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0, 1).

b) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano w3 que contiene al punto
P(1,2,3) y es perpendicular al vector 7 = (—2,1,1).

c¢) (0,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y P.

Solucion:
a)
AB = (—1,2,0) 1 -1 oz—1
m:d A0 =(-1,0,1) — m:| 2 0 y |=0=— 2z4y+2:—2=0
A(1,0,0) 0 1 =z

b) 2x4+y+z2z4+4A=0=—= —24+24+34+A=0= \=-3:

mo:2x —y—2z+3=0

) AP = (0,2,3):



