Examen de Matematicas 2° de Bachillerato

Mayo 2002

Problema 1 Dada la funcién f(x) = xv/4 — 22 se pide:

1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento;
méaximos y minimos. Dibujo aproximado de la grafica.

2. Calcular el area encerrada entre la gréfica f(x) y el eje de abcisas.

Solucion:

1.

(a)

Dominio: La funcién f(z) = zv4 — 22 estd compuesta por el
producto de dos funciones, la funcién h(x) = x cuyo dominio es
todo el eje de abcisas, y la funcién t(z) = v4 — 22 cuyo dominio
estd definido por la incuacién 4 — 22 > 0. La solucién de esta
inecuacién sera: —z? > —4 = 22 <4 = -2 <z < 2. En
conclusién podemos asegurar que el dominio de la funcién pedida
serd el intervalo [—2,2].

Puntos de corte con los ejes: Los puntos de corte con el eje de ab-
cisas vendrén determinados cuando f(x) = 0, es decir, zv4 — 22 =
0, ecuaciéon que nos produce las soluciones: * = 0, x = 2, y
x = —2. Por tanto la grafica cortara al eje de abcisas en los pun-
tos (0,0), (2,0) y en el (—2,0). Ahora calculamos los cortes con
el eje de ordenadas, es decir, hacemos x = 0, lo que nos produce

una tdnica solucién que ya habiamos obtenido antes, y es el punto
(0,0).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: Para ello calculamos
la primera derivada, que seria la siguiente:

F() = VA= a2+ (=22 P or) = VA - 2P - \/4%

4 — 222
Fla) = ——=
V4 —x
Ahora tendremos que ver cuando esta derivada es positiva, es
nula, o es negativa. Para ello igualamos la derivada a cero, lo que
nos darfa lo siguiente:
4 — 222

— X



Ahora, recordando los puntos de corte con los ejes, el dominio de
la funcién y observando que el denominador es siempre positivo,
es facil comprobar lo que nos piden.

Entre x = —2 y x = —+/2 el numerador de la derivada se hace
negativo, luego f'(x) < 0 = decreciente en [—2, —v/2]

Entre 2 = —/2 yT= /2 el numerador de la derivada se hace
positivo, luego f/(z) > 0 = creciente en [—v/2, v/2]

Entre 2 = /2 y 2 = 2 el numerador de la derivada se hace nega-
tivo, luego f'(z) > 0 = decreciente en [v/2,2]

(d) A lavista del apartado anterior, esta claro que, la funcién tiene un
minimo en —v/2 y un méximo en v/2, resultados que al sustituidos
en la funcién original darfan los puntos: Minimo= (—v/2, —2) y
Méximo= (1/2,2)

(e) Para dibujar la grafica ordenamos los resultados en una tabla, y
los interpretamos cuidadosamente.

2 | Méaximo

X
0
2
-2
-2 -2 | Minimo
V2

1-2

2. Los puntos de corte con el ejes de abcisas son —2, 0, 2. La funcién es
impar, es decir, simétrica respecto al origen, esto se aprecia facilmente

en su representacién grafica. Esto ultimo se puede demostrar compro-
bando f(—x) = —f(z):

f(=a) = (—a)\ 4 — (~2)? = —aVi— 2 = —f(2)



Esto quiere decir que el drea que encierra la curva entre el punto (—2,0)
y el (0,0) es igual que el drea que encierra la curva entre los puntos
(0,0) y el (2,0). Por tanto bastard con calcular una de estas areas y
multiplicar por 2.

A:2/02f(x):2/021‘\/mm;

Resolveremos por sustitucién.
w=4-—2> = du = —22dr = xdr = —%“ y sustituyendo nos
queda la integral siguiente:

3/2 u3/?

[y

2 3/2 3

y deshaciendo el cambio de variable nos quedaria:

[ a=a®]  a32) 16
_ ] e[ -

Problema 2 Calcular:

I 22 —3x+2
im ———
-1 22 —2x+1

1\%
T—>00 €T

3. Utilizando el cambio de variable In x = ¢, calcular:

I—/e 1+In2? + (Inxz)?
1

z(l+Inx) v

Solucion:

1. Descomponiendo los polinomios segiin sus raices tendremos que z2 —

3r+2=(z—-2)(x—1)y2?—2x+ 1= (x — 1)% Sustituyendo:

) (x —2)(x —1)
lim L 2T e gy WOV -
oo- 22— 22+ 1 ael- (x —1)2 -z — 1

x—2_

+oo

2. Para solucionar este limite voy a emplear dos métodos:



Donde 1 1
A= lim :c(1—|—2—1) = lim — =0
T—00 T T—00 I
Luego
X
lim <1+ 2) —er=e'=1
r—>00 T
(b)
1 X
T—00 T
1 X
lim In (1 + 2) =InA
T—>00 €T
. 1
lim z1ln (1 + 2) =nA
T—>00 T
' 1 ' In (1 + ;12) 0

En esta condiciones podemos aplicar la Regla de L’Hopital:

1 —2/z®
. In (1 + p) . 1+1/Ix2 . 2 2
hm f: hm = hm 7:7:0

xT

Es decir, nA=0= A=1

3. Primero voy a solucionar la integral sin tener en cuenta los limites de
integracién y luego los aplicaremos.
La integral la vamos a resolver por sustitucién, haciendo Inz =t =
%daz = dt y sustituyendo tendremos:

dt =

/1—|—lnx2—|—(lnx)2 _/1—|—21nac—|—(ln:v)2 _/1+2t—|—t2
z(1+1Inx) T z(1+1Inx) N (1+1)

(1+1)? _/ B t2 B (Inz)?
/1+t dt= [ +tdt=t+ 5 +C =+ 224

Inz)?]|° Ine)? In1)2
1n:c+(”)] :1ne+(n2€) —<1n1+(n)>=1+
1

I =
2 2




Problema 3 Determina los puntos de la curva y? = 4z que estén a distan-
cia minima del punto (4,0).

Solucién:

Un punto genérico de la grafica serfa de la forma (x, v/4x), y la distancia de
este punto al (4,0) sera:

d=1/(z— 22+ (Viz — 02 = VaZ + 4z + 16

Tendremos que calcular los minimos de esta funcion, y para ello calculamos
la primera derivada.

& =12 p 40416200 —1) = — 227 g o
2 2v2? + 4z + 16

Vamos a estudiar el signo de la derivada primera. Como el denominador es
siempre positivo, basta estudiar el numerador:
Siz < 2= d < 0= decrece
Siz>2=— d >0= crece
Con ésto concluimos con que en la abcisa z = 2 tenemos un minimo, cal-
culamos ahora las ordenadas correspondientes sustituyendo en la funcién
y? = 4x, y obtenemos: y = +v/4z = +v/8 = £2v/2.
Tenemos, por tanto, dos puntos que cumplen la condicién de minimo (2, —2\/5)

v (2,2V2),

T

IuTirimo

Llinimo




Problema 4 Dada la funcion

se pide:

1. Dominio.

2. Corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
5. Méximos y minimos.

6. Dibujo aproximado de la grafica.

Nota: Una funcién es simétrica respecto al eje Y si f(—x) = f(x), y simétrica
respecto al origen si f(—z) = —f(x).
Solucién:

1. D={x € R tales que 22 — 4 # 0} = R — {-2,2}

2. (a) Puntos de corte con el eje Y:
z=0= f(z) = —3 = la gréfica corta al eje Y en (0, —3).
(b) Puntos de corte con el eje X:
f(x) =0 = 22+3 =0 = = = +/—3 = la ecuacién no
tiene soluciones reales y por tanto la grafica no corta al eje X en
ningin punto.

3. flox) = (C2PE3 _ ot

o1 = 274 = f(x) = la funcién es simétrica respecto

al eje Y.
4.
) 22(2? —4) — 2x(2® +3) -8z — 6w —14x
xTr) = = =
(a2 — 42 (@242~ (a2 - 4)?
Como (2% — 4)2 > 0 para cualquier x, bastard estudiar el signo del
numerador:

(a) Siz < 0= f'(z) > 0= creciente.
(b) Siz > 0= f'(x) < 0 = decreciente.

En el dominio de la funcién tendremos que la funcién es creciente en
(—o00, —2) U (—2,0) y es decreciente en (0,2) U (2, 400).



5. f/(z) =0 = —14a = 0 => x = 0 que corresponde al punto (0, —32),
punto en el que la grafica pasa de ser creciente a ser decreciente, es
decir, estamos ante un maximo.

6. Su representacién grafica seria:

Calculado las asintotas, las habriamos encontrado verticales en x = —2
2
. . ort+3
y =2, y horizontales en y = 1, ya que lim ——— =1.
T—00 12 — 4



Problema 5 1. Calcular:

2

er —1

lim ——
z—0cosx — 1

Solucion:
e’ — 1 m . 2 m o 2e% 422 e
m —— = = |5 = . =|-| = lim =
x—0cosx — 1 0 z—0 —sinx 0 z—0 —CcosT

= 2.

2. Determina el valor de a para que

. (JJ—FS)”
lim =e
T —>00 €T

Solucion:

3 axr 3 axr
lim (”H ) ~ lim (1+> = 1] = &*

Tr—00 x T—00 T
A= lim am<x+3—l>: lim a$(3>:3a
r——00 x T—00 xr

Como)\:1:>3a:1:>a:%.

3. Calcular utilizando el cambio de variable adecuado :

/(1_:;302)261%

Solucién:

Hacemos u = 1 —22? = du = —4z-do = %i = x-dx y sustituimos:
T 1 [du 1 u2*t 1 1

/(12902)2 v 4/u2 P21 YT Wt T aa e

+C

Problema 6 Hallar todas las funciones f cuya derivada es:

4
oy T tr+1
Fz) = 2+

indicando el dominio de definicién de éstas.
Solucion:



e Tenemos que calcular las primitivas de f’(x), como el polinomio del nu-
merador es de mayor grado que el del denominador, primero dividimos
los dos polinomios:

ot 4023+ 022 + 2+ 1 |22 +
—zt — 23 22 —r+1
—23 +02% + 2+ 1
+a3 + 22
?4+z+1
—z?—z
1

Tenemos, por tanto, que calcular la siguiente integral:

4
1 1 d
/wdx = / <:c2 —x+1+ > de = /(:UQ—:L“+1)d1:+/ x
2+ z?2+x 2+
z® 2? ot / dx
= — = — €T -
3 2 z(x+1)
Tendremos que calcular esta tltima integral, lo haremos por descom-

posicién polinémica:

1 A B A(z+1)+ Bz {A+B:0 {A:l

2(z+1) =z z+1  wz@+1) A=1

Luego tendremos:

4 3 2
1 11
/Wrdmzx_$+m+/(_ >d$
2+ 3 x x+1

2
x> x2+ +/al:z: / dx
= — = — x -
3 2 T z+1
2 22
—g—?—l—x—i—ln(a:)—ln(:c—l—l)—l—C
3 2
Zx—$+x+ln(x>+0
2 z+1

e Ahora calculamos el dominio de estas funciones:
Como tenemos un logaritmo neperiano podremos decir que el dominio
T
D de esta funcién serfa: D = {x € R tales que 1 >0y x# —1}

Para hallar esta region tenemos que estudiar el signo de

r+1

(_007_1) (_LO) (07+OO)
$1gno T — - +
signo (z + 1) — + +
signo i + — +




En conclusién, tendremos que el dominio sera:

| D= (—o00,—1) U (0,400) |

Problema 7 Responda a las siguientes cuestiones referidas a la curva

243
x2—4

Se pide:
1. Dominio de definicién.
2. Simetria.
3. Cortes a los ejes.
4. Asintotas.
5. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
6. Maximos y minimos.
7. Representacién aproximada.
Solucién:

1. El dominio sera toda la recta real, excepto en aquellos puntos el los
que se anula el denominador, dicho de otra manera serd D = {x €
R; 22 —4#0}=R—{-2,2}

(—2)*+3 2%2+3

2‘ — = = =

floa) = ooy = ey = @)

Luego la funcién es par, y por tanto simétrica respecto al eje Y.

3. Con el eje X hacemos y = 0 y nos queda:
2
0= 243 — 224 3 =0 = no hay puntos de corte con el eje X.

z2—4
Con el eje Y hacemos x = 0 y nos queda:
f(0) = 8%1 = —% — la funcién corta al eje Y en el punto (O, —%).

4. Asintotas:

e Verticales:

2
.ot +3 , .
lim 3 = 00 — x = 2 es una asintota vertical
r—2 x4 —4
z2+3 ) .
m ——— = 00 —> ¢ = —2 es una asintota vertical
z——2 % — 4
e Horizontales:
2 +3

y = lim
z—s00 72 —

= 1= y =1 es una asintota horizontal.

10
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e Oblicuas:
y = axr + b es una asintota oblicua, entoces a = lim ——= =
2
. x=+3 ) .
lim ——=———~ = 0 = no hay asintotas oblicuas.
z—o0 x(x? — 4)
5. Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento calculare-
mos la primera derivada:

y_ 1z
N

Para que exista un punto critico imponemos que 3’ = 0 y nos queda:

14x

Analizamos el signo de y':

(7007 72) (7250) (072) (27+OO)
signo 3/ + + - -
Y creciente | creciente | decreciente | decreciente

En resumen:

e La funcién crece en (—oo,—2) U (—2,0)

e La funcién decrece en (0,2) U (2, +00)

6. Observamos que en el punto de abcisa x = 0 la curva pasa de ser
. . . 3\ ..
creciente a ser decreciente, es decir, en el punto (O, 1 tiene un

maximo.
7. Representacién gréfica:

Problema 8 Se considera la funcion real de variable real definida por:

_ 1
2243

f(z)

1. (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto
de inflexion de abcisa positiva de la grafica de f.

2. (2 puntos) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la
grafica de f, la recta anterior y el eje x = 0.

Solucion:

12



+8.25383

tA.18977

+8.12652

+8.863258

8.69246 1.3849 28774

1. Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos
en los que se anula la segunda derivada:

foon L T2
NI

" _ 6(%2 B 1)
F) =G ap

Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(z) = 0. Como

el denominador (z? + 3)3 no se anula nunca, los puntos buscados son
aquellos que anulen el numerador, 22 — 1 = 0 = z = +1, de estas
dos soluciones sdlo nos interesa la positiva, que es la que nos pide
el problema. Sisutituimos este punto en la funcién obtendremos la
ordenada correspondiente: f(1) = i, luego la recta pedida pasara
por el punto (1, i) Para encontrar la pediente utilizamos la primera
derivada m = f'(1) = —% En conclusién, la recta tangente sera:

1 1
y—Z:—g(x—l):@w—Sy—?):O

13



2. El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

L1 33—u
d d
/og;2+3 x+/1 g

Calculamos la integral

Vo[ de L ode V3 oodt
/x2—3 /3“ )2_1] 3/(\%)2_1 3/t2—1

T
V3
= é arctant = —3 arctan 2z
3 3 V3
Hemos utilizado el cambio de variable % =t dx =+/3dt
Luego:
/1 1 d+/33—xd V3 ton 1+ 3z 9323
——dx T = | — arctan — — — —| =
0o x2+3 1 8 3 V3 0 8 16 .
3 1
18 4
Problema 9 Se considera la funcién:
% st x> —1
flz)=
% si T < —1

1. (Estudiar el dominio y la continuidad de f.
2. Hallar las asintotas de la grafica de f.

3. Calcular el area del recinto plano acotado y limitado por la grafica de
fylasrectasy=0x =1, x = 2.

Solucion:

1. Calculamos el dominio:

. 2 . .
e Si x > 1 tenemos que f(z) = z+§>}7x+1 es un cociente de poli-

nomios, y en este caso el dominio sera todo el intervalo excep-
to en los puntos en los que se anula el denominador, es decir,
[—1,0) U (0, +00).

e Si z < —1 tenemos que f(z) = 2%, como en el caso anterior
tenemos que buscar puntos que anulen el denominador, y resulta
que no hay ninguno. El tnico plosible seria el x = 1, pero no
pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio sera:

(—o0,—1).

14



e En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por
tanto continua salvo en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, los puntos en los que es posible que no sea continua serian en
x = —1 donde puede existir un salto y por supueto en z = 0, donde
como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

e Enzx—=—-1:
2 +3zx+1
 Am f@) = lim
2z
1 = 1 =1
:c—lglr f(@) 1—1217 r—1
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
r——1 r——1—
Luego f es continua en x = —1.

e Enz=20:

2
3z +1
lim f(z) = lim 20T
x—0 x—0 €T

Luego no es continua en = = 0.

e En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
2. Asintotas verticales:

e Cuando z > —1:
2
1
lim f(z) = lim S or T o
x—0 x—0 x

Luego x = 0 es una asintota vertical en este intervalo.

e Cuando z < —1:
No hay ningin valor de = que sea menor de —1 que anule el
denominador, y por tanto, no hay asintotas verticales por esta
rama de la funcién.

Asintotas horizontales:
e Cuando z > —1:

. 2 +3x+1
lim ——— =0

r—00 T

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.

15



e Cuando z < —1:
. 2x
lim =2
z——oco x — 1

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si
f(z)

a= lim —~%*
r—0o0

b= lim (f(2) - az)

e Cuando x > —1:

2243241
a= lim Lx)= lim —&—=1
r—0o0 T——00 X
. . 2243z +1
b= lim (f(z)—aw) = lim (0T )
im 3r+1 _5
T—>00 €T

Luego en este intervalo habrd una asintota oblicua en la recta
y=x+3.

16



e Cuando x < —1:

Luego no hay asintotas oblicuas en este intervalo.

3. El recinto comprendido entre las rectas * = 1 y x = 2 estd en el
intervalo (—1,+00) donde la funcién es f(x) = % y como estéd
limitado por la recta horizontal y = 0(el eje de abcisas) y la funcién,
podemos concluir con que su area vale:

x? ?
2+3m+ln\x]] =

/2az2+3az+1
1 1

T

2 1
da?:/(a:—i-?:—i-—)da;:
1 x

4 1
:§—|—6+1n2—§—3—1n1:g+1n2

Problema 10 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcién
f: R — R dada por:

r?+3 i <0
f@)=1< ar+b si 0<x<2
-1 si x> 2
Solucion:
e Enz=0
r—0— o . _
lim f(z)=b = b = 3 para que f sea continua en x = 0.
r—0t
e Enz =2
lim f(z) =2a+b=2a+3
rT—>2" . )
hH%Jr flz)="1 — a = 2 para que [ sea continua.
r—>

en r = 2.
En conclusién, f es continua si a =2y b =3 en todo R.

Problema 11 Calcular por la regla de L’Hopital

17



1. lim m
z—0 e%* —1

Solucion:

. 1—cosx 0 . sinx 0
lim —— = |—| = lim =—- =0
z—0 e —1 0 z—0 eT 1

1— 2
9 lim cosx +x
r—0 21‘2
Solucion:

. 1 —cosz + a2 0 . sinx + 2z 0 . cosx+ 2
Ilm —————————=|-|=lm —— = |- = 1i =
z—0 212 0 2——0 4 0 z—0 4
_3
4

Problema 12 Calcular:
1.
, 3—Vz2+5
lim
z——2 T+ 2
Solucion:
. 3—Va2+5 , 9 — (22 +5)
im —— = lim =
e—-2 T +2 r—=2(x+2)(3+ V22 +5)
i 4 — 22 ) (2—2)2+x)
== 11m = 1m =
t—=2(x+2)3+Vz2+5) z—-2(x+2)(3+Vz2+5H)
I 2—=x 2
= lim ———— = —
r—-23+2z24+5 3
2.
2?2
. <3x2 + 2z — 1)
lim —
Solucion:

2
. 3x2+2x—1x .
mh;ﬂoo<xz+1> =[%] =00

18



Solucion:

Solucion:

Problema 13 Calcular:

1.
sin z
im
z—0 4:L‘2
Solucion:
I sin? z 1 .. sinx sinx 1
im — = — 1im . —
z—0 41‘2 42—0 x T 4
2.
. cos?z —1
lim ——
r—0 x
Solucion:
2
. cos“x—1 . cosz — 1
lim ——— = lim g-(cosx—i—l):()
z—0 €T r—0 X

Problema 14 Halla los valores de a y de b para que sea derivable y continua
la funcién f: R — R dada por:

22 +ar+b si <0
J(@) = In(1+ )
T

si x>0

19



en el punto z = 0.
Solucién:

Tenemos que estudiar la continuidad, y para que f(z) sea continua en z = 0
tiene que cumplir

lim f(z)= lim f(x)= f(0)

z—0*t z—0~

lim f(z)= limo(a:2 +ar+b) =0

r—0— r—>
, T e I
x%+f(x)_xhi>n07_xhi>no !
f(0)=20

Luego b =1

Si la funcién es derivable en x = 0, entonces es continua en ese punto.
Para que sea derivable debe de cumplirse que f/(07) = f/(0™)

Para calcular f/(07) calculamos la derivada de la rama correspondiente y
sustituimos x = 0

f(z)=22+a= f'(07)=a
Para calcular f/(07) calculamos la derivada de esta rama empleamos limites,
hay que tener en cuenta que f(0) =b=1

) In(l+h) _ 4
h—0 h—0
_ In(l+h)—h . mr-1 . 1—(1+h)
i h2 o 2k o 2h(1 1+ h)

-1 1

l. _7: l‘ =
moohron - o2t 4n 2

1

Para que sea derivable f/(07) = f/(07) = a = )
1
Portantobzlyaz—i

Problema 15 Calcular
vVo+1

1. lim
T—00 e’
Solucion:
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R - Sy Sl
. 1 1

lim /—+1—4/——=1

z—0V x T

Solucién:

1 1
lim —l—l—\/—lz

z—0 V o T

o VIV (T TT)

S ey
Lyi-(1-1) L 2 _[2}

lim no tiene sentido

2
Y

Podemos concluir con que el limite no existe.

lim (sinz)*"®
x—/2
Solucioén:
LLamamos L = lim (sinz)™® = InL = lim In(sinz)"™"*

x—/2 z— /2

. . . . . In(sin x

lim In(sinz)®* = lim tanzlIn(sinz) = lim ¥ =
x—om/2 x—7/2 x—7/2 s

. ST . cosx tan? x . cos? rtan?

lim —22 = Jim —— = lim —— =
r—7/2 —1/cos’x z—m/2 — 30T z—m/2 —tanzx

tan? x cos®
2 .

i cos“z -sinx . :

lim ———— = lim (—cosz-sinz) =0
x—7/2 COoS T x—7/2

Luego tenemos que InL = 0 = ¢ = L = L = 1, es decir,
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lim (sinz)"™® =1
x—7/2

Problema 16 Dadas las funciones f(r) = Va2 +x + 1y g(z) = In(z +8),
escribir la funcién g o f y calcular su derivada.

Solucion:

u:gof(x):g(f($)):g(\3/x2+x+1) :ln(\g/x2+x+1+8)

u,_%(a;2+x+1)’2/3(2a:+1)_ 22 + 1
V2 +x+1+8 32 +z+1)+24 (a2 + 2+ 1)?

Problema 17 Calcular las funciones derivadas de las siguientes:

23
1. =
f(z) coST
Solucion:
622 cosz — 223 (—sin 2x%(3cosx + xsinz
F) (—sinz) _ 2% )

cos? x cos? x

2. g(z) = 2 1In(5z)

Solucién:
3. h(z) = €73
Solucién: / L 5
h(x):§ew '5:§GI

Problema 18 Dada la curva de ecuacién y = —z? + 26z, célculese la recta
tangente a la misma que sea paralela a la recta de ecuaciéon y = —z.
Solucién:
La recta y = —x tiene de pendiente m = —1. La recta tangente a la funciéon

tiene que tener esta pendiente que, como sabemos, se obtiene a partir de la
primera derivada.
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27 675

27 675
La recta pedida pasa por el punto (2, 4) v tiene de pendiente m = —1,
aplicando la ecuacién de la recta punto pendiente y — y; = m(x — 1) tene-
mos que

675 27 729
—42—(35—2) :>a;+y:T
Problema 19 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:
2z
f(a) = e +1

1. Calcula las asintotas de la grafica de f.

2. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f (puntos donde se obtienen y valor que alcanzan).

3. Dibujar la grafica de f.
Solucién:

1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales: No tiene, ya que el dominio de la funcién
es todo R.

e Asintotas horizontales:
. X 2z 0
lim f(zx)= lim e:*+1 =¢" =1
Tr—>00 Tr—>00

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay
oblicuas.
Si la recta y = ax 4 b es una asintota tenemos que
2z
fl@) e

a= lim ~—= = lim
r—00 r—00

=0
Luego no hay asintotas oblicuas.
2. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

2x
2(1 — 22) - ex?+1
(x241)2

Que serfan los puntos (1,e) y (—1,e7!)

—0=1-2"=0=ua2==+1

fi(z) =

23



e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

2x
2(1 — 22) - ex?+1
(24 1)2

fi(a) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-
te cuando f/'(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre

_2z
positivo y lo mismo ocurre con e=?+1, el estudio del signo se re-
duce al de 1 — 22 = (1 — 2)(1 + x)

(—o0,—1) | (—1,1) (1, +00)

11—z + + —
1+ — + +
(1—-2)1+=x) - + —

decreciente | creciente | decreciente

En el punto (1,e) la funcién tiene un méximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (—1,e!) la funcién tiene un minimo,
pasa de decrecinte a creciente.

3. Para dibujar la grafica sélo faltaria algin punto de corte con los ejes
x = 0= (0,1) tnico punto de corte, ya que con el eje de abcisa no
habria ninguno.

Mbamo(le)

(@1}

i

p=1

Minimo(-1, 1)

Problema 20 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

9z — 3

x2 — 2

fz) =
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1. Calcular el dominio de f.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la grafica de f.
Solucion:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 — 20 =0 =2 =0, z = 2 =
Dom(f) = R—{0,1}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:
lim f(z)= lim ———— = +00
z—0

Luego z = 0 es una asintota vertical.

. . 9z — 3
A, flz) = limg gy, =+

Luego = = 2 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales:
9z — 3
lim f(z)= lim ——> =0

T—00 z——0oo0 2 — Qg o

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay

oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que
a= lim 2 = lim £=2 —
r—00 r—o0

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

3(322 — 2z +2)
22(x —2)?

fl(x) = — =0=322-20+2=0

Esta ecuaciéon no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.
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e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

3(3z% — 21 + 2)
22(x —2)?

HOEE

Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de 3z? — 2z + 2, que

es siempre positivo. Luego f/'(z) < 0 y por tanto la funcién es
siempre decreciente.

4. Para dibujar la grafica sélo faltaria algiin punto de corte con los ejes
y =0 = (1/3,0) tnico punto de corte, ya que con el eje de ordenadas
no habria ninguno.

Problema 21 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

z2—2
- (229

1. Calcular el dominio de f.

2. Calcula las asintotas de la gréfica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la gréfica de f.
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Solucion:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos
2
e —2
ue <0
20— 1

q

Dom(f):{xGR:x2_2>0}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

z—1/2 z—1/2 2z — 1

lim f(z)= lim 1n<$22>:ioo

1
Luego = = 5 s una asintota vertical.

. . 2 —2
lim f(z)= lim In = —00

Luego = v/2 y © = —/2 son asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim ln<;2_2> =00

T—00 T—00 rx—1

Luego no tiene asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = az + b es una asintota
tenemos que

a= lim M: lim
r—0o0 ¢ Tr—00 X

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

2(2? — x4+ 2)

2
= — 2:
@2 =220 1) O=a"—o+ 0

() =

Esta ecuacion no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.
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e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

b 2@ —x42)
@) = =91

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(x) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del numerador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de (2 — 2)(2z — 1), que
es siempre positivo en este dominio. Luego f’(x) > 0 y por tanto
la funcién es siempre creciente.

4. Para dibujar la grafica soélo faltarian los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

y:0:>1n<932_2> O:>x2_2 {m—1+\/§
2 =

r—1
e Con el eje de ordenadas
r=0=y=1In2

e Los puntos son

(0,In2); (1++v2,0); (1—+2,0)

BRI AL R _‘ll o PR IR

f =i f

Problema 22 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

_3:2—1

f(z) =

3
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1. Calcular el dominio de f.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f
3. Determina los maximos y minimos de f.
4. Determina los puntos de inflexién de f.
5. Dibujar la grafica de f.

Solucién:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos
que 2% = 0 = Dom(f) = R — {0}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

2
x4 —1
li =1l =4
s f(@) Do 43 >
Luego z = 0 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales:
2
¢ —1
=0

o fo) = i

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay

oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que
z2—1
x
a = lim &: lim —£— =0
r—00 r—0c0

Luego no hay asintotas oblicuas.

3. Para calcularlos recurrimos a la primera derivada y la igualamos a cero

2
f’(a:):?)xf —0=3-2"=0=2=V3, z=-V3

Para comprobar si son maximos o minimos recurrimos a la segunda
derivada ) /3
2(z* —6) f"(v3) <0
1" o
o120 e,
_Ni’?>

Tenemos un minimo en (—\/g, 9

)

Tenemos un maximo en <\/§ 9
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4. Para calcular los puntos de inflexién hacemos f”(z) =0

1‘2 —
f”(ﬂ?) — 2( 6)

— =0=22-6=0=2=+V6—=

(o)

(%5)

5. Para dibujar la grafica sélo faltarian los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

x?—1
3

z=1
r=-1

y=0= :0:>x2—1:0:>{

e Con el eje de ordenadas no hay puntos de corte

e Los puntos son
(LO); (_170)

1
=l

0.5  ivimofT TI20S0H07 0 3540001 704)

———

-2 /.; = 4

Minimai-1 7220508070 3660000 7%) | _g &

Problema 23 Expresar el niimero 60 como suma de tres ”enteros positi-
vos”de forma que el segundo sea el doble del primero y su producto sea
maximo. Determinar el valor de dicho producto.

Solucion:
Tenemos

— 2 =60—3x

r+y+2z2=060
y =2
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El producto de los tres nimeros es P(z) = x-y-z = x -2z - (60 — x) =
—6a3 + 12022, y este producto tiene que ser maximo.

=0

/ T _
P'(z) = —182% + 240z 0:>{ 1824240 = 0 — g — 10

Ahora tenemos que decidir el valor que corresponde a un maximo, para ello
recurrimos a la segunda derivada

pr 26 940 P"(0) =240 >0

(w) = =360 + 240 = P (%) = —240 <0
Luego cuando x = 0 tenemos un minimo, y cuando £ = — es un maximo.
Pero el problema nos dice sean ”enteros positivos”. Esto quiere decir que

tendremos que decidirnos entre los dos niimeros mas proximos a 3 Quesean

0 . - .
enteros, tenemos 13 < 3 < 14, si sustituimos estos valores en la funcién

P(zx) tendremos

P(13) =120 - 132 — 6 - 13% = 7098
P(14) =120 - 14? — 6 - 143 = 7056

Los tres ntimeros buscados son z = 13, y = 26 y z = 60 — 3x = 21. El valor
del producto sera P(13) = 7098.

Problema 24 Un solar rectangular de 11250 m? se divide en tres zonas
rectangulares iguales (ver dibujo) para su venta. Se valla el borde del campo
v la separacién de las zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la
longitud de la valla utilizada sea minima.

Solucion:

La funcién que hay que minimizar serd L = 6x 4+ 4y. Y sabemos que

11250 3750 15000
=— = L(z)=6z+ ——
3z T T

S=3x-y=11250 =y =
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Para obtener los maximos y los minimos utilizamos la primera derivada

L(z) =0.

15000
L'(z)=6— —— =0= 62" — 15000 = 0 => z = 50, y = L(50) = 75
x
Por el criterio de la segunda derivada tenemos que
30000 30000
L' (x) = = L"(50) = —— >0

Luego x = 50 es un minimo, y podemos concluir con que la parcela tiene
que tener de dimensiones 3x = 150 m e y = 75 m para utilizar la menor valla
posible.

Problema 25 Calcula el drea maxima que puede tener un tridangulo rectangulo
tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

Solucion:

Si los catetos valen x e y tendremos que el drea del tridngulo viene dada
"L‘ .
por S = Ty’ pero sabemos que x +y = 4 = y = 4 — x. Sustituyendo la

r(4—x 4z — 22
segunda expresién en la primera tenemos que S(z) = ( ) = ,

funcion de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S’(x) =0, y al criterio de la segunda derivada:

S(z)=2—2=0=2=2

S"(z) = —1 < 0 luego en = = 2 tenemos un méximo y la solucién pedi-
da serfa z = 2 e y = 2, con un drea S(2) = 2 u?

Problema 26 Halla la longitud de los lados del tridangulo isésceles de area
maxima cuyo perimetro sea 60 m.

Solucion:

Sea a la longitud de la base de este tridngulo isésceles y b la de los dos
lados iguales, sea h la altura sobre a de este triangulo, que dividira a dicha
base en dos partes iguales, formando dos tridngulos rectangulos con los la-

a .
dos b. Tendremos que el area viene dado por S = —5 pero por otra parte

2
a
tenemos que h = {[b% — <2> , que sustituyendo en la primera expresion, y

teniendo en cuenta a 4+ 2b = 60 = a = 60 — 2b, quedaria

a-/b2— (3)2 ) (60—2b)~\/b2— (60;%)2 )

2 2

S =
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(30— b) - /b2 — (30 — b)? = (30 — b) - /B2 — (900 + b2 — 60b) =>
S(b) = (30 — b) - V/60b — 900

Derivamos e igualamos a cero esta derivada

S'(b) = —v/60b — 900 + (30 — b) 00

"2./60b—900
/B05 900 4 (30— B) - 30 :—(\/606—900)2+(30—b)-30:

v/60b — 900 v/60b — 900
—(60b — 900) + (900 — 30b) _ —60b + 900 + 900 — 30b 1800 — 90b
v/60b — 900 N V/60b — 900 ~/60b — 900

1800 — 90b
S)= e =0=b=20, a=20
(®) 606 — 900 “

Para comprobar si se trata de un méximo recurrimos a la segunda derivada
y calculamos S”(20)

60
—90 - v/60b — 900 — (1800 — 90b) - —————
S'() = ( ) 5606 =900 _
(v/60b — 900)2
—90(60b — 900) — 30(1800 — 90b) 54005 + 81000 — 54000 + 2700b)
(60b — 900)>/2 (60b — 900)>/?
§'(b) = 2700(1 — 10b)

(60b — 900)*/2
Luego es un maximo.

— 57(20) = —3v3 <0

Problema 27 Un ntimero maés el cuadrado de otro niimero suman 48. Ha-
llar ambos nimeros para que su producto sea maximo.

Solucion:

Sean los nimeros z e y tenemos que P = z -y, y sabemos que = + y> =
48 = 2 = 48 — 42, sustituyendo en la primera funcién tenemos que
P(y) = y(48 — y?) = 48y — 3>. Para calcular el méximo calculamos la
primera derivada e igualamos a cero, P’'(y) = 0.

P'(y) = 48—3y2 =0 = y2 =16 = y = 4, y = —4 con ambas te-
nemos que x = 32. Comprobamos si es maximo o minimo con la segunda
derivada.

04y —
P'(z) = -6y = { ]Ij,,§4)4: _gi = cuando y = —4 tenemos un minimo,

mientras que cuando y = 4 es maximo. La solucién buscada es, por tanto,
r=32ey =4
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Problema 28 Se ha construido un gran depésito cilindrico de 817 m? de
volumen. La superficie lateral ha de ser construida con un material que
cuesta 30 euros/m?, y las dos bases con un material que cuesta 45 euros/m?.

1. Determina la relacién que hay entre el radio, r, de las bases circulares
y la altura, h, del cilindro, y da el coste, C(r), del material necesario
para construir este depdsito en funcién de r.

2. ;Qué dimensiones (radio y altura) ha de tener el depdsito para que
el coste de los materiales necesarios para construirlo sea el minimo
posible?.

3. (Cual sera, en este caso, el coste del material?.
Solucién:
1. Sabemos que

81
r2

4860
C(r) =2nrh-3042-7r? - 45 = —— 7 4 90772
r

V=nr? - h=8lr=— h=

2. Para que este coste sea minimo calculamos su derivada e igualamos a
cero C'(r) = 0.

48607

C'(r) = 5+ 1807 = 0 = —4860 + 180773 = 0 =

P =2T=r=3m, h=9m
Calculamos la segunda derivada para comprobar si es un minimo.

4860 - 2r

C"(r) T +180m = C"(3) = 5407 > 0
T

Por tanto, en r = 3m, h = 9m, hay un minimo.

4860
3. El coste del material serd C(3) = —5 7 + 90732 = 24307 euros.

Problema 29 Determine los puntos de la curva 32 = 42 que estdn a dis-
tancia minima del punto (4, 0).

Solucion:

La funcién es y? = 4r <= y = 42,/z, un punto genérico de la curva
serfa (x,+£24/x), cuya distancia al punto (4, 0) sera la funcién

d(x) = /(@ — 42 + (£2v7 - 02 = /(& — 4) + 42 = Va? — 4z + 16
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Para minimizar esta funcién recurrimos a la primera derivada

-2
d/(x): L — =0= =2

Va2 —4z + 16

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada

12 3
d'(x) = — . e =Y3 g
(22 — 4z 4+ 16)Va? — 4 + 16 6

Luego se trata de un minimo.

Para z = 2 tenemos que y? = 4 -2 = y = +21/2 luego los puntos buscados

son (2,2v/2) y (2, —2v/2).

Problema 30 A partir de una cartulina cuadrada de 60cm de lado se va a
construir caja de base cuadrada, sin tapa, a base de recortar cuatro cuadra-
dos iguales en las esquinas de la cartulina y doblando después de la manera
adecuada. Un observador indica que la caja de mas capacidad se obtendra
si los cuadrados elimininados tienen 10cm de lado. Decidir si la observacién
es correcta o no.

Solucion:

Sea x la longitud del lado del cuadrado recortado, esto quiere decir que,
la base de la caja es un cuadrado de lado 60 — 2z y la altura de la caja sera
z. El volumen de la caja serda

V(x) = (60 — 22)% - 2 = (3600 + 422 — 240x)z = 42® — 24022 + 36002
Para que este volumen sea méximo utilizamos la primera derivada
V'(z) = 122% — 480z + 3600 = 0 = = = 30, = = 10

Para comprobar cial de estos valores es el maximo recurrimos a la segunda
derivada
V”(30) =240 > 0

1" _ .
Viz) = 240 — 480 = { V7(10) = —240 < 0

Luego cuando x = 30 el volumen es minimo, mientras que cuando = = 10 el
volumen es méaximo y, por tanto, la observacion es correcta.

Problema 31 Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados de modo
que: el perimetro de uno de ellos sea triple del perimetro de otro, se necesi-
ten exactamente 1248 metros de valla para vallar los tres y la suma de las
areas de los tres campos sea la minima posible.
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Solucion:

Si el lado del primer cuadrado es x su perimetro es 4zx.

El perimetro del segundo cuadrado serd 12x, y su lado 3z

El perimetro del tercer cuadrado serd 4y

La suma de los perimetros serd 4x + 12z + 4y = 1248 — y = 312 — 4z El
area del primer cuadrado es z?

El 4rea del segundo cuadrado es 922

El 4rea del tercer cuadrado es y? = (312 — 4x)?

La funciéon suma de dreas que hay que minimizar sera

S(z) = x? 4+ 922 + (312 — 4x)? = 2622 — 24962 + 97344
Para calcular el minimo derivamos
S'(x) =52z — 2496 = 0 = x = 48

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada S”(z) =
52 > 0 = minimo.

Las dimensiones de los campos son:

El primer campo tiene de lado 48m
El segundo campo tiene de lado 144m
El tercer campo tiene de lado 120m

1
Problema 32 Representa gréificamente la curva y = x + —. Para ello cal-
x

cula asintotas, puntos criticos e intervalos de crecimiento.

Solucion:
1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

2
1
lim f(x)= lim vl +oo
r—0 r—0
La recta £ = 0 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales:
1 241
lim f(z)= lim z+ — = lim Tt =to0
T—00 T—00 T T—00 T

Luego no hay asintotas horizontales.
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e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que

2

1

a= lim M: lim x_;
r—00 r—00

=1

Tr—00 r—00 €T

b= lim (f(zx)—ax)= lim <$2—51—x>:0

Luego la recta y = x es una asintota oblicua.

L /
k o

2
Miningh (1. 2
=5 5
=}
frar b tad | O
S .
o

/

2. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

1 21

x
Que serfan los puntos (1,2) y (—1,—2)
e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-

larlos recurrimos a la primera derivada

oy =222

X
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Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo, el estudio del signo se reduce al de 22 —1 = (z—1)(z+1)

(—o0,—1) (—-1,1) (1, +00)

z—1 - - ¥
r+1 - + +
(x—1)(x+1) + — +

creciente | decreciente | creciente

En el punto (—1, —2) la funcién tiene un maximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (1, 2) la funcién tiene un minimo, pasa
de decrecinte a creciente.

Problema 33 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

2 -1
@ =wa

1. Calcular el dominio de f y puntos de corte si los hay.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f
3. Simetrias.

4. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

5. Dibujar la grafica de f.
Solucién:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 + 1 = 0 => Dom(f) = R.

e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0

2 =1

7:0:>x2—1:0:>x:1, rz=-—1
2 +1

Luego los puntos de corte son (1,0) y (—1,0).

e cortes con el eje OY: Para ello hacemos z = 0 = f(0) = —1,
luego el punto de corte es (0, —1).

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales: No hay ningin valor que anule el denomi-
nador de esta fraccién y, por tanto, no tiene asintotas verticales.
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e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim =1

T—00 x—>00 12 +1

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que

a= lim M: lim
r—00 r—0o0

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—x):
C(-w)?-1 2?1
f( l‘)— (—$)2+1 - x2+1 —f(iL')

Luego la funcién es simétrica respecto al eje OY'.

4. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

gy 2x(at 1) —2x(a?—1) 4z
fle)= @+ 1) GEE

—4dr=0=2=0, f(0)=-1

Sélo queda por decidir si el punto (0,—1) es un maximo o un
minimo, lo cual se verd en el siguiente apartado.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

4x

fl(z) = W

Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-
te cuando f’'(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de 4z, que es positivo
cuando x > 0, y por el contrario, es negativo cuando = < 0. En
conclusién:

Cuando = < 0 la funcién es decreciente.

Cuando z > 0 la funcién es creciente.

En el punto (0,—1) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego
estamos ante un minimo.
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5. Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

Problema 34 Resolver:
1. Dibuja el recinto limitado por las curvas y = e**2, y = e y 2 = 0.
2. Halla el area del recinto considerado en el apartado anterior.

Solucion:

1. El dominio de y = ¢*72 y y = ¢7% es todo R y, por tanto, no tienen
asintotas verticales; ademds son continuas y positivas. Por otro lado
tenemos:

o lim 2= =0

rT——00

o lim ¢*t2=¢* =00
r—>00

o lim e "=e*=00
rT——00

o lim e?=e"*=0
r—>00

Es decir, las dos funciones tienen una asintota horizontal en comuin
y = 0 y, por tanto, no tienen asintotas oblicuas.

Los puntos de corte entre estas dos funciones seran el resultado de
resolver el sistema

_ ez+2
y = e~ = (*176)

Los puntos de corte entre la funcién y = e**? y la funcién = = 0 sera
el resultado de resolver el sistema

— oTt2
{g_g — (0,¢)
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Los puntos de corte entre la funciéon y = e™® y la funciéon x = 0 sera
el resultado de resolver el sistema

:e_"l:
{i:o — (0,1)

El area pedida vendrd dada por

\/

i)

1 0 —1 0
/ e“Qd:c—i-/ e*mda::/ e””-ezdx—i-/ e Tdr =
—00 -1 —00 -1

e 7L +[—e % =e2(e P —0)+ (= +e) =2 —1

—0
Problema 35 Dada la funcién f(z) = zv/5 — 22, se pide:
1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
2. Calcular el drea encerrada entre la gréfica de f(x) y el eje de abcisas.
Solucién:

1. e Dominio: Serd el formado por todos aquellos puntos que cum-
plan que 5 — 22 > 0 = Dom(f(z)) = [—\/3, \/5]
e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0

tVh—22=0=2=0,5—-2>=0=

=0, =5, z=-V5
Luego los puntos de corte son (0,0), (—v/5,0) v (v/5,0).
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e cortes con el eje OY: Para ello hacemos z = 0 = f(0) = 0,
luego el punto de corte es (0,0).

e Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—x):

f(=a) = (=2)\/5 = (—2)* = = f(x)
Luego la funcién es simétrica respecto al origen O.
e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera

derivada y la igulamos a cero

5—2
o) -T2 o

5 55 5 5
— 50 =0=—= 1=+ = \f _\f_
. v 2 ( 2’2)’( 9’ 2)

Solo queda por decidir si estos puntos son méximos o minimos,
lo cual se vera en el siguiente apartado.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

5 — 22
!
x) = —
fo) =22
Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el dominio de la funcién es [—\/5, \/5}

y f'(x) se anula en los puntos calculados en el apartado anterior,
los intervalos de crecimiento y decrecimiento son

() (3)- ()

En conclusién;

5
Cuando z € <—\f5, —\/7> la funcién es decreciente.

Cuando z € ( \/g , \/> ) la funcion es creciente.
Cuando z € (

t

2. V5| la funcién es decreciente

N |

5
En el punto \/; , > la funcién pasa de decrecer a crecer,

luego estamos ante un minimo.

55
En el punto <\/; , 2) la funcién pasa de crecer a decrecer, luego

estamos ante un maximo.
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e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la grafica.

2. Como la gréfica es simétrica respecto al origen el area buscada sera el
doble de la encerrada en el intervalo [0, v/5].

V5 V5 _2y3/27V5
/ $\/5—w2dm=—%/ 21‘\/5—w2dw=—% lu]
0

0 3/2 0

V125

3
2./125
— U

3

Podemos concluir: Area=

Problema 36 Calcular el drea del recinto limitado por las curvas y = 2 —1,
y =11 —x y el eje OX. Dibujar el recinto.

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

_ 2 _
{y_x L =>x2—1=11—x=>{””_3 =>{(3’8)
y=11—=x r=—4
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y=22-1 (1,0)
{y:O :>{x:—1 :>{(—1,0)
y=11—=x
y=20

=z =11 = (11,0)
El recinto pedido estard encerrado entre los puntos (1,0), (3,8) y (11,0).

4|_ 15 |

™

Luego el area sera:

A:/13(x2—1)dw+/311(11—x)dm

=|=—-z
3
116
Luego A = — 2

1

2 11
11z — ‘%1
3

r+1

Problema 37 Calcular / dzx
3 + 22 — 62

Solucion:

Descomponemos el denominador en factores

23+ 2% — 6z =x(x—2)(z+3)

Empleamos el método de descomposiciéon polinémica

z+1 A B
3422 — 6

x

+ ¢ _
r—2 x+3
Az —2)(x +3) + Bx(z + 3) + Cx(z — 2)

z(z —2)(z + 3)
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z+1=A(x—2)(z+3)+ Bx(z+3) + Ca(xz —2)

Dando valores a x tenemos:
. 1
Sl$:0:>1:_6A:>A:_6

Sim:2:>3:1()B:>B:13—0

2

Siz=-3= 2—156':>C_—ﬁ

Sustituyendo estos valores en la integral tenemos

z 41 ~1/6 [ 3/10 —2/15
/x3+x2 6z _/ /—2d$+/ +3dx_

= —fln|x] —i——ln\x—Q\ — —ln|x+3] + K
Problema 38 Calcula el drea que tiene el tinico recinto cerrado y limitado
6
por las gréficas de las funciones y = —22 +7 e y = — (ver dibujo).
x
Solucién:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

1
1
[ ."{I.l{!-'-l +
-
(23]
2 S
2 4
L

6 — 2?4+ T7=—-=< z= —{ (2,3)
~ . z=-3 (—3,-2)
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El recinto estd comprendido entre los puntos (1,6) y el (2,3).
2
14
= — —6In2u?

2 6 3
A:/ (_1,24_7_) de = |—— + 7z — 61n x|
1 T 3 1

T
Problema 39 La grafica de la curva y = xcosx, cuando 0 < z < —, y el
eje OX limitan una superficie. Determinar el area de esa superficie.

Solucién:
., . 7T . .
La funcién y = zcosx en el intervalo |0, 5 es positiva, luego el area

B85 3 ]
#
.
(o 2
I I
/ i \‘ 2
1
\
-=B.5 \
que buscamos es
T
2
A= / T cosT dx
0
que vamos a resolver por partes
U=z du = dx
dv = cosz dx v=sinzx

/xcosx dx:xsinx—/sinx dr =xzsinz + cosz + C

Luego
A:/2 zcosz dr = [rsinz +cosz|f = = — 1 u?
0

Problema 40 Calcular integrando por partes, el valor de:

2
/ 22Inzx dx
1
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Solucion:

du = — dx
u=lnzx . x
dv = 22 dx 3
v="2
3
3
2 €z 1 5 1 3
| =—lhs— [ = ="—lhz— -
/:v nx dr 3 nx /3x dx 3 nx 93:

Luego

Problema 41 Calcular el drea limitada por la pardbola y = /222, la cir-
cunferencia 22 + y? = 1 y el eje OX (ver dibujo).

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

-2 AT {0 FO7E, 0 FO7I)
."f 3
/ 5
j [
L}
‘Ik /L

V2
_ 2 2
{521‘/25”_1 —nt=1-22=
= V2
2

2 2
Luego el punto buscado es <§, %)

V2 1
A:/2 \/§x2dm+/ﬁ\/1—m2da:
0 5
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Calculamos las dos integrales independientemente.

g 2?1
/ ﬂxde:[\fQ-] ==
0

0

Para resolver la segunda integral hacemos un cambio de variable
x =sint => dx = cost dt

Los nuevos limites de integracién seran

\/§ i
ix 5 sin 1
. . T
S133:1:smt:>t:§. Luego

1 L4 x
/ﬁ vV1—22 d:c:/; \/1—sin’t cost dt:[r2 cos’t dt =
2 4 4

1 + cos 2t

et as -5
== 2 ) 2 8

4

»
N

e

INE]

El resultado final sera:

1_7r 1
4 8 12

T_
8
Problema 42 Determinar el dominio de definicién de la funcién f(z) =

x — In(2? — 1) y representar su grafica, calculando los intervalos de creci-
miento y los extremos (maximos y minimos relativos).

Solucion:

e Dominio: Sera el formado por todos aquellos puntos que cumplan
que 22 — 1 >0 = Dom(f(z)) = (=00, —1) U (1,00).

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera deri-
vada y la igulamos a cero

2x

:1:2—1:0

fla)=1-

:>x2—2x—1:0:>x:1:|:\/§

Como x = 1—+/2 no pertenece al dominio, resulta que el tinico extremo
es © = 1 + /2. Sélo queda por decidir si este punto es maximo o
minimo, lo cual se vera en el siguiente apartado.
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e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcularlos
recurrimos a la primera derivada

_ 5 — 212
5 — a2

(@)

Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(z) > 0 y decreciente
cuando f/(z) < 0. Como el dominio de la funcién es (—oo, —1)U(1, 00)
y f'(z) se anula en los puntos calculados en el apartado anterior, los
intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(=00,-1), (1,1+V2), (14 V2,00),

En conclusién:
Cuando z € (—o0, —1) la funcién es creciente.

Cuando z € (1, 1+ \/5) la funcién es decreciente.

Cuando z € (14 V2, oo) la funcién es creciente

En el punto (1 + v/2;0.84) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego
estamos ante un minimo.

e Concavidad: Para ello calculamos la segunda derivada

" . 2($2 +1)
f(x) = @212

>0

Como la segunda derivada es siempre mayor que cero, la funcién es
siempre céncava.

e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la grafica.

| L
1
b1.5 |

| |
II
| \
] LY
£l LY > -
Rilmpmns (T LM B9 O BT T IRIT
| .S
' | A, =d
13
2 I 2 4
|
=%
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Problema 43 Se considera la funcién f(z) = 223 — 622 + 4. Calcule la
ecuacion de la recta tangente a la curva representativa de esta funcién en
su punto de inflexién. Haga también su grafica aproximada de la funcién en
un entorno de ese punto.

Solucion:

Para calcular el punto de inflexién tenemos que hacer f”(x) = 0.

f'(x) = 622 — 12z

f’(x) =122 — 12 = 0 = x = 1 posible punto de inflexién. f"'(z) =12 #
0 = podemos asegurar que es de inflexién, que serd el (1,0). La pendiente
de la recta tangente a esta funcién een este punto vale m = f/(1) = —6,
luego la ecuacién de la recta buscada es

y—0=—-6(zx—1)=6x+y—6=0

En un entorno de este punto la funcién pasarda de céncava a convexa o
reciprocamente, habré que ver también si en ese pequenio entorno (1—e, 14-¢)
la funcién es creciente.

(1-¢c1) | (I,1+¢)
f(z) - -

f(x) | decreciente | decreciente

- )] 1 ][(I,1+e)
f"(@) - 0 +

f(z) | convexa | PI| céncava
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Con estos datos se puede dibujar la grafica.

Problema 44 Calcular los siguientes limites (donde ”In significa logaritmo
neperiano).

. In(cos(3x))
L xlino In(cos(2x))

Vit —V4i—2x
2. lim

r—0 4x

Solucién:
1.
—3sin(3z)
lim In(cos(3x)) _ {0} ~ lim co§(3x) ~ lim —3S?n(3x) cos(2x)
z—0 In(cos(2z)) 0] 2—0 —2sin(2z) 2—0 —2sin(2x) cos(3x)
cos(2x)
B [0} 3 . 3cos(3x) cos(2z) — 2sin(3z)sin(2z) 3 3 9
= 10] T 2420 2cos(2z) cos(3z) — 3sin(22)sin(3z) 2 2 4

2.
fim Vi+z—i-—x lim Witz —Vi—-2)(Vi+z+Vi—ux)
z—0 4z 20 dr(Vi+z+V4—x)
B 44z —(4—-2) 2x 1

li =1 S
0 de(VAit o+ Vi—7) eodr(vitz+vVEi_z) 8
Problema 45 Dada la funcién
25— 8

1— 26

fz) =

1. Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonada-
mente si alguna de las discontinuidades es evitable.

2. Estudiar sin f tiene alguna asintota vertical.
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Solucion:

1.

2.

Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se
anula el denominador, es decir, 1 — 2% =0= 2 =1, 2 = —1. Para
ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite en estos puntos

x5 — 28 [0} . bt —8xT 25— 8x3)
_— = — = 1 —_— = S —— —
0

1
z—1 —0x 2

Luego la discontinuidad que hay en z = 1 es evitable.

. . x® — a8 -2
a:gn—lﬁ J(@) = xin—lﬁ 1—ab {0*] -

lim f(z)= lim

x® — a8 -2
r——1" z——1- 1 — .7?6

0_:| = +00

Luego la discontinuidad que hay en x = —1 no es evitable.

Por lo visto en el apartado anterior x = —1 es una asintota vertical.

Problema 46 .

1. Dibujar la grafica de la funcién g(z) = e* — z
1
2. Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su comporta-
et —

miento para £ — 00y £ — —00.

3. Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de f(x) en
su dominio de definicién.

Solucién:
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1. El dominio de g(z) = e* — = es todo R, calculamos los maximos y
minimos de esta funcién

Jr)=e"-1=0=¢"=1=2=0

Jd'(x)=¢"=¢"(0)=1>0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que ¢”(x) = e* >
0, Vx € R = la funcién es siempre céncava hacia arriba (.

me'mmm I

1

et —x

fz) =

Como el denominador de esta funcién no se anula nunca tenemos que
el dominio de f(z) es todo R.

Por otra parte, si calculamos los limites

lim f(z)= lim $:O

T—>—00 r—00 e~ T 4+

lim f(x)= lim

T—>00 r—00 eT — g

=0

Se pueden valorar estos limites ddndonos cuenta de que se puede des-
preciar e” frente x cuando x — —oo. Y por el contrario, se puede
despreciar x frente a e* cuando z — .

En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abcisas) es una asintota hori-
zontal.
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1_ x
f/(:c)Zﬁ:Ozl—em:Oix:O

2x T
" e te (x — 4) +2 "
= = f(0)=-1<0
) = 7'(0)
Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un maximo.

Mdamaii 1) *

-4 —2 =it 2 4

Problema 47 Calcular la base y la altura del tridangulo isésceles de perimetro
8 y drea maxima.

Solucion:

2 X7
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x-y
S 5 5 TT=8 v -
2 _ a2
T\ Yyt — &
S(x) = 5 L —avi—z
8 — 3x 8

—88 4 21z _S,,<8>__3\/§<0

S// ) = . e
(@) 16(4 —z)v4—x 3 4
Luego se trata de un maximo. Si z = 3 — Yy = 3 y, por tanto se trata de
44/3
un tridngulo equildtero. Su altura sera: h = \:{

Problema 48 Se considera la funcién
(22 —1)?

1. (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de

la funcién f(x).
1
2. (1 punto) Calcular/ f(x)dx
0

Solucion:

1. (a) Asintotas:
e Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)

e Horizontales:

e Oblicuas: No hay al existir horizontales.

(b) Extremos:

, 42z — 1)(2z + 1) 1 1
P =——qzsmz %3 *773
(oo —1/2) [ (C1/2,1/2) | (12, +59)
z+1/2,08 - T T
x—1/2 - - +
f'(z) + - +
crece decrece crece
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1
Luego en el punto (—2, 2) la funcién tiene un méaximo y, por el

contrario, en el punto (2, O) la funcién tiene un minimo.

/(2x—1)2d /4x2—4x+1d
— aQr = —_—ar =
472 + 1 472 +1

4x 1 9

1

1 (22 —1)? 1 9 1
~———dr=x—-In(4 Il =1-=1
/0 w2 E=rog n(4x* + )]0 5 nb

o6



