Examen de Matematicas 2° de Bachillerato
2 de Diciembre de 2002

En este examen puedes escoger los tres problemas que quieras, pero debes
de tener en cuenta la puntuacién de cada uno de ellos.

Problema 1 (4 puntos) Discutir segin el valor del pardmetro real a el sis-
tema lineal

z— y+ 2= 0
ay+ 2z= 4
20+ az= 4

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucién:
1 -1 1 1 =1 1|0
SealamatrizA=| 0 a 2 |ylamatrizampliada A= 0 a 2|4
0 2 a 0 2 al|4

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

1 -1 1 0 9
0 a 2|= |:a2—4:0:>a:j:2
2 a
0 2 a
e Si a # +£2 = Rango(4) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible
determinado.
1 -1 1 1 -1 110
e Paraa=-2: A= 0 -2 2 |yA=[0 -2 2|4
0 2 =2 0 2 =24
—1

Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor

por tanto, el Rango(A4) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
un menor de orden 3 y distinto de cero:

1 -1 0
0 -2 4|=-8-8=-16%#0y el Rango(A) = 3.
0 2 4

Concluyendo:

Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 = El sistema es Incompatible.



1 -1 1 1 -1 1|0
e Paraa=2: A= 0 2 2 |yA=[0 2 2|4
0 2 2 0 2 214

Sabemos que |A| = 0, luego tenemos que buscar menores, y encon-

tramos el siguiente:

=2 # 0 = Rango(4) = 2.

1 -1
0 2

En la matriz ampliada A vemos que tiene dos filas iguales, y por tan-
to, no puede tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos
encontramos con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A4) = 2 =RangoA <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:
Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos

despreciar la tercera de las ecuaciones, pues seria combinacién lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

{x— y+ 2= 0 :>{x— y+ z= 0

20+ 2z= 4 y+ z= 2 —
ey _, r= 2(1-X)
{ b g . = u= 2-)
v= z= A

Problema 2 (3 puntos) Considera la matriz:
1 2 1
A= X 1 0
01 X

1. Halla los valores de A para los que la matriz A no tiene inversa.

2. Tomando A = 1, resuelve la ecuacién matricial:

T 0
A y |=120
z 0

Solucién



1. Una matriz A tiene inversa si su determinante es distinto de cero,
|A| # 0 y reciprocamente.

1 2 1
[Al=] X 1 0|=-2224+22=-2\A-1)=0=)1=0, A=1
0 1 A
Es decir, para estos dos valores A = 0 y A = 1, el determinante de
la matriz A es cero y por tanto la matriz A no tiene inversa.

Para que la matriz A tenga inversa tiene que ser A £ 0y XA # 1

2. Si X\ =1, por el apartado anterior tendriamos que |A| = 0. Calculamos
el rango de A que debera de ser menor de 3.

1 21 11
1 1 0 | tiene un menor 0117 1#0
01 1

Por tanto, Rango A = 2 <n® de incégnitas = el sistema es compa-
tible indeterminado, ya que es un sistema homogeneo, y por el menor
escogido podemos despreciar la primera ecuacién; quedard el sistema

siguiente:
{ T+ vy 0 N { z+ y = 0
Yy +z 0 Yy = —=z
Si llamamos z =t tenemos y = —t y « = t, es decir, la solucién seria:
T = t
y= -
z = t

Problema 3 (8 puntos) Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que
A? =2A + I, donde I es la matriz identidad.

1. Demostrar que A admite inversa, y obtenerla en funcién de A.

1+m 1

1 1—-m
se verifica que B? = 2B + I, y para esos valores escribir la matriz
inversa de A

2. Dada la matriz B = ( ), halla para que valores de m

Solucion:

1. Tenemos que A2 =24+ = A? -24=1= (A-2)A=1—=
At=A-2I



2. Calculamos B2
B2 _ 1+m 1 [ 1+m 1 B
- 1 1—m 1 1—-m |

[ A+ m)r+1 2
N 2 (1-m)?2+1

Como B2 = 2B + I tendremos

((1+m)2+1 2 )_(2(1+m) 2 >+
2 (1—-m)?+1 ) 2 2(1 —m)

10 2(1+m) + 1 2
+<0 1)2( 2 2(1—m)+1):>

{ (14+m)2+1=2(1+m)+1 :>{ m24+2m+2=2m+3

1-m)?+1=2(1-m)+1 m?—2m+2= —-2m+3
m°=1
:>{ — m = =1
m* =1
_ L[ 21 1[0 1
Pau‘am—ltenemos.B-(1 0>:>B (1 _2>

Para m = —1 tenemos: B = < ) B 1= ( _i [1) )

Problema 4 (3 puntos) Calcular las edades actuales de una madre y sus
dos hijos sabiendo que hace 14 afios la edad de la madre era 5 veces la suma
de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos la edad
de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendrdn en ese momento
y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendra 42 anos.

Solucién:
Sea z la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

x—14= 5( y+z—28) x— BHy— Hz+ 126=0
z+10 = y+24+20 =< 22— y— 22— 10=0
r—42 = Yy—z z— y+ z— 42=0

Multiplicamos la 2% ecuaciéon por —5 y la sumamos a la 1%:

{ T Sy— S 126=00 1760 = x = 44

—5z+ OSy+ 5z+ 50=0



Ahora por simple sustitucion en la 2% y la 3* nos quedaria:

y+z= 34 y =18
{y—z: 2 :>{Z=16



