Examen de Matematicas 2° de Bachillerato

Mayo 2002

Problema 1 (4 puntos) Dada la funcién f(z) = zv4 — 22 se pide:

1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento;
méaximos y minimos. Dibujo aproximado de la grafica.

2. Calcular el area encerrada entre la gréfica f(x) y el eje de abcisas.

Solucion:

1.

(a)

Dominio: La funcién f(z) = zv4 — 22 estd compuesta por el
producto de dos funciones, la funcién h(x) = x cuyo dominio es
todo el eje de abcisas, y la funcién t(z) = v4 — 22 cuyo dominio
estd definido por la incuacién 4 — 22 > 0. La solucién de esta
inecuacién sera: —z? > —4 = 22 <4 = -2 <z < 2. En
conclusién podemos asegurar que el dominio de la funcién pedida
serd el intervalo [—2,2].

Puntos de corte con los ejes: Los puntos de corte con el eje de ab-
cisas vendrén determinados cuando f(x) = 0, es decir, zv4 — 22 =
0, ecuaciéon que nos produce las soluciones: * = 0, x = 2, y
x = —2. Por tanto la grafica cortara al eje de abcisas en los pun-
tos (0,0), (2,0) y en el (—2,0). Ahora calculamos los cortes con
el eje de ordenadas, es decir, hacemos x = 0, lo que nos produce

una tunica solucién que ya habiamos obtenido antes, y es el punto
(0,0).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: Para ello calculamos
la primera derivada, que seria la siguiente:

F() = VA= a2+ (=22 P r) = VA - 2P - \/4%

4 — 222
Pla) = ——=
V4 —x
Ahora tendremos que ver cuando esta derivada es positiva, es
nula, o es negativa. Para ello igualamos la derivada a cero, lo que
nos darfa lo siguiente:
4 — 222

— X



Ahora, recordando los puntos de corte con los ejes, el dominio de
la funcién y observando que el denominador es siempre positivo,
es facil comprobar lo que nos piden.

Entre x = —2 y x = —+/2 el numerador de la derivada se hace
negativo, luego f'(x) < 0 = decreciente en [—2, —v/2]

Entre 2 = —/2 yT= /2 el numerador de la derivada se hace
positivo, luego f/(z) > 0 = creciente en [—v/2, v/2]

Entre 2 = /2 y 2 = 2 el numerador de la derivada se hace nega-
tivo, luego f'(z) > 0 = decreciente en [v/2,2]

(d) A lavista del apartado anterior, esta claro que, la funcién tiene un
minimo en —v/2 y un méximo en v/2, resultados que al sustituidos
en la funcién original darfan los puntos: Minimo= (—v/2, —2) y
Méximo= (1/2,2)

(e) Para dibujar la grafica ordenamos los resultados en una tabla, y
los interpretamos cuidadosamente.

2 | Méaximo

X
0
2
-2
-2 -2 | Minimo
V2

2. Los puntos de corte con el ejes de abcisas son —2, 0, 2. La funcién es
impar, es decir, simétrica respecto al origen, esto se aprecia ficilmente

en su representacién grafica. Esto ultimo se puede demostrar compro-
bando f(—x) = —f(z):

f(=2) = (—a)\/4 - (~2)? = —aVi— 2 = —f(2)



Esto quiere decir que el drea que encierra la curva entre el punto (—2,0)
y el (0,0) es igual que el drea que encierra la curva entre los puntos
(0,0) y el (2,0). Por tanto bastard con calcular una de estas areas y
multiplicar por 2.

A:2/02f(x):2/021‘\/mm;

Resolveremos por sustitucion.
w=4—-2> = du = —22dr = xdr = —%“ y sustituyendo nos
queda la integral siguiente:

B N B M S e C
Jovamat= =5 [ Vidu= 5 G0 =y
y deshaciendo el cambio de variable nos quedaria:
_.2\3/272 3/2
Aoo| W= (427 16
3 0 3

Problema 2 (3 puntos) Calcular:

) x? —3x+2
lim ———
—l- 22 =22 +1

1\%
T—>00 €T

3. Utilizando el cambio de variable In x = ¢, calcular:

I /e 1+Inz? + (Inx)?
N z(1+Inx)

Solucion:

1. Descomponiendo los polinomios segin sus raices tendremos que 2% —

3r+2=(z—2)(x—1)y 22 —2x+ 1= (x — 1)% Sustituyendo:

2
-3 2 -2 —1 — 2
lim R = lim —(ZL‘ )@ ) = lim 1‘ = 400
e—l- a2 =2x+1 o—1- (x—1)2 z—l1- T —1

2. Para solucionar este limite voy a emplear dos métodos:



Donde 1 1
A= lim :c(1—|—2—1) = lim — =0
T—00 T T—00 I
Luego
X
lim <1+ 2) —er=e'=1
r—>00 T
(b)
1 X
T—00 T
1 X
lim In (1 + 2) =InA
T—>00 €T
. 1
lim zln (1 + 2) =nA
T—>00 T
' 1 ' In (1 + ;12) 0

En esta condiciones podemos aplicar la Regla de L’Ho6pital:

1 —2/z®
. In (1 + p) . 1+1/Ix2 . 2 2
hm f: hm = hm 7:7:0

xT

Esdecir, nA=0= A=1

3. Primero voy a solucionar la integral sin tener en cuenta los limites de
integracién y luego los aplicaremos.
La integral la vamos a resolver por sustitucién, haciendo Inz =t =
%daz = dt y sustituyendo tendremos:

dt =

/1—|—lnx2—|—(lnx)2 _/1—|—21nac—|—(ln:v)2 _/1+2t—|—t2
z(1+1Inx) T z(1+1Inx) N (1+1)

(1+1)? _/ B t2 B (Inz)?
/1+t dt= [ +tdt=t+ 5 +C =+ 224

Inz)?]|° Ine)? In1)2
1n:c+(”)] :1ne+(n2€) —<1n1+(n)>=1+
1

I =
2 2




Problema 3 (3 puntos) Determina los puntos de la curva y?> = 4z que
estén a distancia minima del punto (4,0).

Solucién:

Un punto genérico de la grafica serfa de la forma (x, v/4x), y la distancia de
este punto al (4,0) sera:

d=1/(z— 22+ (Viz — 02 = VaZ + 4z + 16

Tendremos que calcular los minimos de esta funcion, y para ello calculamos
la primera derivada.

@ =22 pam 416220 — )= — 227 g o
2 2vVa? + 4z + 16

Vamos a estudiar el signo de la derivada primera. Como el denominador es
siempre positivo, basta estudiar el numerador:
Siz < 2= d < 0= decrece
Siz>2=— d >0= crece
Con ésto concluimos con que en la abcisa z = 2 tenemos un minimo, cal-
culamos ahora las ordenadas correspondientes sustituyendo en la funcién
y? = 4z, y obtenemos: y = +v/4x = +/8 = +£2/2.
Tenemos, por tanto, dos puntos que cumplen la condicién de minimo (2, —2\/5)

v (2,2V2),
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